MIiA.JJJM±.^\A     AJAiv-»-*-   '-^>^  •-.• 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


littp://www.archive.org/details/s2bulletindessci28fran 


1 


^p 


BUIJ.KTIN 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


COMMISSION  DES  HAUTES  ÉTUDES. 


MM.  G.   DARBOUX,  président. 
H.  POINCARÉ. 
J.  TANNER  Y. 
K.  PICARD. 
P.  APPELL. 
GUILLET,  secrétaire 


AVIS. 

Toutes  les  communicalions  doivent  être  adressées  à  M.  Darbotix,  Secrétaire 
perpétuel  de  lAcadémie  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  Paris. 


ai.';:9  r«ri-.  —  imprimerie  tiAU TIIIEK-VU.LAUS,  quai  des  r.rainJs-Aui;U5liiit,  5j 


Mkn 


lUBLlUTHÉQLE   DE   L'ÉCOLE   DES    [lALTES   ÉTUDES, 

PLBLIÉE    SOUS   LES   AUSPICES   DU    MINISTÈRE    DE    l'iNSTRUCTION    PUBLIQUE. 


BULLETIN 


SCIENCES   MATHÉMATIQUES, 

RÉDIGÉ   PAK   MM.   G.    DAUBOUX,   É.   PICARD   ET  .1.   TANNERY, 

AVEC    I.A    COLLABORATION    IiE 

MM.    BROCARD,    COURSAT,    G.    KŒNIGS, 

LAISANT,    LAMPF.,    MANSIOX,    MOLK,    RADAU,    RAFFY.    S.    RIXDI,    SAUVAGE, 

SCIIOUTE,      P.     TANNERY,     ZEUTIIEN,      ETC., 

Sous  la  direction  de  la  Commission  des  Hautes  Études. 

PUDLICATIO\  FONDÉE  E\  1870  l'AR  MM  G.  DARBOIX  KT  J.  lIOLi;!, 

CONTINUÉE  DE  1876  A  1 886  PAR  M.M.  G.  DAUBOUX,  J.  IIOLEI.  ET  J   TANNERY 

ET  DE  1886  A  1903  PAR  JI.M.  G.    DARBOUX  ET  J.  TANNERY. 


DEUXIEME  SERIE. 
TOME  XXVIII.  -  ANNÉE  1904. 

(  XXXVIII'    VOLIME    DE    I,  \    COLLECTION.) 


PREMIERE  PARTIE. 


PARIS, 

GAUTIIIER-VILLARS.    LMPRIMKUR-LIBRAIHE 

DU     BUREAU     DES    LONGITUDES,     DE     l'ÉCOLE     POLVTECIINIQ 
Quai  des  Grands-Aiigiistiiis,  .i'). 


u  r, 


BULLETIN 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


APPELL  (P.).  —   Traité   de   Mécanique   rationnelle.    Tome    troisième. 

fioi'lLlBRE    ET    MOUVEMENT   DES   MILIEUX   CONTINUS.     I    VOl.  in-S",  558  pages. 

Paris,  Gauthier-Villars,  igoS. 

I.  Le  troisième  et  dernier  Volume  du  Traité  de  Mécanique 
de  M.  Appell  est  le  couronnement  d'une  œuvre  magistrale  qui 
marque  une  époque  dans  le  développement  des  théories  fonda- 
mentales de  la  Mécanique  et  dans  l'enseignement  de  cette  science. 
Il  traite  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  milieux  continus;  il 
ne  le  cède  en  rien  aux  deux  premiers  volumes  sous  le  rapport  de 
la  précision  et  de  la  clarté  dans  l'exposition  et  l'enchaînement 
des  théories;  ce  sont  là  des  qualités  auxquelles  M.  Appell  nous  a 
habitués  depuis  longtemps  dans  ses  Ouvrages  et  dans  son  ensei- 
gnement, et  il  est  superflu  d'en  faire  l'éloge  une  fois  de  plus.  Ce 
livre  est  en  même  temps  d'une  grande  richesse  de  renseignements 
et  d'indications  bibliographiques,  et  il  sera  lu  par  tous  ceux  qui 
veulent  se  tenir  au  courant  des  nouvelles  théories  relatives  aux 
sciences  appliquées. 
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pour  la  plupart  <'|)ar.ses  dans  les  Mémoires  originaux  ou  clans  les 
livres  de  Physique  mathématique;  en  voyant  plusieurs  d'entre 
elles  exposées  exclusivement  dans  ces  derniers  ouvrages,  on  ne  se 
fût  pas  douté  f|u'clles  font  partie  intégrante  de  la  jMécanique,  et 
que  les  théories  de  Cauchv  et  de  Helmholtz  sur  les  tourbillons, 
les  recherches  de  Cauchv,  de  Lamé  et  autres  mathématiciens  sur 
1  élasticité,  recherclies  dirigées  en  ces  derniers  temps  dans  une 
nouvelle  voie  par  M.M.  Cosserat,  forment  des  Chapitres  de  cette 
Science  au  même  titre  que  l'étude  du  mouvement  des  systèmes 
rigides. 

Le  livre  de  M.  Appell  vient  nous  le  rappeler;  les  ingénieurs 
désireux  d'approfondir  au  point  de  vue  théorique  les  questions 
relatives  à  l'équilibre  et  au  mouvement  des  fluides,  ceux  qui 
cherchent  l'explication  des  phénomènes  remarquables  qui  accom- 
jiagnent  les  déformations  permanentes  des  corps  élastiques,  tous 
ceux  qui  estiment  avec  juste  raison  que  les  sciences  appliquées  ne 
font  de  sérieux  progrès  que  si  elles  s'appuient  sur  des  raisonne- 
ments rigoureux,  y  trouveront  matière  à  apprendre  et  à  penser;  il 
leur  ouvi'e  des  voies  nouvelles  et  leur  indique  de  nouveaux  sujets 
de  recherches.  I^es  physiciens  sauront  gré  également  à  M.  Appell 
d'avoir  réuni  et  coordonné  les  théories  mécaniques  dont  ils  ont 
besoin,  et  d'avoir  indiqué  les  liens  qui  rattachent  ces  théories  à 
celles  de  ri*>Ieclricité  et  du  Magnétisme. 

IL  Les  théorèmes  relatifs  aux  intégrales  définies  étendues  aux 
éléments  d'une  ligne,  d'une  surface  ou  d'un  volume,  et  les 
transformations  de  ces  intégrales  les  unes  dans  les  autres,  consti- 
tuent une  théorie  fondamentale  non  seulement  en  Analyse,  mais 
encore  dans  toutes  les  branches  des  sciences  ap[)li(piées  :  l'attrac- 
tion, la  mécanique  des  fluides,  l'Electrodynamicpie.  etc.  \L  Appell 
réunit  en  un  Chapitre,  au  début  de  son  Ouvrage  (Chap.  XXVIII), 
les  éléments  de  cette  théorie,  et  les  présente  en  employant  la  ter- 
minologie usitée  en  Mécanique.  Toute  portion  de  l'espace  dans 
laipiclle  ou  donne  trois  fonctions  P,  Q,  R  des  coordonnées  x,  y,  z 
constitue  un  champ  de  vecteurs,  chaque  vecteur  ayant  pour  origine 
un  point  du  champ,  et  pour  composantes  les  valeurs  des  trois 
lonctions  P,  Q,  R  en  ce  point;  le  produit  d'un  élément  de  surface 
par  la  composanlo  normale  du  vecteur  issu  de   son  centre  est  le 
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définissent   en   chaque  point   nn   nouveau  vecteur  qui  est  dit  le 
louvbillon  du  premier. 

Chaque  théorème  est  dès  lors  susceptible  d'une  interprétation 
géométrique;  le  théorème  de  Green  transforme  une  intégrale  de 
volume  en  un  flux  à  travers  la  surface  (pii  limite  le  champ  d'inté- 
gration, et  celui  de  Stokes  transforme  le  travail  d'un  vecteur  le 
long  d'un  contour  fermé  en  un  flux  de  tourbillon  à  travers  une 
surface  continue  limitée  à  ce  contour.  Ces  interprétations  peuvent 
servir  à  justifier  les  appellations  de  Jliix  et  de  tourbillons 
employées  dans  la  théorie  des  vecteurs  ;  elles  s'introduisent  natu- 
rellement plus  loin  dans  la  dynamique  des  fluides. 

Dans  le  Chapitre  suivant  (Cliap.  XXIX),  ]M.  Appell  traile  les 
questions  fondamentales  de  la  théorie  de  l'atlractton  et  du  poten- 
tiel ;  en  Analyse,  elles  sont  la  base  de  Tétude  des  fonctions  harmo- 
niques et  de  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  ;  en  Mécanique 
céleste,  elles  conduisent  à  la  détermination  de  la  forme  et  du 
mouvement  des  corps  célestes;  enfin,  en  Physique,  elles  sont 
indispensables  dans  l'étude  de  l'Électricité  et  du  Magnétisme.  Ces 
diverses  manières  d'envisager  le  potentiel  amènent  quelquefois  des 
confusions  lorsqu'on  les  applique  à  la  recherche  des  composantes 
de  l'attraction  ;  l'auteur  insiste  avec  raison  sur  le  signe  qu  il  faut 
donner  à  ces  dernières,  ainsi  qu'aux  coefficients,  dans  le  cas  de 
l'attraction  newtonienne  et  dans  celui  des  actions  électriques  ou 
magnétiques.  Il  donne  à  propos  de  chaque  notion  ou  de  chaque 
théorème  son  interprétation  la  plus  simple  ;  les  raisonnements 
qui  se  rapportent  au  flux  de  force  et  aux  tubes  de  force  deviennent 
de  cette  façon  intuitifs  si  l'on  couipare  les  forces  aux  vitesses  des 
molécules  d'un  liquide  en  mouvement  permanent. 

Les  questions  relatives  aux  masses  isolées  d'abord,  puis  aux 
masses  réparties  sur  des  lignes,  des  surfaces  ou  des  volumes,  sont 
présentées  le  plus  simplement  possible,  et  souvent  par  d'élégantes 
méthodes  géométriques.  Les  résultats  qui  se  rapportent  aux  dis- 
continuités des  dérivées  premières  du  potentiel  des  surfaces,  où  à 
celles  des  dérivées  secondes  du  potentiel  des  volumes  sont  net- 
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lement  indiqués;  la  rigueur  absolue  dans  la  démonstration  de  ces 
résultats  ne  peut  être  atteinte  qu'après  des  raisonnements  fort 
longs  et  fastidieux  ({ui  trouvent  leur  place  dans  les  Ouvrages  de 
Mathématiques  pures  plutôt  que  dans  un  Traité  de  Mécanique  ; 
c'est  pourquoi  M.  Appell  préfère  avec  raison  suivre  la  voie  la  plus 
directe,  tout  en  restant  absolument  précis,  et  renvoie  pour  des 
démonstrations  complètes  aux  Ouvrages  de  Riemann,  de  M.  Picard 
et  de  M.  Poincaré. 

A  l'étude  de  potentiel  se  rattache,  dans  ce  Chapitre,  celle  des 
fonctions  harmoniques,  satisfaisant  à  l'équation  de  Laplace  AV==o  ; 
elles  se  rencontrent  non  seulement  dans  les  théories  de  l'Allraction 
et  de  l'Électricité,  mais  encore  dans  celles  de  la  Chaleur  et  de 
THydrodvnamique.  .M.  Appell  montre  nettement  que  les  propriétés 
de  ces  fonctions  deviennent  intuitives  lorsqu'on  les  interprète 
dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  théories;  il  donne  les  indications 
les  plus  complètes  sur  le  problème  de  Dirichlet,  et  le  résout  dans 
le  cas  de  la  sphère  au  moyen  de  la  fonction  de  Green.  Remar- 
quons que  la  fonction  introduite  ici  est  celle  qui  reste  partout  finie 
et  prend  sur  la  surface  limitant  le  volume  donné  les  mêmes  valeurs 

que  -;  elle  diffère  parle  terme  -  de  la  fonction  envisagée  par  Rie- 
mann, par  M.  Poincaré  et  par  M.  Appell  dans  son  intéressant 
Mémoire  inséré  dans  les  Acta  Mathematica,  Tome  VIII  ;  celle-ci 

est  nulle  sur  la  surface  et  devient  infinie  comme  -  en  un  point  parti- 
culier ;  les  deux  fonctions  précédentes  conduisent  aux  mêmes 
résultats  dans  les  applications. 

Le  Chapitre  se  termine  par  le  calcul  du  potentiel  d'un  ellipsoïde 
homogène  d'après  Dirichlet,  et  par  celui  du  potentiel  d'un 
cylindre  indélini,  qui  conduit  au  potentiel  logarithmique. 

III.  L'étude  des  milieux  continus  à  l'état  de  repos  ou  de  mou- 
vement constitue  une  science  générale  de  l'étendue  matérielle  ;  la 
géométrie  élémentaire  et  la  mécanique  des  systèmes  rigides  n'en 
sont  que  des  cas  particuliers.  On  peut  diviser  cette  étude  en  plu- 
sieurs branches  : 

i"  l  ne  parli(>  géométrique,  où  l'on  considère  les  déformations 
d'un  milieu  (|ui  reste  continu,  indépendamment  du  tcni|)s; 
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2°  Une  partie  cinématique,  où  l'on  tlélerniine  les  vitesses  et 
les  accélérations  des  éléments  du  milieu  qui  se  déforme  ; 

3°  Une  partie  dynamique  où  interviennent  les  forces  appli- 
quées à  ces  éléments; 

4"  Comme  cas  particulier,  la  Statique  ou  l'étude  de  l'équi- 
libre des  forces  appliquées  au  milieu. 

La  partie  la  plus  simple  est  la  dernière;  la  précédente  s'en 
déduit  du  reste  en  appliquant  le  principe  de  d'Alembert.  M.  Appell 
étudie  d'abord  (Chap.  XXX)  par  la  méthode  de  Cauchj  les  com- 
posantes de  reffort  qui  s'exerce  par  unité  de  surface  sur  un  élément 
superficiel  limitant  le  milieu  ou  placé  dans  son  intérieur,  ainsi  que 
la  variation  de  cet  eflfort  lorsque  Ton  change  l'orientation  de 
l'élément  autour  d'un  de  ses  points.  On  peut  représenter  géomé- 
triquement cette  variation  à  laide  d'une  quadri(|ue  directrice  qui 
joue  le  même  rôle  que  l'indicatrice  de  Dupin,  ou  bien  à  l'aide  d'un 
ellipsoïde  des  efforts  ou  ellipsoïde  d'élasticité,  qui  est  le  lieu  des 
extrémités  des  vecteurs  représentatifs  des  efl'orts  autour  d'un 
point.  Remarquons  à  ce  propos  que  le  théorème  de  Green  relatif 
à  la  transformation  d'intégrales  doubles  en  intégrales  triples  est 
couramment  employé  par  l'auteur  pour  rendre  les  raisonnements 
plus  simples  et  plus  rigoureux. 

Le  Chapitre  XXXI  est  consacré  à  l'étude  de  l'équilibre  des 
fluides  ;  M.  Appell  commence  par  préciser  la  notion  de  viscosité,  il 
considère  ensuite  les  fluides  pesants,  et  continue  par  la  recherche 
des  formes  d'équilibre  relatif  d'une  masse  fluide  homogène  animée 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  ;  il  expose  à  ce  sujet  les 
résultats  de  iMac  Laurin,  de  Jacobi  et  de  M.  Poincaré,  et  donne 
des  indications  sur  les  remarquables  recherches  de  ce  dernier 
relatives  aux  ligures  possibles  d'équilibre  et  aux  conditions  de 
stabilité.  Le  Chapitre  se  termine  par  l'élude  de  l'équilibre  des 
corps  flottants,  qui,  due  à  Dupin,  a  été  faite  d'une  manière  à  la 
fois  élémentaire  et  rigoureuse  par  M.  Gujou,  et  complétée  par 
MM.  Greenhill,  Duhem  et  par  l'auteur.  On  peut  citer  comme 
modèle  de  clarté  et  d'élégance  l'exposé  qu'a  fait  M.  Appell  des 
belles  méthodes  géométriques  qui  conduisent  à  la  solution  du 
problème,  et  du  parti  fjue  M.  ("myou  a  su  tirer  du  principe  de 
Diiichlcl  pour  réliidc  de  la  slabilllc  de  ré(piibbrc. 
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W.  Le  Chapitre  XXXII  renferme  l'élude  géomélrique  des 
défornialions  d'un  niillen  conlinii;  MM.  Cosserat  l'ont  considéra- 
blement perfectionnée  dans  ces  derniers  temps,  et  ont  montré 
f[iic  les  six  fonctions  caractéristiques  de  la  déformation  autour 
d'un  point  s'introduisent  naturellement  lorsqu'on  étudie  les  varia- 
tions du  carré  de  l'élément  linéaire  ds^.  L'auteur  expose  ces  belles 
théories,  donne  l'interprétation  des  six  fonctions,  et  on  en  déduit 
l'ellipsoïde  des  dilatations  autour  d'un  point;  il  étudie  le  cas 
simple  de  la  déformation  homogène,  dans  laquelle  les  six  fonc- 
tions caractéristiques  ont  la  même  valeur  en  tous  les  points  ;  il  la 
ramène  à  une  translation,  suivie  d'une  rotation  et  d'une  délbrnia- 
tion  pure,  cette  dernière  consistant  en  trois  dilatations  dans  trois 
directions  rectangulaires;  il  applique  ces  résultats  à  une  déforma- 
tion infiniment  petite. 

Dans  le  Chapitre  XXXIII  est  exposée  la  cinématique  des 
milieux  continus,  avec  les  deux  svstèmes  classiques  de  variables 
qui  portent  les  noms  de  Lagrange  et  d'Euler;  si  le  premier  se 
prête  avec  facilité  à  l'établissement  des  équations  delà  Dynamique, 
par  contre,  le  second  est  plus  avantageux  en  Cinématique,  car  il 
permet  d'appliquer  simplement  aux  déformations  du  milieu  les 
considérations  du  Chapitre  précédent  et  d'appliquer  à  l'étude  des 
vitesses  les  théories  du  premier  Chapitre  relatives  aux  champs  de 
vecteurs,  au  (lux  à  travers  une  surface  et  aux  lignes  de  courant. 
On  aperçoit  immédiatement  le  lien  qui  rattache  le  vecteur  tour- 
billon de  vitesses,  tel  qu'il  est  défini  au  début  de  TOuvrage,  à  la 
rotation  (|ui  inlervient  dans  la  déformation  d'un  élément  ;  ce  vec- 
teur, qui  joue  un  rôle  essentiel,  a  été  introduit  par  Cauch}'  sous  le 
nom  de  rotation  moyenne  et  étudié  par  Helmhollz  sous  le  nom 
lie  toiiibillon. 

Le  Chapitre  se  termine  par  un  exposé  des  belles  recherches 
commencées  par  Ilugoniot  et  continuées  par  M.  Hadamard  sur  la 
propagation  des  ondes  dans  le  mouvement  d'un  milieu  continu; 
une  onde  diic  à' ordre  n  est  une  surface  fluide  au  passage  de 
laf|uellc  les  dérivées  d'ordre  n  des  variables  de  Lagrange  éprouvent 
des  discontinuités.  M.  Hadamard  a  levé  les  difficultés  qui  se  pré- 
sentent lorsqu'on  cherche  les  conditions  de  possibilité  de  la  pro- 
j)agation  d'une  telle  surface,  et  il  a  donné  une  interprétation 
géométricpic  simple  dos  rcsulials  qu'il  a  obtenus. 
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\^  Le  Chapitre  XXXIV  est  consacré  à  la  dynamique  des  fluides 
dont  la  viscosité  est  nulle  ou,  comme  on  dit,  des  fluides  parfaits. 
Le  théorème  fondamental  de  cette  partie  de  la  Dynamique  est 
celui  de  Lagrange,  relatif  à  Tindestructibilité  des  tourbillons  des 
vitesses  dans  un  milieu,  lorsque  la  densité  ne  dépend  que  de  la 
pression  et  que  les  forces  données  dérivent  d'un  potentiel. 
Gauchy  l'a  démontré  en  formant  trois  intégrales  intermédiaires  des 
équations  du  mouvement  écrites  avec  les  variables  de  Lagrange; 
ces  intégrales  contiennent  en  germe  toutes  les  découvertes  ulté- 
rieures, en  particulier  celles  de  Helmholtz.  ^L  Appell  donne  les 
équations  de  Cauchv.  celles  de  ^\eber  qui  ramènent  le  problème 
à  l'intégration  de  quatre  écpiations  du  premier  ordre,  enfin  celles 
que  Helmholtz  a  indiquées  avec  les  variables  d'Euler,  et  qui  sont 
équivalentes  à  celles  de  Cauchy.  Il  montre  ensuite  comment  les 
équations  de  l'Hydrodynamique,  avec  l'un  ou  l'autre  système  de 
variables,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  des  équations  canoniques 
classiques  de  Lagrange;  il  expose,  en  partant  des  recherches  de 
AL  Hadaniard,  les  résultats  remarquablement  simples  obtenus  par 
Hugoniot  relativement  à  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes 
et  à  la  vitesse  du  son.  Après  l'étude  classique  du  mouvement  per- 
manent des  liquides  et  des  gaz,  il  considère  en  détail  le  cas  du 
mouvement  irrotationnel  d'un  liquide;  les  vitesses  dérivent  alors 
d'un  potentiel  qui  satisfait  à  l'équation  de  Laplace,  et  la  théorie 
des  fonctions  harmoniques  trouve  ici  de  nombreuses  et  intéres- 
santes applications. 

Dans  le  Chapitre  XXXV  se  trouve  exposée  la  belle  théorie  des 
tourbillons,  qui  marque  le  plus  grand  progrès  fait  en  Hydrodyna- 
mique depuis  Cauchy,  et  qui  est  due  à  Helmholtz.  Cauchy  avait  tiré 
de  ses  équations,  comme  nous  l'avons  vu,  le  théorème  de  Lagrange 
sur  l'indestructibilité  des  rotations  moyennes  ou  tourbillons  dans 
le  cas  où  les  accélérations  dérivent  d'une  fonction;  on  conçoit 
donc  qu'il  doit  alors  exister  un  invariant  attaché  à  cette  pro- 
priété; Helmholtz  l'a  mis  en  lumière  sous  une  forme  suggestive 
qui  a  le  caractère  à  la  fois  simple  et  général  des  grandes  décou- 
vertes. Cet  invariant  est  la  circulation  le  long  d'une  ligne 
fermée,  c'est-à-dire  le  travail  du  vecteur  vitesse  le  long  de  cette 
ligne  ;  il  est  égal  au  (lux  du  vecteur  tourbillon  à  travers  toute 
surface  passant  j);ir  la   ligne,  et  il  se  conserve   pentlanl  les  défur- 
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mations  de  la  lij^nc  lliiide  considérée.  Les  liibcs  de  lourbillon 
possèdent  dans  le  fluide  leur  individualité  propre  et  }'  conservent 
leur  intensité  lout  en  se  déplaçant  et  se  déformant  ;  la  recherche 
de  leurs  mouvements,  ainsi  que  de  leurs  actions  les  uns  sur  les 
autres  et  sur  les  parties  non  tourhillonnaires  du  lluide  constitue 
un  probirme  très  difficile  qui  n'a  pu  être  résolu  que  dans  des  cas 
particulièrement  simples.  M.  Appell  montre  clairement  le  rôle 
capital  joué  dans  cette  question  par  l'ordre  de  connexion  du  vase 
dans  lequel  est  renfermé  le  fluide.  Dans  le  cas  d'un  liquide  indéfini, 
il  met  en  lumière  les  liens  qui  rattachent  la  recherche  des  vitesses, 
lorsqu'on  connaît  les  tourbillons,  à  la  théorie  du  potentiel  et  à 
rÉIeclrodjnamique  ;  l'action  d'un  anneau  de  lourbillon  sur  un 
élément  du  lluide  est  en  elTel  identique  à  celle  d'un  conducteur 
parcouru  par  un  courant  électrique  sur  un  pôle  magnétique;  cette 
analogie  permet  de  simplifier  l'exposition  des  résultats. 

L'auteur  nous  fait  connaitre  les  beaux  résultats  obtenus  par 
plusieurs  mathématiciens  et  physiciens,  en  particulier  par  Basset, 
à  l'aide  d'une  fonction  particulière  appelée  fonction  de  Stokes,  et 
il  en  simplifie  l'exposition  ;  il  rattache  le  cas  dun  liquide  non 
indéfini  aux  cas  précédents  par  la  méthode  des  images,  généra- 
lisée par  M.  Poincaré. 

Lorsque  les  mouvements  ont  lieu  parallèlement  à  un  |)lan  fixe, 
les  équations  ne  dé|iendent  plus  que  de  deux  variables  ;  leur  étude 
forme  le  Chapitre  XXXVl.  Si  le  mouvement  est  irrotationnel,  la 
solution  dépend  de  l'équation  de  Laplace  à  deux  variables,  et  se 
rattache  par  conséquent  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe  ;  s'il  existe  des  tubes  de  tourbillon,  elle  se  rattache  à  la 
théorie  du  potentiel  logarithmique.  La  recherche  des  vitesses 
lorsqu'il  existe  des  tubes  tourhillonnaires  rectilignes  et  parallèles 
est  ramenée  par  l'auteur  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
ayant  la  forme  canonique  de  celles  de  Ilamillon;  les  résultais 
obtenus  présentent  avec  les  phénomènes  de  l'attraction  des  ana- 
logies frappantes,  qui  ont  été  étudiées  par  Lord  Kelvin. 

La  formation  et  le  déplacement  des  petites  ondes  parallèles  dans 
un  liquide  pesant  et  l'élude  de  la  houle  sont  exposés  par  l'auteur, 
et  accompagnés  d'indications  bibliographiques  sur  ces  questions 
qui  ont  élé  approfondies  par  ^IM.  Guyou  cl  Boussiuesq  en  parli- 
culier. 
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Les  considérations  dans  lesquelles  est  entré  M.  Appell  dans  ces 
Irois  Chapitres  lorinent  une  introduction  naturelle  à  la  lecture  des 
travaux  qui  se  rattachent  au  mouvement  d'un  solide  dans  un 
lluide  ;  cette  question,  traitée  d'abord  par  Poisson  et  Green,  puis 
par  Clebsch  et  Kirchhoir,  a  été  le  point  de  départ  de  recherches 
analytiques  dues  à  Wcber,  Casparj,  Rutler  et  SteklolT. 

VI.  Le  Cha|>itre  XXX\  II  est  consacré  à  la  théorie  de  l'élasti- 
cité; l'auteur  donne  des  indications  sur  les  travaux  modernes  de 
AOI.  Boussinesq,  Brillouin,  Duhem  et  Gosserat,  et  traite  en  détail 
le  cas  des  déformatious  infiniment  petites.  Par  une  méthode 
simple  et  élégante,  il  relie  entre  elles  la  quadrique  directrice 
étudiée  au  Ghapitre  XXX  à  propos  de  la  répartition  des  elTorts  et 
Fellipsoïde  des  déformations  étudié  au  Ghapitre  XXXII  ;  il 
montre  que  dans  un  milieu  homogène  et  isotrope  ces  surfaces  ont 
mêmes  plans  de  sections  circulaires,  et  que  les  coefficients  de 
l'une  dépendent  linéairement  de  ceux  de  l'autre  avec  deux  coeffi- 
cients arbitraires  A  et  |ji.  ;  ce  sont  ces  coefficients  ou  plutôt  leur 
rapport  qui  jouent  un  rôle  capital  dans  la  question  et  caractérisent 
le  milieu. 

^I.  Appell  considère  plus  particulièrement  l'équilibre  d'un 
milieu  élastique  et  discute  les  conditions  aux  limites;  le  problème 
est  ramené  à  l'intégration  de  trois  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  ajant  une  forme  analogue  à  celle  de 
l'équation  de  Poisson  dans  la  théorie  du  potentiel  ;  MM.  Gosserat 
ont  discuté  les  conditions  pour  qu'elles  aient  une  solution  unique. 
Après  avoir  donné  la  solution  dans  les  cas  classiques  où  elle  peut 
être  prévue,  et  donné  des  indications  sur  les  cas  plus  généraux, 
l'auteur  étudie  les  mouvements  intérieurs  d'un  milieu  élastique 
isotrope,  la  ])roduction  et  la  propagation  des  mouvements  vibra- 
toires. Dans  un  dernier  Ghapitre,  il  montre  comment  le  mou- 
vement d'un  lluide  visqueux  peut  être  traité  par  les  mêmes 
méthodes  que  celui  d'un  milieu  élastique. 

On  voit  par  ce  qui  précède  quelle  richesse  de  documents  con- 
tient ce  troisième  volume,  et  comment  M.  Appell  a  magistralement 
résolu  le  difficile  problème  de  réunir  en  un  seul  Volume  plusieurs 
théories  qui  exigent  chacune  de  longs  développements.  Il  a  su 
les  relier  les  unes  aux  autres  et  les  présenter  avec  la  clart»'  et  la 
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précision  qui  sont  la  caractéristique  de  tous  ses  Ouvrages;  nous 
devons  le  remercier  de  nous  avoir  donné  un  Traité  complet  de 
Mécanique  exposant  toutes  les  théories  modernes  et  donnant 
à  ceux  qui  le  lisent  le  goût  des  reclierches  personnelles. 

H.   VoGT. 


IIADAMARD  (J.vcqies  ).  —  Leçons  sur  i.a  propagation  des  ondes  et  les 
ÉQUATIONS  DE  lHyukodvnajuque.  £  vol.  grand  in-8°  ;  xiv-Sjj  pages. 
Paris,  igo'î. 

Un  publiciste  écrivait  naguère:  «  La  France  est  un  pavs  où 
chacun  souhaite  ardemment  que  le  fils  de  son  voi>in  aille  aux 
colonies.  »  Le  pajs  des  géomètres  prêterait  à  une  observation 
toute  semblable.  Depuis  bien  longtemps,  les  recherches  des 
mathématiciens  ont  surtout  pour  objet  l'extension,  la  généralisa- 
tion, de  plus  en  plus  vaste  et  compréliensive,  de  problèmes  posés 
autrefois  par  les  sciences  d'application,  par  la  Mécanique  et  la 
Physique  ;  ou  bien  l'analyse,  de  plus  en  plus  sévère  et  minutieuse, 
de  notions  aujourd'hui  bien  lointaines  des  intuitions  objectives 
qui  les  ont  fournies.  Beaucoup  s'inquiètent  à  la  vue  de  consé- 
quences, toujours  plus  nombreuses,  tirées  d'un  fonds  qui  ne  se 
renouvelle  pas;  ils  ont  peur  que  la  fécondité  de  ce  fonds  ne  finisse 
par  s'épuiser,  qu'il  n'engendre  plus  rien,  sinon  des  formes  vaines 
et  des  formules  creuses.  Ils  pensent  et  ils  disent  que  les  Matliéma- 
tiques  auraient  grand  profita  venir  chercher  une  nouvelle  vitalité 
au  sein  des  Sciences  de  la  Nature,  où  elles  ont  pris  naissance  ; 
à  leur  demander  des  problèmes  vraiment  nouveaux  qui  suscite- 
raient sans  doute  des  théories  jeunes  et  vigoureuses.  Mais,  parnii 
ceux  qui  souhaitent  ce  rajeunissement  des  Mathématiques  par  la 
Philosophie  naturelle,  il  en  est  bien  peu,  trop  peu,  qui  consentent 
à  y  contribuer  par  leurs  propres  travaux  et  à  prêcher  d'exemple. 
La  plupart  se  laissent  efiVajer  par  le  labeur  qu'il  est  nécessaire 
d'accomplir  pour  se  mettre  au  courant  des  théories  physiques. 

Si  M.  Madamard  a  connu  celte  timidité,  il  a  eu  le  courage  de  la 
vaincre.  Suppléant  M.  IMaurice  Lévv,  au  Collège  de  France,  dans 
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la  chaire  de  Mécanique  analvlique  el  de  Mécanique  céleslc,  il  a 
consacré  les  deux  années  scolaires  1898-1899  el  1899- 1900  à  un 
vovage  d'exploration  au  sein  des  régions,  bien  désertes  à  notre 
époque,  de  la  Mécanique  physique.  Aujourd'hui,  il  livre  à  la  publi- 
cité la  relation  de  ce  voyage. 

M.  Hadamard  n'a  pas  parcouru  en  son  entier  le  domaine  immense 
de  l'Hydrodynamique  et  de  l'Elasticité  ;  la  vie  d'un  homme  y 
suffirait  à  peine  ;  d'ailleurs,  dans  ce  domaine,  de  vastes  contrées, 
explorées  dès  longtemps,  sont  bien  connues  et  la  carte  en  est 
classique.  Il  a  fouillé  surtout,  et  nous  devons  lui  en  savoir  gré, 
quelques  provinces  récemment  découvertes  et  où  peu  de  voyageurs, 
avant  lui,  avaient  pénétré.  Aussi  a-t-il  eu  maintes  fois  à  faire  plus 
el  mieux  que  d'inventorier  et  de  classer  les  découvertes  de  ses 
devanciers;  maintes  fois,  il  y  joint  ses  propres  trouvailles;  ce  sont 
surtout  ces  trouvailles  que  nous  nous  proposons  de  signaler  aux 
lecteurs  du  Bulletin 


I. 


L'étude  des  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation  de  Laplace,  des 
fonctions  que  l'on  nomme  aujourd'hui  fonctiojis  harmoniques, 
en  vertu  d'une  convention  que  l'on  aurait  quelque  peine  à  justi- 
fier, est  le  fondement  indispensable  de  toute  physique  mathéma- 
tique. L'étude  de  l'Electrostatique,  et  aussi  bon  nombre  de 
questions  concernant  l'équilibre  thermique  sur  un  corps  conduc- 
teur, conduisent  aux  problèmes  suivants  : 

Trouver  une  fonction  qui  soit  liarnionique  soit  en  l'espace 
intérieur  à  une  surface  fermée,  soit  en  l'espace  extérieur,  et 
qui  prenne  sur  cette  su/face  une  valeur  donnée. 

La  solution  de  ces  deux  problèmes  de  Lejeune-Dirichlet 
(problème  int('rieur  el  problème  extérieur)  a  été  l'objet  d'efforts 
innombrables  de  la  part  des  géomètres  les  plus  illustres  ;  ces 
eflorls  ont  rendu  peu  à  peu  cette  solution  de  plus  en  plus  géné- 
rale, de  plus  en  plus  compréhensive,  en  sorte  que  les  cas  où  nous 
ne  savons  pas  résoudre  les  problèmes  de  Lejeune-Dirichlet 
forment  aujourd'hui  des  caléf^orics  très  restreintes. 
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Le  prohirmc  le  plus  simple  que  Ton  puisse  se  poser  en  Hydro- 
dynamique ressemble  beaucoup  au  problème  de  Lejeune-Dirichlet; 
si  l'on  cherche  à  déterminer  le  mouvement  pris  par  un  fluide  par- 
fait, incompressible,  exempt  de  mouvements  lourbillonnaires,  au 
moyen  des  vitesses  prises  par  les  divers  points  de  la  surface  qui  le 
renferme,  on  voit  que  \e  potentiel  des  vitesses  du  fluide  est  une 
ionction  es  harmonique  dans   tout  le  fluide   et  dont,  en    chaque 

point  de  la  paroi,  la  dérivée  normale  -^  a  une  valeur  donnée.  La 

détermination  d'une  telle  fonction  constitue  ce  que  M.  Hadamard 
xxommeAe  problème  de  Cari  Neiunann. 

Si  le  fluide,  dune  profondeur  indéfinie,  est  limité  par  une  sur- 
face cylindrique,  le  problème  de  Xeumann  ne  dépend  plus  que  de 
deux  variables  ;  ce  problème  se  ramène  alors  au  problème  de 
Lejeune-Dirichlet  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  trois 
variables  sont  indispensables  ;  la  méthode  qui,  dans  le  cas  de  deux 
variables,  était  d'un  usage  général,  ne  s'applique  plus  qu'à  l'es- 
pace limité  par  une  sphère  ou  par  deux  sphères  concentriques  ; 
j)Our  de  tels  espaces,  Gauss  a  résolu  le  problème  par  des  dévelop- 
pements en  fonctions  Y n  de  Laplace,  et  Dini  par  des  intégrales 
définies;  cette  proposition  curieuse  est,  en  somme,  liée  à  cette 
autre:  la  seule  transformation  conforme  de  l'espace  est  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques.  C'est  une  remarque 
que  nous  avions  indiquée  naguère  ('),  et  que  M.  Hadamard 
a  retrouvée  dans  ses  Leçons. 

Dans  l'espace,  et  hors  le  cas  de  la  sphère,  le  problème  de  M.  (^arl 
Neumann  doit  donc  être  traité  directement.  Et  d'abord  admet-il 
toujours  une  solution?  Lord  Kelvin  a  répondu  afiirmativcment 
à  celte  question  en  admettant  l'existence  d'un  minimum  pour  une 
certaine  intégrale  triple,  limitée  inférieurement.  Son  raisonnement 
est  semblable  à  celui  que  l'on  emploie  pour  démontrer  l'existence 
d'une  solution  au  problème  de  Dirichlet,  raisonnement  que  Ton 
attribue  toujours  à  Riemann,  bien  que  Riemann  ait  pris  soin  de 
nous  avertir  qu'il  le  tenait  de  Lejeune-Dirichlet.  On  connaît  les 
graves   critiques   auxquelles  ce   raisonnement  picte  le  flanc.  Au 


(')  1'.  DuHEM,  Leroux  sur  l'Électricité  cl    le  Magnctisnic   l.  M,   iS«)S,  p.  6y 
cl  suivaiiU-s. 
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niojCQ  d'exemples  ingénieusement  choisis,  M.  Hadamard  fait 
éclater  à  tous  les  jeux  le  bien  fondé  de  ces  critiques. 

Mais  un  important  théorème  nous  assure  fjue  le  problème  de 
Cari  Neumann  admet,  dans  des  cas  extrêmement  étendus,  une 
solution  et,  en  même  temps,  il  nous  fournit  celte  solution  ;  en 
effet,  toutes  les  fois  que  l'on  sait,  pour  un  espace  donné,  résoudre 
le  problèuie^de  Lejeune-Dirichlet  par  la  méthode  de  récurrence 
que  M.  Cari  Neumann  a  nommée  méthode  de  la  moyenne  ar'illi- 
métique,  on  peut,  de  celle  méthode  et  pour  cet  espace,  tirer  la 
solution  du  problème  de  M.  Cari  Neumann.  JMalheureusement,  la 
seconde  solution  ne  présente  pas  tous  les  avantages  de  la  pre- 
mière; elle  ne  permet  pas  d'établir  des  inégalités  analogues 
à  celles  qui  justillent  les  méthodes  alternées^  par  lesquelles 
la  première  solution  est  susceptible  d'une  si  grande  exten- 
sion. 

On  sait  que  la  solution  du  problème  de  Lejeune-Dirichlet  peut 
se  ramener  à  la  recherche  de  la  fonction  de  Green.  Franz  Eniil 
Neumann  avait  ramené  à  la  recherche  dune  fonction  analogue  la 
solution  du  problème  que  M.  Hadamard  nomme  problème  de 
Cari  Neumann.  La  fonction  proposée  par  F.-E.  Neumann  ne  se 
présente  pas,  au  premier  abord,  comme  douée  de  la  réciprocité 
qui  caractérise  la  fonction  de  Green  ;  aussi  M.  F.  Klein  avait-il  pro- 
posé l'emploi  d'une  autre  fonction,  douée  de  cette  réciprocité  ; 
M.  Hadamard  montre  que  cette  substitution  n'est  point  indispen- 
sable et  qu'en  complétant  convenablement  la  définition  de  la 
fonction  de  F.-E.  Neumann,  on  peut  lui  assurer  une  réciprocité 
semblable  à  celle  dont  jouit  la  fonction  de  Green. 

Lors  même  que  l'on  n'excède  point  les  bornes  de  cette  Hydrody- 
namique restreinte  où  l'on  ne  traite  que  des  fluides  parfaits,  incom- 
pressibles et  exempts  de  mouvements  tourbillonnaires,  le  problème 
de  Neumann  est  loin  de  représenter  le  problème  le  plus  général 
que  l'on  ait  à  résoudre.  Toujours  l'équation  de  Laplace  représente 
l'équation  indéfinie  du  problème,  mais,  le  long  de  la  surface 
limite,  la  forme  de  la  condition  imposée  au  potentiel  des  vitesses 
peut  varier;  de  là  divers  types  de  problèmes  au  sujet  desquels 
nous  sommes,  jusqu'aujourd'hui,  dans  une  ignorance  prcsfpic 
complète.  En  sorte  que  l'Hydrodynami(pie  la  plus  réduite,  telle- 
ment simplifiée  qu'elle  esta  peu  près  incapable  de  représenter  les 

Bull,  des  Sciences  inathcm.,  ■>.'  scrie,  t.  XXVIII.  (Jaiivicr  i90.'|.) 
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phénomènes  que  nianifcsLent  les  mouvements  réels  des  fluides, 
nous  met  face  à  face  avec  des  problèmes  qui  excèdent  les  bornes 
de  l'analvse  actuelle. 


1[. 


Le  second  Chapitre  de  M.  Hadamard  est  consacré  à  la  cinéma- 
tique des  milieux  continus  et,  en  premier  lieu,  aux  propriétés  des 
déformations  et  des  vitesses  au  sein  de  ces  milieux.  Regrettons, 
en  passant,  que  la  bibliographie,  un  peu  sommaire  et  bornée  aux 
ouvrages  étrangers,  laisse  dans  l'ombre  les  noms  de  Lagrange  et 
de  Caucby  auxquels  nous  devons  presque  tous  ces  théorèmes,  et 
ne  renvoie  pas  non  plus  le  lecteur  français  au  magistral  exposé 
que  MM.  E.  et  F.  Cosserat  en  ont  donné  dans  les  Annales  de 
Toulouse. 

Parmi  les  théorèmes  cinématiques  utilisés  en  Hydrodynamique, 
il  en  est  un,  dû  à  Clebsch,  sur  lequel  il  convient  d'insister  un 
instant.  Si  u^  r,  w  sont  trois  fonctions  de  x,  y^  z  (dans  les  appli- 
cations, les  trois  composantes  de  la  vitesse  en  un  point  de  l'espace), 
on  peut  trouver  trois  autres  fonctions  F,  y,  y  telles  que  l'on  ait 

ôx        '  ùx 
(i)  /    ('    = h'i  -^-, 

1  'Jy      '  »r 


àF 


'J-'-. 


Les  fonctions  F,  6,  y  qui  figurent  dans  ces  formules  dépendent 
de  l'intégration  de  certaines  équations  diflférentielles  de  celles  qui 
définissent  les  lignes  de  flux  : 

dx        dy        dz 
u  v  w 

Or,  les  lignes  définies  par  des  équations  différentielles  peuvent, 
en  général,  présenter  des  formes  extrêmement  compliquées  ; 
chacune  d'elles  revient  une  infinité  de  fois  aussi  près  que  l'on 
veut  de  son  point  de  départ,  mais,  en  général,  sans  jamais  repasser 
par  cette  position. 


COMPTKS  llliNDUS  ET  ANALYSES.  19 

Cette  remarque,  dont  la  méconnaissance  a  conduit  notamment 
à  de  fausses  conclusions  touchant  les  lignes-tourbillons  et  les 
Jilets-tourbillons,  diminue  singulièrement  la  valeur  de  la  trans- 
formation de  Clebsch.  On  voit  bien,  en  effet,  que  l'on  peut 
donner  à  u,  r,  (v  la  forme  (i),  F,  6,  y  étant  uniformes  dans  une 
région  suffisamment  petite  du  milieu;  mais  il  est,  en  général, 
impossible  que  ces  fonctions  restent  bien  déterminées  dans  tout 
le  milieu.  L'emploi  de  la  transformation  de  Clebsch  nécessitera 
donc  les  plus  minutieuses  précautions. 

A  l'étude  cinématique  des  déformations  et  des  vitesses  succède 
l'élude  cinématique  des  ondes. 

En  général,  l'intégrale  d'un  problème  d'Hjdrodynamifpie  ou 
d'Elasticité  ne  sera  pas  formée  de  fonctions  continues  ou  analy- 
tiques dans  toute  l'étendue  du  milieu  ;  il  arrivera  que  chacune  de 
ces  fonctions  sera  discontinue  le  long  d'une  certaine  surface;  ou 
bien  que,  la  fonction  demeurant  continue  à  la  traversée  d'une 
telle  surface,  ses  dérivées  partielles  subiront  une  variation 
brusque  ;  ou  bien  encore  que  la  discontinuité,  sans  atteindre  la 
fonction  ni  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  frappera 
les  dérivées  parlielles  du  second  ordre;  et  ainsi  de  suite.  On  peut 
dire  que  l'étude  de  ces  ondes  de  divers  ordres  est  la  pi-emière 
question  à  examiner  lorsqu'on  aborde  un  problème  d'Hydrody- 
namique ou  d'Élasticité  ;  avant  d'en  rechercher  les  intégrales,  il 
importe  de  délimiter  les  domaines  au  sein  desquels  elles  sont 
continues  et  analytiques. 

Cette  étude  fut  abordée  en  1877  par  M.  Christoffel  dans  (rini- 
porlants  iMémoires  sur  les  petits  mouvemenls  des  corps  élastiques. 
En  1887,  furent  publiés  des  Mémoires  posthumes  d'f^Iugoniut  où 
cet  auteur,  sans  connaître  les  Mémoires  de  M.  Chrisloffel,  reprenait 
l'étude  des  ondes  au  même  point  de  vue,  établissait  des  lliéorèincs 
nouveaux,  et  en  faisait  de  remarquables  applications  aux  équa- 
tions de  l'Hydrodynamique.  Celte  belle  méthode,  imaginée  par 
Christoffel  et  développée  par  Hugoniot,  demeura  longlem[)s 
inappréciée.  Pendant  une  dizaine  d'années,  nous  avons  été, 
croyons-nous,  seul  à  en  faire  usage,  aussi  bien  dans  l'étude  de 
l'Hydrodynamique  et  de  l'Elasticitt-  que  dans  la  ihéorie  de  la  pro- 
pagation des  actions  électriques. 

M.  Hadamard   a  entrepris  d'exposer  sous  une  forme  sysléma- 
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li(|ii('  <;L  de  complclcr  ?.u  besoin,  les  propositions  découvertes  par 
jNI.  Clirislofrel  et  par  Hiigoniot.  Reprenant  une  distinction  déjà 
marcpiée  par  M.  Cliristoffel,  il  a  nettement  séparé  les  théorèmes 
dynam'ujiies,  qui  varient  selon  que  l'on  a  affaire  à  l'Hydrodyna- 
mique, à  l'Élasticité,  etc.,  des  théorèmes  purement  cinéma- 
tiques,  qui  sont,  en  réalité,  des  lemmes  de  théorie  des  fonctions, 
et  qui  deviennent  vrais  dans  tous  les  domaines. 

Parmi  ces  théorèmes  cinématiques  eux-mêmes,  M.  Hadamard 
fait  un  départ  entre  ce  qu'il  nomme  les  conditions  identiques  et 
les  conditions  de  compatibilité.  Les  premières  s'obtiennent  en 
exprimant  qu'une  certaine  surface  S  est,  à  un  certain  instant  t, 
onde  d'un  certain  ordre  pour  la  fonction  U(jr,  j-,  ^,  <)  ;  les 
secondes,  en  exprimant  qu'à  l'instant  (t-irdt)^  une  surface  S', 
infiniment  voisine  de  la  surface  S,  est  encore  onde  du  même  ordre 
pour  la  fonction  \](x,y,  z,  t).  La  distinction  est  peut-être  un 
peu  artificielle;  elle  s'évanouit  si  l'on  regarde  (-P,y,  z-,  t)  comme 
un  j)ointd'un  espace  à  quatre  dimensions. 

L'exposé  systématique  des  lemmes  de  Cliristoffel  et  d'Hugo- 
niot,  donné  par  M.  Hadamard,  facilite  grandement  l'application 
de  ces  lemmes  à  chaque  problème  particulier. 

Lorsque,  au  travers  de  la  surface  S,  la  fonction  U  est  continue 
tandis  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  éprouvent  des 
discontinuités,  soumises  aux  lois  découvertes  par  M.  Cliristoffel 
et  par  Hugoniot,  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  sont,  elles 
aussi,  discontinues;  mais  leurs  variations  brusques  ne  sont  pas 
quelconques;  elles  sont  soumises  à  certaines  conditions  de  com- 
patibilité du  second  ordre.  Les  pages  que  M.  Hadamard  consacre 
à  1  étude  de  ces  conditions  de  compatibilité  d' ordre  supérieur 
montrent  combien  il  est,  en  général,  difficile  de  les  former  toutes  ; 
ajoutons  que,  dans  les  jjroblèmes  posés  jusqu'ici,  on  n'a  point  eu 
à  en  faire  usage. 


111. 


Le  Chapitre  consacré  à  la  mise  en  équations  du  problème  de 
r Hydrodynamique  est  assez  court;  l'auteur  se  borne,  en  effet, 
à  l'étude  des  iluidcs  exempts  de  viscosité  ;  il  établit  les  équations 
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internes  de  Icnr  mouvement,  tirées  du  principe  de  dAIcmljerl,  et 
la  relation  supplémentaire  fournie  par  rHvdrodvnamique.  La 
considération  des  conditions  aux  limites  le  conduit  à  cpielcpies 
remarques,  générales  et  fort  importantes,  sur  la  forme  de  la  solu- 
tion d'un  problème  d'Hjdrodjnamique. 

Celte  solution  se  présente  d'une  manière  toute  différente  selon 
qu'il  s'agit  des  fluides  incompressibles  ou  des  fluides  compres- 
sibles. Pour  ces  derniers,  les  conditions  imposées  semblent,  tout 
d'abord,  surabondantes;  les  équations  indéfinies,  jointes  aux 
conditions  initiales,  semblent  déterminer  complètement  le  mou- 
vement du  fluide,  en  sorte  qu'il  ne  serait  plus  possible  de  se 
donner  arbitrairement  le  mouvement  de  la  paroi. 

La  considération  des  ondes  permet  seule  de  résoudre  cette 
difficulté;  ces  surfaces  séparent  à  chaque  instant  le  fluide  en 
régions  qui  sont  animées  de  mouvements  différents  ;  certains  de 
ces  mouvements  satisfont  aux  conditions  initiales  sans  avoir 
à  vérifier  les  conditions  aux  limites  ;  certains  autres,  soumis  à  ces 
dernières  conditions,  sont  affranchis  des  |)remières.  Par  là,  la 
nécessité  de  la  formation  d'ondes  de  divers  ordres  au  sein  des 
fluides  compressibles  en  mouvement  devient  ési>dente. 


IV. 


Le  Chapitre  consacé  au  moiiveme/il  i-ectiligne  des  gaz  t^-^t  un 
des  plus  considérables  et  des  plus  im[)ortanls.  Par  mouvement 
rectiligne,  ]\L  Hadamard  entend  ce  que  l'on  appelle  souvent 
mouvement  pai-  tranches  ;  chaque  élément  fluide  se  meut  paral- 
lèlement à  une  direction  fixe,  qui  est  la  même  pour  tous  les  élé- 
ments; tous  les  éléments  d'un  plan  perpendiculaire  à  celicdirec- 
tion  ont  même  mouvement.  Les  fonctions  inconnues  ne  dépendent 
plus  que  de  deux  variables  :  le  temps  t  et  une  coordonnée  x. 

Ce  problème  est  le  seid  où  l'on  puisse,  dans  des  cas  étendus, 
pousser  jusqu'au  bout  l'intégration  des  équations  du  mouvement 
et  étudier  en  détail  les  particularités  des  solulions  obleiuies. 

L'étude  du  mouvement  rectiligne  des  gaz,  achevée  depuis 
d'Alembert  lorsque  les  déplacements  de  chaque  élément  sont  fort 
petits,  a  été  faite,  dan.-,  le  cas  général,  par  Hiemann  :   sans  con- 
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naître  le  Iravail  de  Riemann,  Hiigonîot,  dans  deux  Mémoires  jiisle- 
nicnt  célèbres,  en  a  retrouvé  les  résultats,  qu'il  a  reelifiés  en  un 
point  essentiel.  Ce  sont  les  recherches  de  Riemann  et  d'Hugoniot 
que  M.  Hadamard  s'est  proposé  de  présenter  en  les  accompagnant 
d'une  discussion  originale  et  approfondie. 

La  détermination  du  mouvement  pris  par  un  gaz  que  contient  un 
cylindre  immobile  et  que  presse  un  piston  animé  d'un  mouvement 
donné  est  relativement  aisée  lorsque  les  fonctions  à  déterminer: 
pression,  densité,  vitesse,  sont  fonctions  continues  (\e  x  cide.  l.  Une 
méthode,  imaginée  à  cette  occasion  par  Riemann,  et  étendue  par 
M.  Darboux  à  toutes  les  équations  dites  de  Laplace,  permet  de 
résoudre  le  problème  de  Cauchy  pour  les  caractéristiques  de 
l'équation  hydrodynamique;  les  diverses  particidarités  du  mouve- 
ment peuvent  alors  être  mises  en  évidence  ;  la  propagation  des 
ondes,  en  i^arliculier,  donne  lieu  à  des  remarques  qui  concordent 
pleinement  avec  celles  que  fournirait  la  méthode  de  Christolfel- 
Hugoniot. 

Mais  le  cas  qui  vient  d'être  traité  ne  suffit  nullement,  malgré 
son  apparente  généralité,  à  embrasser  toutes  les  formes  intéres- 
santes du  problème  ;  il  est  des  circonstances  où  la  vitesse,  la  pres- 
sion, la  densité  ne  peuvent  être  continues  dans  toute  la  masse  du 
gaz  ;  ces  circonstances  se  présentent  lorsque  le  piston  reçoit,  à  un 
certain  instant,  un  choc  qui  en  fait  varier  brusquement  la  vitesse  ; 
elles  se  présentent  encore  si  la  marche  du  piston  s'accélère  telle- 
ment qu'elle  arrive  à  être  plus  rapide  que  la  propagation  du  son  ; 
et  ce  dernier  cas  est  particulièrement  intéressant  à  analyser,  car  il 
peut  donner  une  première  idée  des  phénomènes  qui  se  produisent 
dans  l'air,  à  l'avant  d'un  projectile  d'artillerie. 

Aussi  Riemann  avait  déjà  examiné  le  cas  où  une  onde  de  discon- 
linuilé  pour  les  trois  fonctions  à  déterminer  se  propage  au  travers 
du  gaz.  Mais  il  avait  admis  que  l'on  pouvait  écrire,  dans  toute  la 
masse  du  gaz  privé  de  conductibilité,  l'équation  de  Poisson 

c 
1*  =  Ky, 

Pétant  la  j)ression,  p  la  densité,  C  et  c  les  deux  chaleurs  spéci- 
fiques du  gaz,  et  K  une  cpiantilé  (pii  a  la  même  valeur  en  toute 
la  masse  lluidc. 
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Or  celle  hjpolhèse  n'élail  poinl  exacte.  La  qiianlilé  K,  conslanle 
dans  la  masse  que  n'a  pas  alleinle  la  surface  de  disconlinuilé,  n'a 
pas,  en  l'aulre  niasse,  une  valeur  conslanle  ;  au  passage  de  Tonde 
de  disconlinuilé,  elle  subit  une  variation  brusque;  cette  variation 
dépend  d'une  condition  essentielle,  établie  par  Hugoniot  et  connue 
sous  le  nom  de  loi  de  détente  adiabatique  dynamique. 

Même  lorsqu'on  admet  l'hypothèse  erronée  de  Riemann,  la 
détermination  complète  du  mouvement  rectiligne  d'un  gaz  que 
balaye  une  surface  de  discontinuité  donne  lieu  à  des  difficultés 
incomparablement  plus  grandes  que  celles  dont  dépend  la  solution 
du  problème  lorsque  les  fonctions  inconnues  sont  continues  dans 
toute  la  masse  fluide.  Ces  difficultés  croissent  exlraordinairement 
lorsqu'on  adopte,  ainsi  que  la  saine  physique  l'exige,  la  loi  de 
délente  adiabatique  dynamique  posée  par  Hugoniot.  Pour  simpli- 
fier autant  que  possible  sa  tâche,  M.  Hadamard  s'en  tient  presque 
toujours  à  la  supposition  de  Riemann,  au  risque  d'atténuer 
l'intérêt  que  ses  calculs  présenteront  pour  le  physicien  ;  et  cepen- 
dant, malgré  ce  sacrifice  consenti  en  vue  de  rendre  le  problème 
plus  facile,  malgré  une  analyse  où  il  met  en  jeu  tous  les  moyens 
d'attaque  que  fournit  l'arsenal  actuel  de  l'Algèbre,  il  est  réduit  à 
présenter  des  amorces  de  solutions  plutôt  que  des  solutions. 


V. 


Les  obstacles,  difficiles  à  franchir,  et  parfois  insurmontés 
jusqu'ici,  auxquels  on  se  heurte  lorsque  l'on  étudie  les  mouve- 
ments si  particuliers  des  fluides  compressibles  que  nous  avons 
nommés  mouvements  rectilignes,  suffiraient  pour  annoncer  au 
moins  clairvoyant  que  le  problème  général  des  niouvemenls  dans 
Vespace  sera  à  peu  près  inabordable.  Aussi  M.  Hadamard  ne 
consacre-l-il  à  ce  problème  qu'un  Chapitre  fort  court,  que  com- 
])lètent  (à  la  fin  du  Volume)  deux  Noies  importantes. 

L'étude  des  ondes,  dans  ce  cas  général,  a  déjà  été  faite  [»ar 
Hugoniot;  M.  Hadamard  y  joint  un  résultat  bien  remarquable. 

La  théorie  de  Christofl'el  et  d'Hugoniot  montre  que  les  équa- 
tions de  l'Hydrodvnamique  sonl,  dans  tous  les  fluides,  compatibles 
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avec  rcxlslcncc  d'ondes  slalionnaires,  séparant  conslamment  les 
deux  mêmes  masses  fluides;  ces  ondes  peuvent  être,  pour  les 
composantes  de  la  vitesse,  des  surfaces  de  discontinuité;  le  long 
d'une  telle  surface,  les  deux  masses  fluides  contiguës  glissent 
l'une  sur  l'autre.  Helmhollz  a  attiré,  le  premier,  l'attention  sur 
cette  sorte  de  mouvements  ;  il  en  a  introduit  la  considération  dans 
diverses  questions  d'Hydrodynamique  et,  en  particulier,  dans 
l'étude  des  mouvements  de  l'atmosphère  terrestre. 

M.  Hadamard  ne  s'inscrit  pas  en  Taux  contre  la  théorie  de 
ChristolTel  et  d'Hugonlot  selon  laquelle  l'existence  actuelle  d'une 
telle  surface  de  glissement  ne  présente  aucune  impossibilité;  mais 
11  prouve  que  si  une  masse  fluide,  à  un  instant  donné  de  son 
mouvement,  ne  présente  aucune  telle  surface  de  glissement,  elle 
n'en  présentera  jamais  jjar  la  suite  ;  en  sorte  que  la  naissance 
d'une  telle  surface  est  un  phénomène  incompréhensible. 

Remarquons  toutefois  que  cette  démonstration  suppose  non 
seulement  la  continuité  de  la  pression  au  travers  d'une  telle  sur- 
face, mais  encore  la  continuité  de  la  densité  ;  la  première  condi- 
tion est  assurément  toujours  remplie,  mais  il  peut  n'en  pas  être  de 
même  de  la  seconde  ;  elle  sera  violée,  par  exemple,  si  le  fluide  ne 
conduit  pas  la  chaleur  et  si  la  surface  de  glissement  est,  pour  la 
température,  une  surface  de  discontinuité  ;  c'est  ce  que  suppose  la 
théorie  des  mouvements  atmosphériques  proposée  j)ar  Helmhollz  ; 
cette  théorie  n'est  donc  pas  atteinte  par  la  remarque  de  ]M.  Hada- 
mard. 

Une  autre  observation,  que  sa  nouveauté  nous  engage  à  relater 
ici,  concerne  l'influence  des  ondes  sur  les  mouvements  lourbillon- 
naires  ;  les  ondes  au  travers  desquelles  les  vitesses  demeurent  con- 
tinues ne  créent  ni  ne  détruisent  de  mouvements  touibiilon- 
naires  ;  elles  ne  mettent  point  en  défaut  le  théorème  deLagrange. 
11  n'en  est  plus  de  même  d'une  onde  au  travers  de  laquelle  la 
vitesse  subit  un  saut  brusque,  même  si  l'on  admet  l'hypothèse 
de  Jiiemann.  Moyennant  cette  hypothèse,  on  peut  déterminer 
complètement  Teflet  que  le  passage  de  la  discontinuité  exerce  sur 
le  mouvement  tourbillonnaire.  Dans  l'hypollièse  d'Hugoniot, 
scidc  admissible  pour  le  physicien,  la  question  perd  de  son  inté- 
rêt, ear  la  conservation  du  nuMivemenI  lourl)illonnaire  iia  plus 
lieu  en  amoni  do  l'onde. 


COMPTIiS  HRNDUSF/r  ANALYSlîS.  ^.5 


VI. 


Les  équations  de  l'équilibre  et  du  mouvement  d'un  corps  élas- 
tique affecté  de  déformations  finies  sont  connues  depuis  les  tra- 
vaux de  M.  J.  Boussinesq  ;  mais  de  ces  équations  compliquées  il 
n'est  point  aisé  de  faire  usage  ;  aussi  le  Chapitre  intitulé  :  Appli- 
cation à  la  théorie  de  r Elasticité,  est-il  forcément  restreint 
à  un  petit  nombre  de  problèmes. 

L'étude  de  la  stabilité  de  l'équilibre  élastique  présente  de  très 
grandes  difficultés  5  par  une  extension  de  propriétés  qui  sont 
justifiées  pour  des  systèmes  dépendant  d'un  nombre  limité  de 
paramètres,  ^L  Hadamard  admet  qu'il  est  nécessaire,  pour  cette 
stabilité,  que  le  potentiel  interne  du  milieu  soit  minimum,  les 
divers  éléments  du  milieu  étant  soustraits  à  l'action  de  toute  force, 
et  la  surface  étant  maintenue  immobile. 

La  variation  seconde  de  ce  potentiel  interne  doit  être  ])ositive. 
Cette  variation  seconde  se  présente  sous  forme  d'une  intégrale 
triple.  Chaque  élément  de  cette  intégrale  est  la  somme  d'une 
fonction  linéaire  des  variations  secondes  des  six  déformations  et 
d'une  forme  quadratique  des  variations  premières  des  six  mêmes 
quantités.  Ces  six  déformations  ne  sont  pas  arbitrairement 
variables;  elles  sont  liées  par  des  conditions  d'une  extraordinaire 
complication  ;  il  est  donc  extrêmement  difficile  d'exprimer  que  la 
variation  seconde  du  potentiel  interne  est  toujours  positive.  Néan- 
moins, iNL  Hadamard  est  parvenu  à  établir  une  certaine  condition 
qui  est  nécessaire  pour  que  cette  variation  seconde  soit  positive  5 
et  cette  condition  est  précieuse  ;  elle  entraîne  en  effet  la  réalité 
des  trois  vitesses  de  propagation  relatives  à  une  onde  donnée, 
vitesses  dont  nous  allons  dire  un  mot. 

Considérons  un  milieu  affecté  de  déformations  finies;  a',.)',  - 
sont  les  coordonnées  d'un  point  de  ce  milieu  dans  l'état  où  il  se 
trouve  à  l'instant  t;  11.  r,  w  sont  les  composantes  de  la  vitesse  de 
ce  même  point. 

Une  surface  S,  tracée  dans  l'espace  des  x,  r,  z^  J  joue  le  rùl»> 
d'ond<,'  ;  la  vitesse  est  supposée  continue  à  la  traversée  de  celle 
surface  ;  mais  ses  dérivées  parliellcs  sont  discontinues  ;  si  a.   j,  •' 
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sonl  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  S,  les  sauts 
brusques  éprouves  par  les  trois  dérivées  par  rapport  k  x^y,  z  de 
la  composante  u  sont  respectivement  alO,  [3t),  yO,  XD  étant  une 
quantité  qui  varie  d'une  manière  continue  le  long  de  la  surface  S. 
Des  propositions  analogues  s'appliquent  à  c  et  iv,  à  condition  de 
remplacer  la  grandeur  V)  par  des  grandeurs  analogues  t;^,  x^. 
Lorsqu'on  se  donne  l'état  de  déformation  du  milieu  au  point 
(x,  y,  Z-)  et  les  cosinus  a,  p,  v,  qui  déterminent  la  direction  de 
l'onde  passant  en  ce  point,  on  connaît  l'orientation  du  vecteur 
(O,  ■v?,  \'ip);  ou  plutôt  ce  vecteur  n'est  plus  susceptible  que  de  trois 
orientations  distinctes  qui  sont  rectangulaires  entre  elles. 

Les  déformations  du  milieu  étudié  sont  rapportées  à  un  certain 
état  initial  oi!i  a,  b,  c  sont  les  coordonnées  du  point  matériel  qui, 
dans  l'état  déformé,  occupe  la  position  {^x,  y,  z)  ;  les  trois  élon- 
gations  ^  =  .x  —  «,  r,  =  j^ — b,  '^z=zz~c  sont  des  fonctions 
de  a,  Z^,  c  et  de  l  ;  à  la  surface  S,  variable  avec  t  et  tracée  dans 
l'espace  des  x,  y,  z,  correspond  une  surface  2,  variable  aussi 
avec  f,  et  tracée  dans  l'espace  des  «,  6,  c  ;  la  surface  S  est  une 
onde  pour  des  fonctions  ç(«,  ^,  c,  t),  'f]{<^,  b,  c,  t),  ^  («,  b,  c,  t)  ; 
ces  fonctions  et  leurs  dérivées  premières  sont  continues  au  tra- 
vers de  la  surface  S,  mais  leurs  dérivées  secondes  éprouvent  des 
sauts  brusques  qui  s'expriment  au  moyen  d'un  certain  vecteur 

Si  l'on  considère  un  point  M  de  l'onde  S  et  le  point  correspon- 
dant [JL  de  l'onde  2,  le  vecteur  {V,  \'^,  vÇ»)  en  M  et  le  vecteur 
(rV,  (j,  3t)  en  [i.  sonl  parallèles  entre  eux.  Si  donc  on  connaît  l'état 
de  déformation  du  milieu  en  M,  ou  en  [j.,  à  l'orientation  de 
l'onde   i]  en    ce    point,    on   connaît    trois   directions   du  vecteur 

Ces  trois  directions  rectangulaires  sont  les  directions  d'axes 
d'une  certaine  surface  du  second  degré  ;  l'onde  2,  qui  correspond 
à  un  certain  vecteur  (.y,  (J,  OC),  a,  dans  l'espace  des  (a,  A,  c), 


(  ')  iNous  nous  soiiinics  permis  de  rcclilier  ici  une  lcj;èrc  inadvertance  écliappce 
à  M.  Hadamard  ;  M.  Hadamard,  qui  n'a  pas  donné  le  premier  théorème,  a  énoncé 
le  second  on  prenant  pour  variables  les  x,  y,  z  au  lieu  des  a,  b,  c,  ce  qui  ne 
laisse  point  subsister  sa  valeur.  Nous  avons  communiqué  les  énoncés  précédents, 
ainsi  (iiio  plusieurs  autres,  le  S  juin  igoS,  à  rAcadémic  des  Sciences. 
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une  vitesse  de  propagation  inverse  de  celui  des  demi -axes  de  la 
qiiadrique  qui  marque  l'orientation  du  vecteur  (^,  (J,  3C). 

Pour  qu'à  une  déformation  donnée  et  à  une  orientation  d'onde 
donnée  correspondent  trois  vitesses  de  propagation  réelles,  il  faut 
et  il  suffit  que  cette  quadrique  soit  un  ellipsoïde  réel;  or  la  condi- 
tion de  stabilité  établie  par  M.  Hadamard  prouve  qu'il  en  est  bien 
ainsi. 

IM.  Hadamard  donne  à  cet  ellipsoïde  le  nom  à^ ellipsoïde  de 
polarisation  ;  cette  dénomination  pourrait  éveiller  l'idée  d'une 
analogie  avec  l'ellipsoïde  de  polarisation  employé  en  Optique; 
cette  idée  serait  erronée.  Pour  un  milieu  donné,  l'ellipsoïde  de 
polarisation  optique  ne  change  pas  avec  la  direction  de  l'onde 
qui  se  propage  dans  le  milieu  ;  au  contraire  l'ellipsoïde  considéré 
par  M.  Hadamard  dépend  de  la  direction  de  l'onde  ;  à  chaque  direc- 
tion d'onde  correspond  un  ellipsoïde  dilTérent, 

On  voit  que  la  puissante  méthode  de  ChristofTel  et  d'Hugoniot 
a  permis  à  M.  Hadamard  d'étendre  aux  milieux  affectés  de  défor- 
mations quelconques  les  lois  que  Green  et  Poisson  avaient  établies 
simultanément  (')  pour  les  milieux  infiniment  peu  déformés. 


vn. 


Le  septième  et  dernier  Chapitre  du  Livre  de  M.  Hadamard  est 
intitulé  :  La  théorie  générale  des  caractéristiques  ;  c'est  un  de 
ceux  qui  attireront  au  plus  haut  degré  l'attention  des  algébristes. 
L'auteur  se  propose  d'y  développer,  suivant  les  idées  de  Beudon, 
l'extension  de  la  notion  de  caractéristiques  aux  problèmes  qui 
dépendent  de  plus  de  deux  variables  indépendantes.  Il  insiste,  en 
particulier,  sur  les  propriétés  si  remarquables  des  bicaractéris- 
tiqiies.  Cette  branche  de  l'analyse  est,  à  l'heure  actuelle,  en 
pleine  évolution  ;  entre  le  moment  où  ont  été  professées  les 
leçons  de  M.  Hadamard  et  celui  où  elles  ont  été  publiées,  divers 
travaux  sont  venus  s'adjoindre  à  celui  de  Beudon.  Citons,  en 
particulier,  la  belle  thèse  où  M.  Coulon  a  si  bien  montré  les  rela- 
tions qui  existent  entre  la  notion  générale  de  caractéristique  et  les 

(')   Voir  ce  Bulletin,  -i"  série,  t.  \\\ll.  sLplciiiljic  1900,  p.  253. 
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diverses  formes  données  au  principe  d'Hujgens,  par  KirchofT,  par 
M.  Volterra,  par  M.  Tedone.  M.  Hadamard  a  dîi  se  borner  à  une 
courte  allusion  à  ces  recherches.  Les  pages,  si  |)leines  d'idées 
neuves,  qu'il  consacre  à  ce  dernier  Chapitre  ne  comportent  guère 
d'être  résumées. 


Ti  nous  paraît  qu'une  impression  d'ensemble  se  dégage  du  Livre 
que  nous  venons  de  parcourir. 

L'étude  du  mouvement  des  fluides  et  des  corps  élastiques  est 
une  des  branches  les  moins  complexes  de  la  Physique  et,  en  cette 
partie  de  la  Science,  M.  Hadamard  a  choisi  seulement  les  pro- 
blèmes les  plus  simples,  puisqu'il  a  constamment  fait  abstraction 
de  la  viscosité  et  de  la  propagation  de  la  chaleur  par  conducti- 
bilité. Cependant,  ces  problèmes,  simplifiés  à  l'excès,  se  tiennent 
encore,  presque  toujours,  au  delà  des  limites  en  deçà  desquelles 
nos  méthodes  analytiques  sont  valables  ;  à  peine  entrevoit-on 
quelques  régions  où  le  contact  ne  soit  pas  très  loin  de  s'établir 
entre  les  problèmes  les  plus  simples  de  la  Mécanique  physique  et 
les  procédés  les  plus  savants  de  l'Algèbre. 

Cette  insuffisance  des  Mathématiques  à  aborder  la  solution  des 
questions  posées  par  la  Physique  théorique  ne  peut  être  révoquée 
en  doute.  Doit-elle  pousser  les  géomètres  à  désespérer?  Non 
pas.  Ils  doivent  bien  plulôt,  ce  me  semble,  la  regarder  comme 
un  sûr  indice  que  leur  science  n'est  point  achevée,  qu'il  reste 
une  infinité  de  méthodes  nouvelles  à  créer,  d'immenses  espaces 
à  conquérir.  Mais  il  me  parait  aussi  qu'ils  n'ont  point  chance 
de  contribuer  à  ces  progrès  tant  souhaités,  s'ils  n'imitent  résolu- 
ment M.  Hadamard  ;  s'ils  ne  s'arrachent  à  la  contemplation  des 
problèmes  créés  j)ar  leur  seule  raison  pour  s'acharner  aux 
énigmes  que  la  nature  leur  pose.  P.   Duuem. 
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SUR  UNE  CLASSE  DE  NOMBRES  RATIONNELS  RÉDUCTIBLES 
AUX  NOMBRES  DE  BERNOULLI; 

Pau  m.  m.  d'OCAGNE. 


Dans  une  Noie  récente  insérée  aux  Comptes  rendus  des  séances 
de  l' Académie  des  Sciences  (1.  CXXXV[I,  |).  Sfo),  M.  Fejcr  a 
été  amené  à  une  classe  de  nombres  rationnels  C«  qui  peuvent  être 
définis  au  moyen  de  la  fonction  oénératrice 

=  Co  H r  -^  -I 1  a.'-  4- ...  H x'^  -f- .  .  . . 

i  -i-  e  '  1  !  il  n\ 

L'auteur  donne  les  valeurs  suivantes  de  quelques-uns  de  ces 
nombres 

Co  =  -  î  C2/,  =  0         (/v  =  i,  2,  3,  . . .  ), 


2 
4 


^I  — 7  >       '-'3  —   ô'       '-'5  —  7  '       ^''T  =    "T  '      "^9  =  —    "7"  '      '-'H  —    ~1V 

'•S  4  ib  4  o 


et  remarque  qu'ils  ne  sont  pas  sans  analogie  avec  les  nombres  de 
Bernoulli.  Or,  ils  se  ramènent  immédiatement  à  ceux-ci.  Du 
développement 

1  -T-  e-^'        ^^  n  ! 

on  déduit,  en  elTet, 

I  -+-  e-^"       .1^    (  /i  -T-  n  !  ' 

ce  qui  montre,  si  l'on  se  reporte  à  une  équation  symbolique 
donnée  par  Ed.  Lucas  (  '  ),  que  l'on  a 

I  '  )  Théorie  des  nombres,  ji.  2612. 
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G^+i  élant  un  nombre  de  Genocchi.  Mais,  d'auLrc  pari  ('  ), 

B„^,  élanl  un  nombre  de  Bernoulli.  Donc 

I  2"  '"^ 

C,j  =  B/n-1  • 

n  -t-  I 

Telle  est  la  formule  qui  ramène  les  nombres  C«  de  iVJ.  Fejer 
aux  nombres  de  Bernoulli. 

Ce  résullat  appelle  toutefois  une  remarque  importante.  Le 
nombre  B,^^,  est  supposé  pris  ici  dans  le  système  de  notation 
d'Edouard  Lucas  (-),  qui  résulte  de  la  considération  de  la  fonc- 
tion génératrice 


o" 


3c  ,.        B,  B,    ,  B„ 

et  conduit,  pour  le  calcul  par  voie  récurrente  des  nombres  B,  à 
l'égalité  symbolique 

(B-hi)«— B«=o        («  =  2,  3,  4,  •••), 

dans  le  premier  membre  de  laquelle,  après  développement,  les 
exposants  doivent  être  remplacés  par  des  indices  d'ordre. 

Or,  il  est  essentiel  de  préciser,  pour  les  nombres  de  Bernoulli, 
le  système  de  notation  employé,  celui-ci  variant  d'un  auteur  à 
l'autre.  Nous  avons,  pour  notre  part,  relevé  jusqu'à  six  systèmes 
différents  dont  la  correspondance  résulte  du  Tableau  ci -dessous  : 

Valeurs.  I.  II.  III.  I\  .  V.  VI. 

I Bo  Bq  »  »  t)  » 

—  - Bi  —  Bi  »  I)  »  » 

\ 15,  B2  B,  B,  B,  B, 


3o 


B3  B3  »  «  »  j> 

lîv  B.  —  Bi  J),  —  B,  —  B, 


{')  Ibid.,  p.  25o. 
(-)  Ibid.,  |).  239. 
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Valeurs.                 I.  II.  III.  IV.  V.  VI. 

0 B3  B5  »  »  »  » 

-^ Be  B,  Be  B5  B5  B, 

O B7  B;  »  »  »  » 

—  ^ B,  Bs  -Bg  B:  -B7  —  Bi 

o Bg  B;|  »  »  »  » 

^ Bio  B,o  B,„  Bo  B9  B, 

DO 

O B 1 1  B  ]  1  »  »  »  » 

-^    ■■  B,o  B,,  -B,.,  B„  -B„  -B,. 


Le  s}'Stème  le  plus  répandu,  et  qu'on  peut  dire  classique,  est 
celui  qui  est  indiqué  par  la  colonne  VI.  On  le  rencontre  chez 
Herniite  (Journal  de  Crelle,  t.  110,  p.  i4o)?  Joseph  Bertrand 
[Calcul  différentiel,  p.  3o6),  Serret  [Traité  de  Trigonométrie, 
5"  édition,  p.  260),  M.  Tannerj  [Introduction  à  la  théorie  des 
fonctions,  p.  192).  A  lui  également  se  réfère  le  Tableau  des 
nombres  de  BernouUi  calculé  par  Adanis  [Journal  de  Crelle, 
l.  80,  p.  269),  le  plus  développé  sans  doute  qui  existe,  puisqu'il 
va  jusqu'à  Boo  du  système  VI. 

Le  système  V  se  rencontre  chez  Duhamel  [Eléments  de  Calcul 
infinitésimal,  3^  édition,  t.  II,  p.  427),  Hagen  [Synopsis  der 
hi'dieren  Mathematik,  t.  I,  p.  91);  le  système  IV^  chez  Lacroix 
(^Calcul  intégral,  t.  III,  p.  84)  et  dans  les  nombreuses  Notes 
consacrées  par  Catalan  aux  nombres  de  Bernoulli. 

Le  système  III,  employé  par  INI.  Laurent  [Traité  d^ Analyse, 
t.  III,  j).  325),  diffère  de  celui  de  Lucas  en  ce  qu'il  s'applique  sim- 
plement aux  valeurs  absolues  des  nombres  considérés. 

Enfin  le  système  II,  qui  est  celui  de  M.  Cesaro  [Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques ,  3''  série,  t.  V,  p.  3o5)  ('),  ne  diffère 

(')  C'est  de  ce  système  V  ((ue  nous  nous  sommes   précédemment  servi  dans 

diverses  Notes  {American  Journal  of  Matlieniatics,   t.  I.\,  p.  363  et  suivantes; 

nulletin  de  la  Société  niatliénialique  de  France,  t.  WH,  p.  107),  où  nous  tlon- 

iions,  entre  autres,  une  expression  fort  simple  de  lî,,  au  mo\en  de  nos  nombres  K;|, 

savoir 

^^k:_^      ^_  ,.,,(»-.)!K;;_ 

"2  3  4  /J  +  f 


3i  IMllîMlÈUE    l'AUTlli. 

de  celui  de  Lucas  que  par  Ki  valeur  de  B,  égale  à  -  au  lieu  de  —  -• 

11   peut  être  défini  ])ar  la  fonclion  généralricc    ^,._      ou   l'égalité 
symbolique 

(  B  —  I  )'/  _  B"  —  o        (  rt  =  1 ,  2,  3.  . . .  ). 

La  correspondance  entre  les  six  systèmes  ci-dessus  peut  s'éta- 
blir comme  suit 

[B,J,       =(-!,«      fB„]„     =(-i)"-i[B„],n 
=  [B„_,],v=(-ir-'[B„_,]v  =  (-i,)"-irB„-|     . 
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SciiouTEN  (G.).  — Inleidinq  tôt  de  stiidie  der  eliptisclie  functiën,  van 
Wcierstrass.  Gr.  in-8"  et  i  52  p.   Delft,  Waltman  jr.  3  fl.  tjo  c. 

Stuebler  (Eue). —  Bewegung  eiiier  auf  horizontale r  Ebene  roUen- 
den.  Kiigel,  deren  Scluverpunkt  iin  Miitelpunkt  liegt.  (Thèse.)  Gr. 
in-8",  35  ]).  avec  a  planches.  Stuttgart,  Enderlen     i  m. 

Belïiumi  (Elg.).  —  Opère  matematiche.  T.  1.  Jn-4°.  Milano,  Iloepli. 
20  I. 

BoLZA  (O.).  —  Concerniiig  the  géodésie  cu/'iature  and  t/ie  isoperi- 
nietric  problcni  on  a  given  surface  and  proof  of  the  sujjlciency  of 
Jacobins  condition  for  a  permanent  sign  of  the  second  variation  in  the 
so  called  isoperinietric  problenis.  In-4''.  Chicago,  i  m.  20  pf. 

C.VTALOG  matheniatischcr  Modclle  f.  den  hô/ieren  niathematischen 
Unterricht.  6*^  cdil.  Gr.  in-8",  \ni-i3o  p.  avec  83  fig.  Halle,  Schilling. 
I   ni.  ;  relit''  1  m.  jo  pf. 


COMPTES   K  END  US  ET  ANALVSES.  33 


COMPTES    RENDUS    ET   ANALYSES 


APPELL  (Paul),  Membre  dé  l'Institut,  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences.  — 
Traité  de  Mécanique  rationnelle,  a^  édition.  Tomes  I  et  II. 


La  deuxième  édition  des  Tomes  1  et  H  du  Traité  de  Méca- 
nique, de  M.  Appell,  n'est  pas  une  simple  réimpression  de  la 
première  ;  elle  contient  de  notables  additions  qui  augmentent 
l'intérêt  de  celte  œuvre  magistrale,  font  connaître  les  théories 
modernes  relatives  à  l'étude  des  systèmes,  et  mettent  le  lecteur 
au  courant  des  importants  travaux  personnels  de  l'auteur.  Toutes 
ces  additions  sont  faites  dans  l'esprit  général  de  l'œuvre  primitive, 
avec  le  même  souci  de  la  rigueur  et  de  la  clarté,  la  même  préci- 
sion dans  les  détails  qui  font  du  Traité  de  M.  Appell  le  meilleur 
Ouvrage  didactique  de  notre  époque  pour  la  Mécanique. 

Il  a  été  rendu  compte  de  la  première  édition  du  Tome  I  dans  ce 
Bulletin  (2"  série,  t.  XVIII,  1894,  p.  tig);  aussi  nous  ne  men- 
tionnerons ici  que  les  principaux  changements  qui  ont  été 
apportés  à  ce  Tome  dans  la  seconde  édition. 

En  Cinématique,  l'auteur  donne  les  formules  générales  four- 
nissant la  vitesse  et  1  accélération  d'un  point  en  mouvement  par 
rapport  à  un  système  d'axes  mobiles.  Dans  l'exposé  des  fonde- 
ments de  la  Mécanique,  il  adopte  les  idées  émises  par  M.  Blondiot 
et  énonce  les  principes  suivants  : 

Un  point  unique  ne  prend  aucune  accélération;  deux  points 
en  présence  l'un  de  l'autre  prennent  des  accélérations  dirigées 
suivant  la  droite  qui  les  joint  et  de  sens  opposés  ;  ces  accéléra- 
tions sont  inversement  ])roportionnelles  à  des  nombres  constants 
qui  sont  les  masses  ;  en  ajoutant  à  ces  principes  celui  de  la  com- 
j)Osition  géométrique  des  accélérations,  et  en  définissant  la  force 
comme  le  produit  de  la  masse  [)ar  l'accélération,  on  peut  fonder 
toute  la  Mécanique. 

Les  conditions  d'équilibre  d'un  svstème  quelconque,  solide  ou 
non,  sont  simplifiées;  l'élimination  des  forces  intérieures  con- 
duit à  six  conditions  nécessaires  (|ui  doivent  être  remplies  par  les 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  >'  série,  t.  XXVIII.  (Février  lyo'j.)  j 
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forces  extérieures,  et  ces  conditions  sont  suffisantes  dans  le  cas 
d'un  corps  solide.  Dans  l'application  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  aux  conditions  d'équilibre  des  systèmes  à  liaisons,  l'au- 
teur, adoptant  la  terminologie  de  Hertz,  distingue  ces  systèmes  en 
deux  classes  ;  pour  les  premiers,  dits  holonomes,  les  liaisons 
s'expriment  par  des  équations  en  termes  finis  entre  les  coordon- 
nées; pour  les  seconds,  qui  ne  sont  pas  liolonomes,  par  exemple 
pour  un  cerceau  roulant  sans  glisser  sur  un  plan,  les  liaisons 
s'expriment  par  des  relations  entre  les  déplacements  virtuels 
infiniment  petits,  mais  ces  relations  ne  sont  pas  les  différen- 
tielles  d'équations  en  termes  finis  'entre  les  coordonnées.  Cette 
distinction  est  capitale  dans  l'établissement  des  équations  de 
Lagrange  en  Dynamique. 

Un  paragraphe  nouveau  est  consacré  à  l'étude  des  conditions 
d'équilibre  d'un  système  dans  lequel  certaines  liaisons  sont  uni- 
latérales ;  par  exemple,  lorsqu'un  point  peut  se  mouvoir  sur  une 
surface  ou  d'un  seul  côté  de  cette  surface,  ou  lorsque  deux  points 
sont  reliés  par  un  fil  flexible  mais  inextensible. 

En  Dynamique  se  trouvent  de  nouveaux  développements  sur  le 
mouvement  des  planètes  et  la  gravitation  universelle  ;  de  plus,  la 
dynamique  analytique  du  point,  qui  faisait  primitivement  partie 
du  second  V  olume,  est  incorporée  dans  le  premier.  Dans  le  Cha- 
pitre qui  lui  est  consacré,  les  équations  d'Hamilton  et  le  théorème 
fondamental  de  Jacobi  sont  suivis  des  propriétés  géométriques 
des  trajectoires,  ainsi  que  d'applications  au  mouvement  des  pla- 
nètes, aux  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  aux  brachistochrones 
et  aux  figures  d'équilibre  des  fils  ;  les  liens  qui  rattachent  ces 
dernières  questions  à  celle  du  mouvement  d'un  point  sont 
nettement  mis  en  évidence. 

Nous  insisterons  un  peu  plus  sur  le  Tome  II,  consacré  à  la 
Dynamicpie  des  systèmes  et  à  la  Mécanique  analytique;  il  débute 
(Chap.  XVII)  par  l'étude  des  moments  d'inertie,  traitée  avec 
tous  les  développements  qu'elle  comporte  ;  vient  ensuite  (Chap. 
XVlll)  l'exposé  des  théorèmes  généraux  sur  le  mouvcuient  des 
systèmes. 

M.  Appell  insiste  en  particulier  sur  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  et  sur  les  applications  de  ce  théorème 
à  l'élude  du  mou  vement  d'un  système  déformable  ;  un  tel  système, 
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sans  l'aide  d'aucune  force  extérieure,  peut  effectuer  une  rotation 
et  passer  d'une  position  à  une  autre  dont  la  forme  est  identique 
à  la  première.  Cette  remai-quc  a  fait  l'objet  en  1894  de  plusieurs 
Mémoires  intéressants,  particulièrement  de  l'auteur,  et  présente 
des  applications  aux  mouvements  des  êtres  vivants. 

Après  la  démonstration  du  théorème  des  forces  vives,  et  l'élude 
du  cas  où  le  travail  des  forces  intérieures  est  nul,  vient  la  théorie 
de  l'énergie;  en  quelques  pages  d'une  clarté  remarquable,  l'auteur 
définit  les  systèmes  conservatifs,  l'énergie  potentielle  et  l'énergie 
cinétique,  et  il  montre  que  l'énergie  totale  se  conserve  tant  qu'il 
n'existe  aucune  force  extérieure;  plusieurs  exemples  tirés  du 
pendule,  de  la  lame  élastique,  etc.  font  comprendre  l'importance 
de  cette  proposition  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  plusieurs 
physiciens  pour  édifier  la  Mécanique. 

Dans  le  Chapitre  XIX  se  trouve  l'étude  du  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  axe  fixe,  avec  la  théorie  classique  du  pen- 
dule composé,  puis  l'étude  du  mouvement  parallèle  à  un  plan  fixe, 
avec  de  nombreux  exemples,  enfin  celle  du  frottement;  M.  Appell 
indique  nettement  la  nature  des  trois  frottements  de  glissement, 
de  roulement  et  de  pivotement,  expose  les  lois  empiriques  admises 
jusqu'ici  dans  l'étude  du  premier,  et  les  divers  genres  de  discon- 
tinuité possibles  qu'il  produit  dans  les  équations  du  mouvement. 
Il  insiste,  dans  la  deuxième  édition  plus  encore  que  dans  la 
première,  sur  les  difficultés  inhérentes  à  ces  questions,  et  sur  les 
contradictions,  mentionnées  par  M.  Painlevé,  auxquelles  conduit 
l'application  des  règles  admises  actuellement;  ces  règles  sont  donc 
insuffisantes  pour  rendre  compte  de  toutes  les  particularités  du 
mouvement. 

L'auteur  consacre  le  Chapitre  XX  à  l'étude  de  la  rotation  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  lixe  ;  cette  étude,  qui  a  donné  lieu 
à  d'importants  travaux,  est  une  de  celles  qui  ont  le  plus  contribué 
à  faire  avancer  l' Analyse  ;  aussi  n'est-il  pas  superflu  de  la  traiter 
en  détail.  Aux  développements  classiques  sur  les  équations 
d'Euler,  M.  Appell  a  ajouté  dans  l'édition  actuelle  la  définition 
des  trois  paramètres  d'OIinde  Uodrigues  au  moyen  des(piels  les 
neuf  cosinus  s'expriment  rationnellement,  puis  les  équations 
relatives  au  cas  où  le  trièdre  de  référence  est  mobile  dans  le  corps 
et  dans  l'espace.  11  discute    entièrement  le   cas   de   Poinsol,   eu 


3G  PllEMlÈUK   PARTIlî. 

donne  la  solution  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques,  et  expose 
d'une  façon  magistrale  la  belle  représentation  géométrique  du 
mouvement  qui  a  été  faite  par  Poinsot  ;  il  indique  ensuite  les  prin- 
cipes qui  ont  servi  à  MiM.  Darboux  et  Konigs  pour  réaliser  le 
mouvement,  avec  la  loi  des  vitesses,  à  l'aide  de  leur  ingénieux 
appareil  l'herpolhodographe. 

L'auteur  passe  de  là  à  l'étude  du  mouvement  d'un  solide  pesant 
autour  d'un  point  fixe,  d'abord  dans  le  cas  de  Lagrange  et  Poisson, 
puis  dans  celui  de  M™*"  Kowaleski,et  il  indique  les  résultats  com- 
plémentaires énoncés  par  M.  Roger  Liouville.  Il  insiste  ensuite, 
notamment  dans  la  seconde  édition,  sur  les  propriétés  en  appa- 
rence paradoxales  que  présentent  les  corps  de  révolution  animés 
d'un  mouvement  de  rotation  rapide  autour  de  leur  axe  et  sus- 
pendus par  un  point  de  cet  axe  ;  pour  déplacer  celui-ci,  il  (aut 
exercer  un  effort  considérable,  et  le  mouvement  de  l'axe  a  lieu 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  celle  de  l'efifort.  Cette  pro- 
priété, et  d'autres  intéressantes,  ont  été  mises  en  lumière  par 
Gruey  dans  sa  théorie  des  gyroscopes. 

Le  Chapitre  XXI  comprend  l'étude  du  mouvement  d'un  corps 
solide  libre,  puis  celle  du  mouvement  d'un  corps  reposant  sur 
un  plan,  en  insistant  sur  le  cas  d'un  corps  pesant  de  révolution 
(jui  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal;  mentionnons 
en  particulier  les  élégants  résultats  obtenus  par  M.  Appell  et  par 
M.  Rorteweg  dans  l'étude  du  cerceau  qui  roule  sans  glisser  sur  le 
plan  horizontal;  en  se  servant  d'axes  de  référence  mobiles  dans 
le  corjis,  ils  expriment  la  solution  à  l'aide  de  fonctions  hypergéo- 
métri(jues  et  de  quadratures.  Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux 
mouvements  relatifs,  avec  applications  à  la  théorie  de  la  bicy- 
clette, qui  a  fait  l'objet  d'intéressants  travaux  de  M.  Bourlet,  puis 
à  l'équilibre  et  au  mouvement  relatifs  à  la  surface  de  la  Terre,  au 
pendule  et  au  gyroscope  de  Foucaidt. 

Les  Chapitres  XXIIl,  XXIV  et  XXV  sont  consacrés  à  la  Dyna- 
mique analytique  qui,  par  ses  liens  avec  l'analyse,  est  devenue 
une  partie  importante  de  la  Mécanique. 

Le  principe  de  d'Alembert,  exposé  en  premier  lieu,  fournit  les 
équations  générales  du  mouvement  d'un  système,  soumis  ou  non 
à  des  liaisons  ;  lorsque  les  liaisons  sont  sans  frottement,  le  théo- 
rème des   travaux  virtuels   permet  de  réduire    ces   équations   au 
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nombre  minimum,  et  de  les  écrire  sous  une  forme  qui  convient 
à  tous  les  cas.  Mais  lorsqu'on  veut  les  transformer  en  d'autres 
équations  plus  simples  et  mieux  appropriées  au  calcul,  il  est 
nécessaire  de  faire  une  distinction  entre  les  systèmes  holonomes 
et  ceux  qui  ne  le  sont  pas;  c'est  ce  que  M,  Appell  montre  de  la 
manière  la  plus  nette  dans  la  seconde  édition  de  son  Traité. 

Si  le  système  est  holonome,  les  équations  se  mettent  sous  la 
forme  de  Lagrange,  et  il  suffit,  pour  écrire  leurs  premiers 
membres,  de  connaître  l'expression  de  l'énergie  cinétique  T  du 
système  en  fonction  du  temps  ^,  des  coordonnées  ^,,  q^t  •  •  .,  cjk 
du  système  et  de  leiu's  dérivées  par  rapport  à  t.  L'auteur  établit 
ces  équations,  examine  le  cas  où  il  j  a  une  fonction  des  forces, 
en  déduit  le  théorème  des  forces  vives,  et  donne  de  nombreux 
exemples  ;  il  applique  ces  équations  à  l'élude  de  la  stabilité  de 
l'équilibre,  à  celle  des  petits  mouvements  autour  d'une  position 
d'équilibre  stable,  ou  d'un  mouvement  stable,  puis  à  celle  des 
mouvements  relatifs,  en  indiquant  la  méthode  mixte  de  Gilbert; 
enfin  à  celle  des  mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  Terre. 

Lorsque  le  système  n'est  pas  holonome,  les  équations  de 
Lagrange  ne  s'appliquent  plus  ;  bien  plus,  la  connaissance  de 
l'énergie  cinétique,  jointe  à  celle  des  travaux  virtuels  des  forces 
données,  ne  suffit  plus  pour  caractériser  le  mouvement  du  sys- 
tème, comme  le  montre  nettement  l'auteur  dans  un  exemple. 

M.  Appell  a  eu  le  grand  mérite  d'établir  des  équations  simples 
et  générales,  analogues  aux  équations  de  Lagrange,  et  s'appliquant 
au  mouvement  de  tous  les  systèmes  holonomes  ou  non  ;  la  méthode 
qui  l'a  conduit  à  ces  équations  constitue  l'un  des  plus  grands  pro- 
grès qui  aient  été  faits  dans  ces  derniers  temps  en  Mécaiiicpie 
analytique.  A  la  place  de  l'énergie  cinétique  T,  l'auteur  introduit 
l'énergie  d'accélération 

S  =  -  >./«  J-  =  ^-"U-^  --^y  --+- j  M; 

il  suffit  d'exprimer  S  au  moyen  des  coordonnées  ^i,  cj^-,  .  . .,  q/, 
du  système  et  de  leurs  dérivées,  puis  de  remplacer  les  premiers 
membres  des  équations  de  Lagrange  par  les  dérivées  de  S  par 
rapport  à  q'[,  <y'.',,  ...,  r//.,  pour  avoir  les  équations  du  mouve- 
ment. 
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Les  corps,  comme  la  sphère  et  le  cerceau,  qui  peuvent  être 
assujettis  à  rouler  et  à  pivoter  sans  glissement  sur  un  plan,  cons- 
tituent des  systèmes  non  holonomes.  M.  Appell  insiste  sur  les 
applications  de  ses  équations  à  ces  systèmes  et  à  d'autres  sem- 
blables ;  il  montre  neltemenl  pourquoi  les  équations  de  Lagrangc 
ne  s'appliquent  plus,  et  il  recherche  dans  quels  cas  il  serait 
encore  possible  de  les  appliquera  une  ou  plusieurs  des  coordon- 
nées du  système. 

L'auteur  donne  ensuite  la  transformation  de  Poisson  et  d'Ha- 
milton  qui  ramène  à  une  forme  canonique  les  équations  du 
mouvement  d'un  système  holonome  lorsque  les  forces  dérivent 
d'une  fonction  ;  il  expose  le  théorème  de  Jacobi  qui  ramène  l'in- 
tégration de  ces  équations  à  la  recherche  dune  intégrale  complète 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  puis  la  théorie  des  paren- 
thèses de  Poisson,  et  l'usage  que  l'on  peut  en  faire  dans  la 
recherche  d'intégrales  nouvelles. 

A  la  suite  de  ces  questions  sont  exposées  les  théories  qui  ratta- 
chent les  équations  de  la  Dynamique  aux  problèmes  d'Analyse  et 
au  calcul  des  variations  ;  nous  citerons  en  particulier  le  principe 
d'Hamillon  et  celui,  moins  général,  de  la  moindre  action,  qui 
rattachent  la  recherche  du  mouvement  et  celle  des  trajectoires  au 
problème  des  géodésiques  dans  un  espace  où  ^5-  est  une  forme 
quadratique  donnée  des  différentielles  des  coordonnées  ;  puis  la 
théorie  du  multiplicateur  de  Jacobi,  perfectionnée  par  M.  Konigs. 
M.  Appell  montre  d'une  manière  saisissante  comment  l'application 
de  cette  belle  théorie  aux  équations  canoniques  permet  de  prévoir 
les  simplifications  qu'apporte  à  la  solution  d'un  problème  la  con- 
naissance d'une  ou  de  plusieurs  intégrales,  et  de  dire  combien  il 
faut  connaître  d'intégrales  pour  que  le  problème  soit  ramené  aux 
quadratures. 

Vient  ensuite  l'exposé  de  la  théorie  des  invariants  intégraux 
qui  a  été  entre  les  mains  de  M.Poincaré  d'un  puissant  secours  en 
Mécanique  céleste  ;  enfin,  un  paragraphe  nouveau  introduit  dans 
la  seconde  édition  est  consacré  au  principe  de  la  moindre  con- 
trainte de  Gauss  ;  ce  principe,  qui  s'applique  à  tous  les  svslèmes, 
holonomes  ou  non,  ramène  la  recherche  des  équations  du  mouve- 
ment d'un  système  à  celle  du  minimum  d'une  fonction  du  second 
degré  ;  si  l'on  adopte  ce  point  de  départ,  on  est  conduit  par  une 
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deuxième  voie  à  la  forme  générale  des  équations  de  la  Dynamique 
résultant  de  l'emploi  de  l'énergie  d'accélération. 

Dans  le  Chapitre  XXVI,  M.  Appell  expose  la  théorie  des  chocs 
et  des  percussions,  qui  peut  être  fondée  sur  un  principe  analogue 
à  celui  de  d'Alemhert  ;  il  discute  et  classe  les  divers  genres  de 
liaisons  et,  dans  le  cas  où  celles-ci  sont  sans  frottement,  démontre 
le  théorème  de  Carnot  sur  la  force  vive  perdue  ;  il  le  fait  suivre 
du  théorème  de  Robin  d'après  lequel  les  vitesses  finales  sont  celles 
qui  rendent  minimum  une  certaine  fonction,  cette  fonction  étant 
égale,  à  une  constante  près,  à  la  force  vive  perdue.  Il  termine 
enfin  par  l'application  des  équations  de  Lagrange  aux  chocs  et 
aux  percussions  ;  dans  ses  reciierches  personnelles  exposées 
ici,  l'auteur  a  donné  des  équations  permettant  de  résoudre  les 
problèmes  de  percussions  d'une  manière  simple  et  élégante,  sans 
introduire  de  liaisons  de  percussions,  et  cela  dans  tous  les  cas, 
que  le  système  soit  holonome  ou  non. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  M.  Appell  donne  des  notions  sur  les 
machines,  applique  le  théorème  des  forces  vives  à  l'étude  de  leur 
mouvement  et  au  calcul  des  volants.  Il  termine  par  un  nouveau 
paragraphe  relatif  à  la  similitude  en  Mécanique;  les  relations 
d'homogénéité  montrent  dans  quelles  conditions  un  modèle 
réduit  d'une  machine  peut  rendre  compte  des  conditions  du  fonc- 
tionnement de  la  machine  réelle. 

On  voit  par  cet  aperçu  quelle  est  la  richesse  des  matériaux 
renfermés  dans  ce  Traité;  nous  ajouterons  qu'il  contient  un 
nombre  considérable  d'énoncés  d'exercices  ;  de  même  que  les 
nombreux  exemples  développés  à  la  suite  des  théorèmes,  ils  sont 
tous  choisis  d'une  manière  judicieuse,  avec  le  souci  constant  de 
donner  des  applications  directes  et  intéressantes  des  théories 
exposées  dans  lOuvrage.  H.  Vogt. 
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KRONRCKEK  (  L.).  —  Vorlesungkn  uber  .M.vtiiematik  herausgegeben  unler 
^lilwirkuiig  einer  von  rler  Koniglichen  Prciissisclien  Akademie  der  Wissens- 
chaflcn  cingesctzten  Kommission.  In  zwei  Teilen.  Zweiter  Teil.  —  Vorle- 
SUNGEN  iinER  Ai.LGEMEiNE  Aritiimetik.  Bearbcitet  und  fortgefuhrt  von  Dr. 
Ki'RT  Hensel.  Zweiler  Asclinill.  Vorlesungen  uber  Determinanten 
ïiiEORiE.  Erster  Band,  mil  ii  Figuren  im  Tcxt.  i  vol.  in-8,  xii-Sgo  p. 
Leipzig,  Teubner,  igoS. 

Les  noms  de  Kronecker  et  de  M.  Hensel  suffisent  assurément 
pour  que  le  lecteur  soit  fixé  sur  la  haute  valeur  de  ces  Leçons,  sur 
la  façon  pieuse  et  savante  dont  elles  ont  été  recueillies,  publiées, 
continuées,  dans  l'esprit  même  où  Kronecker  les  avait  faites. 

L'intérêt  que  le  lecteur  français  ne  peut  manquer  de  se  pro- 
mettre en  ouvrant  ce  premier  volume  se  double  d'un  peu  d'élon- 
nement  :  après  une  leçon  d'ouverture  à  la  fois  hislorique  et  pliilo- 
sophique,  conçue  dans  cette  manière  large  où  le  maître  excellait, 
voici  cinq  leçons  sur  le  déterminant  du  second  ordre  ;  elles 
occupent  une  centaine  de  pages,  d'un  format  grand  in-8°,  d'un 
texte  assez  compact.  Voici  ensuite  cinq  leçons  sur  le  déterminant 
du  troisième  ordre,  puis  trois  leçons  sur  celui  du  quatrième 
ordre:  elles  tiennent  environ  cent  quarante  pages.  Voici  une 
leçon  sur  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  irréduc- 
tibles dans  un  domaine  naturel  de  rationalité.  Nous  voici  enfin 
arrivés  à  la  définition  du  determinanten  général;  nous  en  sommes 
à  la  seizième  leçon,  à  la  page  360.  Deux  leçons  sont  consacrées  à 
cette  définition  et  à  rétablissement  des  propriétés  fondamentales. 
Les  quatre  leçons  qui  restent,  qui  tiennent  à  leur  tour  une  cen- 
taine de  pages,  se  rapportent  aux  matrices,  à  la  règle  de  Laplace, 
à  la  notion  de  la  divisibilité  et  de  Téquivalence  des  systèmes.  Le 
lecteur  a  beau  se  dire;  que  les  deux  tiers  du  Livre  ont  été  écrits  poul- 
ie conduire  à  la  pleine  intelligence  des  cent  quarante  dernières 
pages,  il  ne  s'en  convainc  tout  à  fait  que  par  une  lecture  appro- 
fondie. 

11  convient  tout  d'abord  de  dire  un  mot  de  la  façon  dont  Kro- 
necker présente  la  définition  générale  d'un  déterminant  :  celte 
fonction  de  n-  variables  ne  tombe  pas  du  ciel,  toute  faite  :  on  ne 
coinmencera  pas  par   une  description   de  la  façon  dont  elle  est 
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formée,  pour  eu  déduire  les  propriétés,  et,  eu  j)arti(uilier,  le  rôle 
qu'elle  joue  dans  la  résolution  des  équations  linéaires  :  au  con- 
traire celte  résolution  même  doit  conduire  à  la  fonction  des  coef- 
ficients de  ces  équations,  qu'on  désigne  sous  le  nom  de  détermi- 
nant, et  aux  propriétés  de  cette  fonction.  C'est  là  sans  doute 
l'ordre  naturel  et,  dans  une  certaine  mesure,  l'ordre  historique, 
en  substituant  toutefois  à  l'histoire  vraie,  l'histoire  telle  quelle 
aurait  dû  être,  si  Leibniz  et  Cramer  avaient  eu  les  connaissances 
algébriques  de  M.  Kronecker.  Celui-ci  insiste  avec  force,  dans 
sa  première  leçon,  sur  l'importance  dans  l'enseignement  de  la 
méthode  historique,  mais  l'ensemble  même  de  son  Cours  montre 
avec  quelle  largeur  il  entendait  se  servir  de  cette  méthode  et 
comment  les  progrès  mêmes  d'une  doctrine  peuvent  en  éclairer 
les  origines  :  aussi  bien  les  jeunes  gens  qui  étudient  les  Mathé- 
matiques n'ont  pas  plusieurs  siècles  à  vivre,  pour  repasser  minu- 
lieusement  par  toutes  les  étapes  qu'ont  franchies  peu  à  peu  ceux 
dont  ils  étudient  les  découvertes. 

Etant  données  n  équations  linéaires  à  n  inconnues,  dont  on 
regardera  les  coefficients  comme  des  variables,  il  n'est  pas  diffi- 
cile de  montrer,  par  induction,  que  ces  équations  admettent  une 
solution  unique,  dont  les  divers  éléments  s'expriment  par  des 
fonctions  rationnelles  à  coefficients  entiers  des  éléments  de  la 
matrice  à  n  lignes  et  à  n-\-i  colonnes  qui  résume  en  quelque 
s<irte  les  n  équations.  Un  point  assez  difficile  et  qui  est  établi 
d'une  manière  très  ingénieuse  consiste  à  prouver  que  les  n  fonc- 
tions rationnelles  qui,  substituées  aux  inconnues,  satisfont  iden- 
tiquement aux  équations,  ont  le  même  dénominateur;  on  y  arrive 
tu  montrant,  sur  deux  dénominateurs,  que  chacun  est  divisible 
par  l'autre:  cette  démonstration  su|)pose  connues  les  proposilio^>^ 
élémentaires  concernant  la  divisibilité  dans  un  domaine  naturel 
de  rationalité,  auxquelles  une  leçon  a  été  consacrée.  11  est  ensuit»* 
assez  facile  d'établir  le  caractère  linéaire,  par  rapport  aux  coefli- 
cients  qui  ne  multiplient  pas  les  inconnues,  des  numérateurs  des 
solutions,  et  la  règle  pour  déduire  ces  numérateurs  du  dénomina- 
teur commun  :  les  propriétés  essentielles  de  ce  dénominateur 
commun,  son  caractère  linéaire  par  rapport  aux  éléments  d'une 
colonne,  sa  propriété  de  s'annuler  (|uaud  on  remplace  les  éléments 
d'une  colonne  par  les  éléments  dune  autre  colonne,  son  indiffé- 
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rence  à  l'échange  des. lignes  et  des  colonnes,  la  règle  de  la  mul- 
tiplication se  déroulent  ensuite  à  l'entière  satisfaction  du  lec- 
teur. 

Non  moins  intéressante  est  la  description  de  la  façon  dont  un 
déterminant  est  formé  au  moyen  de  ses  éléments:  cette  description 
se  déduit  uniquement  des  trois  propriétés  suivantes,  qui  caracté- 
risent entièrement  un  déterminant  du  n^  ordre  regardé  comme 
une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  des  n-  variables  iigh', 
celte  fonction  est  linéaire  par  rapport  aux  éléments  de  chaque 
ligne  horizontale  du  système  ;  elle  change  de  signe,  sans  changer 
de  valeur  absolue,  quand  on  échange  deux  lignes  entre  elles  ; 
elle  se  réduit  à  i  quand  tous  les  éléments  Ugh.  sont  remplacés 
par  zéro  ou  par  i   suivant  que  g  et  h  sont  différents  ou  égaux. 

Ces  propriétés  suffisent  à  retrouver  les  règles  qui  servent  habi- 
tuellement à  définir  a  priori  un  déterminant.  La  voie  suivie  par 
Rronecker  est  à  la  fois  naturelle  et  instructive  ;  elle  est  assuré- 
ment beaucoup  plus  satisfaisante  pour  l'esprit  que  la  définition 
a  priori;  elle  est  très  appropriée  à  ceux  qui  veulent  faire  une 
étude  approfondie  de  l'Algèbre,  qui  veulent  connaître  les  choses 
en  elles-mêmes,  et  non  se  borner  à  acquérir  le  maniement  d'un 
outil  commode. 

La  définition  générale  du  déterminant  constitue  le  terme  de  la 
rédaction  qu'avait  laissée  Kronecker;  les  leçons  qui  précèdent 
préparent  cette  définition  par  l'élude  du  déterminant  du  deuxième 
et  du  troisième  ordre  ;  sur  ce  dernier,  en  particulier,  les  étapes 
successives  f[ui  conduisent  à  la  formation  et  aux  propriétés  de  la 
fonction  déterminante  apparaissent  très  bien  au  lecteur  qui  a, 
en  même  temps,  toute  facilité  pour  vérifier  les  résultats  de  la 
théorie.  Ce  n'était  d'ailleurs  probablement  pas  la  seule  i*aison 
qu'avait  Kronecker  de  s'arrêter  sur  les  déterminants  du  second, 
du  troisième  et  du  quatrième  ordre  :  il  tenait  évidemment  à  ce 
que  ses  auditeurs  devinssent  très  familiers  avec  ces  fonctions.  S'il 
s  arrête  longtemps  et  soigneusement  sur  les  applications  géomé- 
triques, c'est  toutefois  les  propriétés  arithmétiques  et  algébriques 
qui  tiennent  la  plus  grande  place. 

Ueprenons  ces  leçons  au  début,  à  la  seconde,  oîi  commence 
l'exposition  didactique. 

On  notera  tout  d'abord  la  façon  dont  est  posé  le  problème  de  la 
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résolution   de   deux  équations  du  premier  degré  à  deux   incon- 
nues X,  y^  afin  que  ce  problème  ait  toujours  un  sens  : 

Quelle  /restriction  à  la  variabilité  de  x,  y  est-elle  apportée 
par  la  condition  que  les  fonctions  linéaires 

f  =  ar  —  by  -^  c,  f  =  a' X  -\-  b'y  -f-  c' 

soient  nulles  ? 

Dans  cette  même  leçon  s'introduisent  la  notion  de  systèmes 
équivalents  de  formes  linéaires,  la  notion  de  rang-,  la  notion  de 
matrices  à  deux  lignes  et  à  trois  colonnes. 

Quatre  leçons  environ  sont  consacrées  aux  propositions  qui 
résultent  de  la  composition  de  deux  systèmes  de  quatre  éléments: 
c'est,  tout  d'abord,  la  multiplication  de  deux  déterminants  du 
second  ordre,  que  Kronecker  ne  craint  pas  de  présenter  de  trois 
façons  diflférentes,  fort  voisines  l'une  de  l'autre;  puis  la  théorie  do 
la  décomposition  d'un  système  de  quatre  éléments  en  systèmes 
élémentaires;  la  propriété  d'une  fonction  de  quatre  éléments  dont 
la  valeur,  quand  on  v  remplace  le  système  de  ces  quatre  éléments 
par  un  système  composé,  est  indépendante  de  l'ordre  des  compo- 
sitions, d'être  une  fonction  du  déterminant  de  ces  quatre  éléments  ; 
l'examen  approfondi  du  cas  où  les  éléments  des  systèmes  consi- 
dérés sont  des  nombres  entiers;  la  réduction  de  pareils  systèmes 
par  composition  antérieure  au  moyen  de  systèmes  élémentaires; 
l'équivalence  de  ces  systèmes  de  quatre  nombres  entiers  et  ses 
divers  modes,  le  nombre  de  leurs  classes;  les  formes  bilinéaires  à 
deux  couples  de  variables,  leur  transformation  et  leur  réduction, 
leur  équivalence,  les  quaternions,  la  déduction  au  moyen  de  la 
théorie  de  la  composition  des  propriétés  fondamentales  d'un  déter- 
minant du  second  ordre.  On  voit  combien  la  matière  est  riche,  et, 
si  le  déterminant  du  second  ordre  occupe  une  centaine  de  pages, 
le  lecteur  ne  peut  plus  s'en  étonner.  Il  est  à  peine  utile  de  dire 
que  le  déterminant  du  troisième  ordre  donne  lieu  à  des  dévelop- 
pements analogues. 

J'arrive  maintenant  aux  dernières  leçons,  qui  ont  été  rédigées 
par  M.  Hensel. 

Des  trois  propriétés  qui  caractérisent  le  déterminant  de  n- 
variables  u^k,  regardé  comme  une  fonction  entière  de  ces  variables, 
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net  conservons  (|iie  les  deux  premières:  la  foncLion  doit  être 
linéaire  par  rapport  aux  éléments  d'une  même  ligne;  elle  doit 
changer  de  signe,  et  seulement  de  signe,  quand  on  échange  entre 
elles  deux  lignes.  Ces  deux  propriétés  caractérisent  le  détermi- 
nant à  un  facteur  constant  près,  indépendant  des  variables  Ug/t. 
11  est  très  naturel,  dès  lors,  étant  donné  non  plus  un  système  de  /i- 
éléments,  mais  une  matrice  de  nm  éléments  (m^n),  de  chercher 
la  forme  des  fonctions  entières  des  ces  mn  éléments  qui  jouissent 
des  mêmes  propriétés,  et  Ton  parvient  sans  peine  à  reconnaître 
([u'elles  doivent  être  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  constants 
des  déterminants  du  n"  ordre  que  l'on  peut  tirer  de  la  matrice. 
Cette  remarque  conduit,  à  peu  jirès  sans  calcul,  à  l'expression 
classique  du  dé-terminant  dont  les  éléments  résultent  de  la  com- 
position de  deux  matrices,  comme  somme  de  produits  de  déter- 
minants :  il  en  est  de  même  des  relations  entre  les  mineurs,  de  la 
règle  de  Laplace,  etc.  Signalons  la  proposition  suivante  : 

Soit  U  un  système  de  n-  éléments:  il  donne  naissance  à  Ji  sys- 
tèmes dérivés  dont  le  premier  U''^  coïncide  avec  U,  dont  le 
second  U'-^  a  pour  éléments  les  déterminants  du  second  ordre  tirés 
du  tableau  U,  dont  le  troisième  a  pour  éléments  les  déterminants 
du  troisième  ordre  tirés  du  même  tableau,  etc.  ;  l'équation 
UV  =  W,  où  le  produit  doit  être  entendu  dans  le  sens  d'une 
conqjosilioii.  entraîne  les  équations  U^P^ V'P^  =  W^P',  où  V^'\ 
(\^-^),  ...,  \\"^,  W^-^,  ...,  signifient  les  sytèmes  dérivés  des 
tableaux  à  /i-  éléments  \  et  W,  comme  U^*\  U'-',  .  .  .  sont 
dérivés  du  système  U. 

Cette  proposition,  qui  s'applique  en  particulier  aux  systèmes 
adjoints  et  aux  systèmes  réciproques,  condense,  comme  on  le  voit, 
un  nombre  considérable  de  relations. 

Une  leçon  intéressante  et  d'une  lecture  très  facile  concerne  le 
calcul  avec  les  matrices  (carrées),  où  l'addition  de  deux  sys- 
tèmes A,  B  est  définie  par  l'addition  des  éléments  correspondants 
et  la  multiplication  par  la  composition. 

La  dernière  leçon  enfin  traite  de  la  divisibilité  et  de  l'équiva- 
lence des  systèmes  :  le  système  B  est  divisible  |)ar  le  système  A  si 
ces  deux  systèmes  sont  liés  entre  eux  par  une  équation  (de  com- 
position) lî  =  PAQ  ;  l(\s  deux  systèmes  A  et  B  sont  équivalents  si 
chacun  d'eux  est  divisible  par  l'autre  ;  c'est  ce  qui  arrive  si,  dans 
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l'cqualion  précédente,  les  déterminants  des  systèmes  P  et  Q  ne 
sont  pas  nuls.  Il  n'est  pas  difficile  de  reconnaître  que  le  rang  de 
deux  systèmes  équivalents  est  le  même  ;  mais  la  jiroposilion  réci- 
proque «  deux,  systèmes  qui  ont  même  rang  sont  équivalents  » 
demande  quelque  effort. 

La  définition  de  la  divisibilité  et  de  l'équivalence  est  suscep- 
tible dune  forme  plus  étroite  quand  les  systèmes  sont  formés 
d'éléments  entiers  ou  de  fonctions  entières  d'une  variable.  Toul 
d'abord,  si  tous  les  éléments  du  système  A  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur,  ce  système  résulte  de  la  composition  d'un  s]s- 
tèine  diagonal,  dont  tous  les  éléments  sont  nuls  sauf  ceux  de  la 
diagonale  ])rincipale,  lesquels  sont  égaux  au  plus  grand  commun 
diviseur,  et  d'un  sjs,lt;me  primitif,  dont  les  éléments  n'ont  pas 
de  plus  grand  commun  diviseur.  Ce  système  diagonal  est  dit  alors 
le  diviseur  diagonal  du  système  A.  Le  système  B  est  dit  divi- 
sible par  le  système  A  si,  dans  la  relation  B  :=  PAQ,  les  sys- 
tèmes P  et  Q  sont  entiers  ;  A  sera  alors  divisible  par  B  et  les  deux 
systèmes  A  et  B  seront  équivalents  si  les  systèmes  P~',  Q~'  sont 
aussi  entiers. 

Si  B  est  un  multiple  de  A,  le  diviseur  diagonal  de  B  est  un 
multiple  du  diviseur  diagonal  de  A;  deux  systèmes  équivalents 
ont  même  diviseur  diagonal. 

A  un  système  A  de  n-  éléments  correspondent,  comme  on  la 
expliqué  plus  haut,  n  systèmes  dérivés.  Ces  systèmes  A^'^A'-^,  ... 
admettent  des  diviseurs  diagonaux  dans  lesquels  les  élémonls  de 
la  diagonale  sont  respectivement  égaux  à  <:/,,  d-2,  •  •  ■',  di  est  dil  le 
diviseur  des  déterminants  {Deteiminantenteilcr)  du  /"""^  ordre 
du  système  A.  Si  B  est  un  multiple  de  A,  les  diviseurs  des  déter- 
minants du  système  B  sont  des  multiples  des  diviseurs  des  déter- 
minants du  système  A;  deux  systèmes  équivalents  ont  mêmes 
diviseurs  de  déterminants.  Réci|)roquement,  si  ces  diviseurs  des 
déterminants  sont  les  mêmes  pour  les  deux  systèmes  x\,  B,  ces  deux 
systèmes  sont  éqtiivaleuls.  On  peut  dire  aussi  que  la  condition 
d"é(|uivalence  pour  ces  deux  svstèmes  consiste  dans  l'égalité  de 
leurs  diviseurs  élémentaires,  ces  derniers  étani  définis  au  moven 
des  diviseurs  des  déteruiinanls  d^,  d-,,  ...,  *'//,  par  les  rela- 
tions 

ili  !=  C],         d,  =  Ci  e-î,         ....         fli,=  Ci  Cl  . . .  l'a- 
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L'imporlaiicc  de  la  considération  des  diviseurs  élémentaires 
apparaît  dans  l'énoncé  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  B  soit 
divisible  parle  système  A  consiste  en  ce  que  les  diviseurs  élémen- 
taires du  système  B  doivent  être  des  multiples  des  diviseurs  élé- 
mentaires correspondants  du  système  A. 

Ces  dernières  leçons  font  prévoir  une  exposition,  d'une  part,  de 
la  théorie  de  l'équivalence  des  faisceaux  de  ("ormes,  d'autre  part, 
de  recherches  arithmétiques  sur  la  décomposition  des  matrices  en 
systèmes  élémentaires  et  sur  la  théorie  des  formes,  qui  ont  beau- 
coup occupé  Kronecker,  et  qui  trouveront  sans  doute  leur  place 
dans  le  second  volume. 

«  La  théorie  des  déterminants,  dit  M.  Hensel  dans  sa  Préface, 
s'est  si  profondément  développée  du  vivant  de  Kronecker  et  par 
son  action  même,  puis  dans  les  douze  années  qui  ont  suivi  sa  mort, 
que  les  Livres  actuellement  parus  qui  traitent  de  cette  discipline 
sont  loin  de  donner  une  exposition  complète  de  son  riche  contenu. 
Les  Cours  universitaires  de  Kronecker,  à  ce  point  de  vue,  ont 
réalisé  un  important  progrès.  Mais  il  n'estimait  pas  que  le  temps 
fût  venu  d'y  faire  entrer  ses  profondes  recherches,  en  particulier 
sur  la  théorie  des  formes  bilinéaires  et  quadratiques  -,  il  ne  pou- 
vait non  plus  y  faire  entrer  cette  suite  de  résultats  obtenus  par 
Frobenius,  Minkowski,  Hurwitz  et  d  autres  chercheurs,  qui  s'est 
close  dans  ces  dernières  années,  et  grâce  auxquels  la  théorie 
a  tant  gagné  en  profondeur  et  en  simplicité. 

»  L'étude  longue  et  approfondie  que  jai  faite  de  ces  nouveaux 
problèmes  de  la  théorie  des  déterminants  m'a  montré  qu'ils  pou- 
vaient être  exposés  de  la  façon  la  plus  claire  en  suivant  systéma- 
tiquement les  pensées  qui  se  dégagent  des  derniers  Cours  et  des 
derniers  travaux  de  Kronecker  sur  ce  sujet.  Je  me  suis  donc 
résolu,  tout  en  gardant  soigneusement  les  principes  fondamen- 
taux et  en  conservant  les  méthodes  simples  et  puissantes  que 
Kronekcr  avait  déveloj)pées  dans  ses  leçons,  à  reprendre  celles-ci 
et  à  les  continuer,  en  sorte  que  le  présent  Ouvrage  contînt  un 
exposé  systématique  de  la  moderne  théorie  des  déterminants  et 
de  ses  applications.  » 

La   pari  qui  reviendra  à  M.  llcnscl  dans  la   publication  de  ce 
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second  Volume,  et  le  service  qu'il  aura  rendu,  seront  donc  consi- 
dérables. Il  est  permis  de  se  réjouir  que  l'œuvre  de  Kronecker  soit 
comprise  et  complétée  de  cette  façon.  J.  T. 
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RECHERCHE  ANALYTIQUE  SUR  LA  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES 
ABÉLIENNES  DE  SECONDE  ESPÈCE; 

Par  iM.  J.  DOLBMA. 


1. 

I.  La  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  ellip- 
tiques de  seconde  espèce  se  fait  suivant  la  méthode  que  nous 
avons  développée  pour  les  intégrales  de  première  espèce  ('). 
Quoique  ce  nouveau  problème  soit  un  peu  plus  compliqué,  néan- 
moins, dans  tous  les  cas  où  la  réduction  peut  être  effectuée  à 
laide  de  simples  opérations  algébriques,  ces  dernières  ne  |)ré- 
sentent  aucune  difficulté.  Pour  les  intégrales  hyperellipliques, 
la  théorie  se  présente  sous  la  forme  plus  ou  moins  définitive. 

Soit  donnée  l'intégrale  hjperelliptique  de  première  espèce 


/ 


dx 


R(jc)  étant  un  polynôme  du  degré  11.   11  faut  choisir  la  fonction 
rationnelle  F(.r)  du  degré  k  de  telle  sorte  que 

/  \  rY{x)dx       .  y^  ' 

J     v/H(^) 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2'  série,  t.  W\  II,  juin  i  100. 
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La  réduction  doit  être  efifecluée  à  l'aide  de  la  subslitiuion 

(2.)  ?(^)  =  >g3(«,  o2,  .•C'a), 

C5(a;)  étant  une  fonction  rationnelle.  Nous  étudierons  d'abord  le  cas, 
où  o[x)  est  une  fonction  entière  du  degré  i.  Soit  k  le  degré  de  la 
fonction  rationnelle  F(j:).  En  posant  j:  =  zc  dans  l'équation  (2), 
nous  aurons  un  développement  de  x  avec  la  partie  principale 


Faisant  .r  =  x  dans  l'équation  (i),  nous  obtiendrons  un  déve- 
loppement de  X  avec  la  partie  principale 


donc 

( 3  j  /  =  ■•>  /i   —  /l  -r-  i. 

De  l'équation  (-2)  nous  aurons  un  développement 

O  (a-o  »  -H  (  ^  —  .To  )  C.  (  Xfl  ;  H o   (  X'o  )  -i-  .  .  . 

'  I .  u  ' 

=  À  (  ji(?/o)  -i-  ("  —  ««)p'(i<o  )  H '■ ^—p"{Uo)  -+- 


où  .ro  est  lune  des  racines  de  léquation 
?(^»  — jH"u)  =  o. 
Nous  considérons  le  cas  particulier,  lorsque 
o'(a7o)  =  o,         'ji"{xo)^o; 
c  cst-à-dire  lorsque  x  =  Xo  est  une  racine  double  de  l'équation 
?(^)  — ^'P(«o)  =  o. 
Dans  ce  cas,  deux  hypothèses  sont  possibles  : 
1°  p'(«o)  =  o: 

2"  J)'(«tf)?^0. 

Si  p'[u(,)  =  o,  l'argument  //„  est  une  demi-période  de  l'inté- 
grale elliptique,  et 

P("o)  =  Ci        (i  =  I,  1,  3); 
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Xo  6st  une  racine  double  de  l'équation 

',p(.r)  —  Xe,-  =  o, 

et,  au  voisinage  du  point  a:  —  Xqz=o^  x  est  une  fonction  holo- 
morphe  de  l'argument  u.  Dans  le  cas  où  j3'(?fp)^  o,  x  —  Xç^  se 
développe  en  série  avec  la  partie  principale 

1 

{u  —  Mo)-. 

De  ce  qui  précède  nous  concluons  que  les  racines 

>■}■>■  ^ 

Çl)       ;2,       ?:i,         ■  •  •  ,       Ç/-1 

de  l'équation  d i^x)  ^  o  se  partagent  en  deux  groupes  : 

I  "  ï        ï  ï  ■ 

■i  ?  1  >  îi)  -   •   •  1  Ç/(i 

toutes  les  racines  du  premier  groupe  satisfont  à  l'équalion 
çi(^)  —  À(r/=o         («  =  i,'2,  3). 

Dans  tous  les  points 

)■'       >-'  >•' 

î  1  )      ?•:  1      •  •  •  5      ?/(' 

.r  est  une  fonction  non  holomorphe  de  l'argument  u 
(    1  -^  ]i  =  i  —  I , 

Le  jiroduit 

est  divisible  par  R(^).  En  effet,  désignant  par  z  Tune  des  racines 
de  l'équation 

cp(;r)  — Xe/=  o, 
nous  aurons 

,     ,,  {.r  —  zy-    „ 

=  X    p((0/)H — p\oii)  -i-..  . 


Si  nous  avons 

Bull,  des  Sciences  matliciii.,  1'  série,  l.  WVlIf.  (  Février  1904.)  1 
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X  —  ;  =  o  esl  lin  poinl  de  ramification,  et  comme 

?(-)  =  >-P(w,), 

X  —  ^  est  un  diviseur  du  polynôme 

cp  (  a"  )  —  Kei\ 
si  nous  avons 

ç'(z)  =o, 

alors  X  ^=  z  est  une  racine  double  du  polynôme 

(2(V)  —  \ei. 
Par  conséquent 

[o(.r)  —  Xei][cp(a")  —  Àeo][cp(a-)  —  ÀC3J 

donc 

3t  =  n-i-'2(if  —  ]i  —  i), 
d'où 

(  5  )  i  =■  Il  —  ih  —  2 . 

Des  équations  (.î)  et  (5)  nous  trouvons 
(6)  k=^7i  —  Ji  —  i. 

En  posant  successivement 

A  =  o,  I,  2,  3,  . . . , 

nous  aurons   un   nombre   infini    d'intégrales   de   seconde    espèce 
réductibles  aux  intégrables  elliptiques. 

2.  Nous  obtiendrons,  évidemment,  le  cas  le  plus  simple  pour 
h  =  o  -,  alors 

i  —  Il  —  2,        /l  =  h  —  2. 

Prenons  n  ^  ^, 

R(.r)  =  (.r  —  'j.){x  —  ^)(x^-h  5ax^-^  5bx--h  jcx  -+-  d  ). 

[I  faut  choisir 

a.     ^,     a,     b,     c,     d,     V{x), 
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de  telle  sorte  que 

r ¥{x)dx 

J  \/{x  —  ■x){x  —  '^)( x^ -\-  5 a x^ -^  b b x- -^  5 c X  -^  d ) 

Posons 


■^-X'i,g-i^  gi)- 


^(x)  =  lp{u,  s-i,  gz), 
cp(a:)  étant  un  polynôme  du  cinquième  degré.  Comme 

[çp(a-)  —  lei][o{x)  —  le.2][oix\  —  Àe;j| 

est  divisible  par  R(^),  nous  aurons  les  deux  combinaisons  pos- 
sibles 

i       '^(X)    'kei=(X  ■Xl)...iX  .T;;). 

(I)  i  ç(^)  — Ae2  =  (^  — .r6)(a"  — i,  )2|./- —  ïi)2, 

ï       ï        t       i 

■îll        •52;        -jS?        ■;» 

étant  les  racines  du  polynjome  o'(x); 

t   ^{x)  —  lei=  {x  —  Xi)(x  —  Xi)(x  —  X3)(x  —  -iy-. 
(II;  I  o{x)—le.  =  (x  —  X!,){x  —  Xs)(x  —  X6){x  —  l.i)K, 

{  t^{x)  —  le3  =  {x  —  x-){x  —  ^3y-(x  —  i.^y-. 

Étudions  la  première  combinaison.  Posons 

9(3")  —  Aei^=  x^-^r  5ax^  —  jbx-  -^  'ycx  -h  d, 
d'où 

o' (x)  = 'J(x'*-\- 3ax'-h  ■?.bx -h  c). 

Le  produit 

i^x  —  le.>}(r^x  —  Xej)  =  «p-(.r)  -h  À<?i  o( x)  -+-  If.-eoe^ 

est  divisible  par 

De  celte  condition  nous  trouverons 

6  =  0,         c  =  a-, 

Ici— —  ^d,  A-CiC^^  .'ta^-h  -  d-, 

(x  —  a)  (  .r  —  3  )  =  x--^  .\a. 
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Des  équations 

X  e,  =  —  À  (  ^2  -H  ^3  )  =  —  ^'  rf,        l-  Ci  ^3  =  4  «=*  -^  -  fa- 
nons obtiendrons 

\e<i=  -  d  -h  7  a-  y/ —  a,         /  e^  =  -  <:/  —  2  a-  / —  a  ; 
donc 

■^  \  y 

(7)  o{x)  =  X'^-h  jax^-i-  5bx^-+-  jcx  -h  -xd  =  'kpiu-,  g^,  g^). 

Posons  maintenant 

^     -         'h(x) 
désignons  j)ar 

■^,1,        '^.2,        '13,         ... 

les  racines  du  polynôme  J\x).  L'ëqnation  (i)  nous  montre  qu'au 
voisinage  du  point  rj,„  nous  aurons  un  développement  de  la  forme 

(8)  a  4-  b{x-T^„,r-^.  •■=liy)  -{u-  v)-p{v)  +  ^-ii_^p'(c-)  +.... 

D'après  les  hypothèses  faites,  x  est  une  fonction  holomorphe  de 
l'argument  a  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x,  comme  le  montre 
l'équation  (;;);  donc 

p(p)  =  o. 
D'où  il  suit  que 

''il,        '^,2,        ftZ,        ■■• 

sont  les  racines  de  l'équation 

o{x)  =  lp{u)  =  o  ; 


par  conséquent 


Et  comme  le  degré  de  la  fonction  F{x) 
A  =  «  —  2  =  i  =  5, 
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la  fonction  '}(^')  doit  élre  une  constante;  donc 

et  nous  aurons  définitivement 

/  /  r^  ^  ")  a  x^  -t-  )  a-  ^  +  -  rf  1  dx 


\/{x--h  ^a){x^-Jr-  5ax^-{-  5a'-  x  -h  d)        '^'^ 
dx 


r dx^ 

j    /(  .?•-  H-  4  a){^x'>-\-  'jax^^  5a^x 


— ■  =  II. 
d) 


3.   En  posant  Ii  =  i  dans  les  formules  (5)  et  (6"),  nous  avons 
1:^/1  —  '\.        /,■  =  n  ^  '\. 

Il  y  a  une  infinité  d'intégrales  réductibles  de  cette  catégorie. 
Posons  n  =  -,  alors 

/  =  3,        /i  =  j. 
Désignant  par 

.r,,     ./•..      ....     X- 

les  racines  du  polynôme  R(vr);  nous  avons  une  seule  combinaison 
possible 

-j(.r  )  -  Àei  =  (./•  —  Xi  )(x  —  .r.>)(  ./■  —  .r.j  1. 
çp  (.ri  —  ),  e>  =  (  .r  —  .r^  l  (  ./•  —  x-,  ){  x  —  ./',;  1 . 
91  ,r  )  —  X ^3  =  (x  —  X-:  ) (x  —  ;  f-, 

où  c?(jc)  est  un  polynôme  du  troisième  degré,   i  est  l'une   des 
racines  de  l'équation 

o\x)  =  3 (  ./•  —  l){x  —  ï;  )  =  o. 
Supposons 

o{x)  —  Xei  =  x^—'ia-x  -h-  h  : 
alors 

91  X  I  —  Xf'.,  =  ./■' —  \a-x  -(-  6  -1-  X(  C|  —  (^'i  >. 

ç(  .r  1  —  Ar.j  —  ./•■'  —  ')a-x  '\-  b  -\-  X(  ^i  —  Cy  1, 

œ'(  .r  I  =  3(  .r-  —  a*  ). 

Et,  comme 

of.r)  —  Xr.-t 
est  divisible  par 

(.r  —  «)-. 
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nous  aurons 

•r  —  j-;=:r-r-2a,         b-^'hiei  —  63)  =  ia^. 
Maintenant,  en  posant 

R(:r)  =  {  x^  —  ^^  a^- X -T-  b){x'^—la'^x-^  c)(x  -\-  ia), 

nous  avons 

h  ^-X(el —  e,)  =  c. 

Par  conséquent 

Xei=  ^('2rt3— -26  —    c    ); 

X*'.,  =  -xina^-^    h   -^  ic  ); 

Xe;j=  -(    6    -H   c   —  4a3); 

X^  ^2  =  -7  '  6-  -1-  c'-  —  éc  -T-  4  rt«  +  2  a^  6  —  2  a*  c  ); 

X* ^3  =  —  (  1 2 a^  6  -1-  I '2 a" <■  —  1 6 a^  —  24  «^  6c -f- 6 «^  ^2 -^ 6  «"^  c- 

-i-   jic-  ^  3è-c  — 26^  —  •>  c^). 

Comme 

/.■  =  «  — 3  =  4, 

F(j;)  est  une  fonction  rationnelle  du  quatrième  degré.  Soit 

alors  les  zéros  de  la  fonction  F(.r)  sont  les  racines  de  l'équation 

j\x)  =  o. 

Aux  envii'ons  de  chacune  de  ces  racines 

■^1.        '^2:        '^.3-         ••-, 

nous  aurons  un  développement  de  la  forme 

«  -4-  6 (  .r  —  T,  )2 -- .  .  .  =  r  (  c  )  —  p {v){u t'  I  -^  -  jV (  V  ) (  K  —  t' )2 -h 

Si  nous  avons 

V  (  ^  )  =  07 

(x  —  Tj)  est  une  fonction  holomorphe  de  (  w  —  i).  Si  au  contraire 
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la  partie  principale  du  développement  de  [x  —  Tj)  sera 

(«  — ^•j'. 

D'autre  part,  de  l'équation 

o{x) = \p( u) 
nous  aurons 

I  „       „  -    r  f  /  1 

H-  -{ce  —  Xo  I-  Ci  (a^o  )■-+-. .  .  =  A[p(  «0.)  -T-  (  "  —  "ojp  ("o.)  +•  •  -J- 
Si  nous  avons 

alors  X  —  Xo  =  o  est  un  point  de  ramification.  Quand 

alors  (x  —  ^o)  6st  une  fonction  holomorphe  de  l'argument  (?/  —  i/o). 
Jlj  a  une  seule  valeur  ^  —  Xq^=o  pour  laquelle  nous  ajons  simul- 
tanément 

o'fa^'o)  =  o,         p'(i/i))  9^  o; 

cette  valeur  est 

X  -^  a  =  o. 

Aux  environs  de  ce   point  nous   avons  un  développement  de 
[x  H-  a)  avec  la  partie  principale 

1 

(a  —  «o)-- 

De  cette  analyse  il  résulte  que 

■'il)       '12)       '13 

sont  les  racines  de  l'équation 

o(x)  =  }.p( n  )  =  o, 


et 
donc 


/(  x)  =  o{x)(x  -r-  a)  =  (^x^—3a-x-i-  ^(b  -^  c  -i- 'la^))  (x -{- a); 

•b(x)  =  i[ 
F(x)  =  (x'—3a^-x  -h  ^(h  -i-  c-\-?.a^  >)(-i'-^  «)• 
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Par  conséquent,  l'inlégrale  rédiiclible  sera 


afi  —  ia^x  -\-  -(6-4-c-i-2 


rt')  j  (a: -f- «)  rfj"  , 


/( x^  —  3 a- j-  -k-  h)(x'^  —  1> a- X  ^  c'){ X  -^  'xa  )        ^ 

Pour  déterminer  le  facteur  numérique  ).,  remarquons  que 

(  :f  -4-  rt  )  dx 


gï:   S^)- 


J    \/(.r^ —  'ia'^x 


■X  -7-  b){x^  —  3a-x-{-c)(x-T-^a) 
De  cette  équation,  d'après  la  formule 

4 


nous  trouvons 


4.   Comme  troisième  exemple  prenons  //  =  2,  alors 
/  =  /î  —  6,        /."  =  n  —  .{. 

Soit  n  =  10,  alors 

/  =  4,        A  =6. 


Nommant 


^1,        -^2, 


les  racines  du  polynôme  R(^),  nous  avons  une  seule  combinaison 
possible 

^{x)  —  Kei=  {X — xi)(X  —  X2)(x  —  Xsji  X  —  x-^), 
'f  (a;  )  •—  X  e,  =  (  .r  —  Xs)ix  —  X6)(x  —  x-)(  x  —  .r»  1, 
^{x)  —  Xe3=  ix  —  XQ)ix  —  Xio)(x—  î)2: 

l  étant  une  racine  de  l'équation 

cp'(.T)  =  o. 


Posons 


alors 


o  (.r  )  —  A f ,  =  j-^ -i- 2  a  .r- -+-  4  ^ ; 


o(x)  —  Xc2=  a-*-i-  •?.ax--i-  ^hx  -i~  c  -h  X(ri  —  Ci), 
o(r)  —  Xc3=  .r^-i-  2rt.r--i-  4/>.r  -I-  c -H  X(>,  —  f»!) 

=  (  a-ï  -T-  2  a  a-  -r-  [i  )  (  .r  —  Ç  i"- , 

R(a:)  =  (a-i-f-  '2ff  ^2-1-  46^- -}-  c)(a"«-r-  2rtXÎH-  4^>.r -+-  rf)(3'2-v-  'ï.r -h  3), 
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où 

d  =  c  -^  X(>i  —  ^î  I, 

De  la  condition 

nous  aurons 

i"  a^ -H  «  a  -f-  6  =  o, 

c'est-à-dire  que  l'on  peut  prendre 

a"  |3  =  2«  -î-  > a-  =:  2  rt  -^  3  ;■-. 

3"  c  —  A 1  t'i  —  «3  I  =  -2 rt  3  -T-  4  a2  3  —  S2  =  3  ; '  -  -  :>. a  ;«  ; 

d'où 

À  ( >  1  —  ^3  )  =  3  ;  '*  -4-  ?.  ff  ;■'  —  r . 

Nous  avons  encore 

/.(  g]  É'2  )   =  f/ C. 

Par  conséquent 

> 

I 

C'est  pourquoi 

R(x)  =      i  .r*  -h  ïax--i-  ^bx  -~  c  ) 

X  (  .r'*  -^  •?.  a  T-  -}-  4  6 .r  -f-  f /  I  (  .r-  ■+-  i  ^ .r  -^  3  ;-  ~-  x  a  ). 

o{x)  =  .r*-i-  ya  v"--  ,\hx  -^  -  (3^*-<-  arr  ;--f-  c  -f-  f/ 1  =  AJ>("  '• 

Il  est  facile  de  prouver  que  ^{x)  est  une  fonction  entière  ren- 
fermant des  facteurs  linéaires  {x  —  Xj)  de  deux  catégories  : 

i"  Tels  que,  pour  x  =  xj,  on  aura 

P  (  "j  )  =  o  ; 
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2"  Les  facteurs  pour  lesquels  nous  aurons  un  développement 
de  {x  —  Xj)  avec  la  partie  principale 

iii  —  Uj)-. 

Les   facteurs   de   la    seconde    catégorie   se  détermineront    par 

l'équation 

d  (x) 

' 1  =  o, 

■^  — Ç 

OU 

X'-h^x -i-'^^-^  a  =  o. 

Par  conséquent 

F(x)  =  ix'*^iax^-^.\bx 

Par  conséquent 

/ix'*-^  '>.ax'^A-  ^bx  -\-  -(3  ;^-H  %a\--~  c  -h  d))  (x--+-  ^x  -+- 1--+-  a)  dx 
v/(iF*-+-2aiF2-f-46a7-f-c)(.T*-+-  iax^-h  ^bx-\-d){x^-\-  ^\x -\-Z^'^-\- la) 

où  ç  satisfait  à  l'équation 

\^—a\-hb  =  o. 

La  réduction  se  fait  par  la  substitution 

x*-^iax'^-^  ^bx  -r-  r:{'i^*-^'i-a'^--^  c-T-  d)=  -j  p{'<,  ^'21  S'a), 
^  4 

(x'^-v-^x  -i-^^-h  a)  dx 


u=    f 


bx  -\-  c){x'*-^  lax^  -{-  ^bx  -^  d)i  x--h  •j.lx  -r-  'i^'^-T-  la) 


5.   Considérons   maintenant  les  cas  de  réductibilité   où   o(x) 
est  une  fraction  rationnelle,  i^osons 

J{x)   étant    un    poljnome    du   degré    /,    '}(^)   un    polynôme    du 
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degré  (i — y).  Considérons  le  cas,  parliculièrement  simple,  où 
toutes  les  racines  du  polynôme  '}(>r)  sont  des  points  de  ramifi- 
cation; dans  ce  cas,  à{-x)  est  un  diviseur  de  H.(j").  H  est  clair  que 
le  produit 

^9>  [/(•ï-)-À<?i'^-'")J[/(^)  — >><?-2  '!^(^)][/(^)  —  '>^e3^(x)] 

est  divisible  par 

R(.r) 

et  le  quotient  doit  être  de  la  forme 

{X  —  x-j,  i^(  ./■  —  .rtj  lî^.  .  . , 

a,  |j,  ...  étant  des  entiers  positifs.  Posons  pour  simplifier 

7.  =  !î  =  . .  .=  -2. 

Dans  ce  cas  le  produit  [(j)  renferme  des  facteurs  de  deux  caté- 
gories : 

1°  Facteurs  simples  qui  sont,  en  même  temps,  les  facteurs  du 
polynôme  R(^)  (de  degré  n); 

2"  Facteurs  doubles  qui  sont,  en  même  temps,  les  facteurs 
simples  du  polynôme 

f'(x)à(x)  —  -l'{x)f(x), 

de  degré 

■j.i—j—i. 

Supposons  que 

\fiX)  —  \ei  ii(x)][/{x)  —  \e-,  6(.r  i|  [/i  .r  1  —  a^s  ■!/(  x  )] 
=    ,  :       (.T  —  xi)^-(x—  x-î)-.  .  Jx  —  x.2,-j-/,-i  }i  ; 

'ij(X) 

alors 

3 1  =  /i  —  '  -^  /  —  '•'  '  '  '  —  /  —  ^'  —  '  '  • 
d'où 

n  =  j  -r-  -i.  h  -1-  1 , 

li—j  —  !  =  /«. 
Et  comme 

nous  avons  évidemment 

A  >  o. 
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Prenons  comme  exemple  k  =zZ^  j  =^  \,  alors 

71  =  9,        2tè5; 

posons 

/  =  3. 

Il  faut  choisir  ¥ {x)  de  telle  manière  que 

'  F  (^  .r  )  dx 


r 


Xtju, 


v/R(.r 
Supposons  que  la  réduction  s'effectuera  par  la  substitution 

'i^ix)~         x--^ax-hh 
Posons 


-  ^  /-jH",  fir-2-  .^3}- 


R(x)=       (  j-5-7- ai.7---f- 6,.r -i- Cl  ) 

X  (x^-r-  o^x^-^  b-ix  -T-  Cl  ){x-  -h  ax  -i-  if  )(x  —  /•), 

et  désignons,  pour  abréger, 

j"^-t-  «1  .r--r-  b\X  -^  c,  z=  y,  (  a"  ), 

X"^  -+-  «2  ■^■-  -H  ^2  -^  -r-  <"2  =  fi  i'f  )i 

X- ~  a X  -h  b  -~  Q  (x  ) 
Xei=  e\,         Ke-i  =  e'., ,         X  es  =  ^3  • 

Nous  avons  évidemment 

i  a-3-r-  (  a  —  e',  ).r2_|_  (  ^  _  ac\)x  -^  v  ^  6e'i  =  x^-î-  aiX--^  byX  ~  Ci, 
(10)     <  r5-i-(a  —  e'.,)x--h(ii  —  ae\)x-\-';  —  be'.^  — ^r^-i- eiiX^-^  b^x  ~- c*, 

(  x^-~  {et  —  63)  a""--!-  (  ^  —  (fc-i)-'"^  -'■-  Y  —  f^f^'i  =  i  -P  —  '')('^  —  ^  '"': 

ç  est  lune  des  racines  de  récjuation 

f'{x)<i^{x)-'l'{x)/{x)^o. 

Des  équations  (10)  nous  aurons 

a  —  r\  -a,,  !i  —  ae\  =  bi,  -;  —  be\  =  Ci, 

n  —  e'o  —  «2!         S  —  ae\,  ~  b^,         r  —  be\  —  e*. 


Par  conséquent 


b.,  —  A,  r.> —  Cl 

rt  —  —^ ?  b  :=  

Ot  —  (Il  (/■>  — ■  Oj 
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En  ou  Ire 

;-3  —  (a  —  e 3  )  i--  -i-  (  ,3  —  ae'.^) /■  -^  y  —  be'-^  =  o, 
2a  -f-  ^3  =  «1  -T-  «2,  *'  'P  -t-  «^3  =  6i  -^  />>,         2  Y  -i-  ie'j  =  Ci  +  Co, 

2(a—     e's)  =  «1  — «2—  JCa, 

•i  (  ^  —  agj)  =  61-^-62—0  ae\ , 

2 (  Y  —  ^^3 )  =  Cl  -I-  C2  —  ■)  be'^ , 
2  H  -^  (  «I  -1-  «2  —  3  e'3)  r"-  -{-  (bi-T-  b-,  —  3  ae'j  ) /•  —  c'i  -1-  C2  —  3  èe'3  =  o; 

d'où 

""^^^  30./-) 

Par  celle  raison 

_  3(ai  +  a2)Q(/-)  — |/i(/-'  -^./2(^')] 
_  3(^)1+  62  )  9(/-)  —  ct[./"i(  /•>  -.Ai'/'l] 

'^  ~  6e(/-)  ' 

^  ~  (•)()(/•)  * 

,  _  3  ( «2  —  (Zi  )  0  (  /•  )  —  [  /"i  (  /■  )  --  /.,  I  /•  ) I 
^»~  G0(/-) 

,  _  o(ai—  ai)  Q(  r  )  —  [  fi(  r  )  -  -  fji  r  )] 
^^~  66(/-i 

,  _/i(^')+/2(/-) 
^"  30(/-)  • 

Déterminons  maintenanl  le  fonction  F(x).  De  l'équalion 

nous  avons  pour  a' =  co  un  développement  avec  la  partie  princi- 
pale 

/f  désignant  le  degré  de  la  fonction  V{x).  Par  conséquent 


■ik-7 
L'équalion 

(12)  7-7-^=  ; *— -? — *-  =>^r(«;  ^'i.  ^3' 


62  PREMIÈRE  PARTIE. 

nous  montre  que  x  ne  sera  pas  une  fonction  holomorphe  de 
l'argument  u  au  voisinage  des  points  satisfaisant  à  l'équation 

f'{x)  'i^{x)~  <b'{x)f(x)  —  o 

et  à  la  condition 

p'(  u)  ^  o. 

Il  y  a  seulement  trois  points  de  celte  catégorie;  ce  sont  les 
racines  de  l'équation 

f"ix)^(x)-'Y(x)f{x) 
(i3)  • '- — ^._;    =o. 

11  s'ensuit  que  la  fonction  rationnelle  F(^')  doit  être  choisie  de 
telle  manière  que  x  soit  une  fonction  holomorphe  de  l'argument  u 
dans  toute  l'étendue  du  plan  à  l'exception  des  trois  points  (i3) 
aux  environs  desquels  nous  avons  les  développements  de  la  forme 

1 

X  —  ;'  —  A I  //  —  «'  )  -  T- .  .  . 

Par  conséquent,  en  posant 

r^^x) 

nous  voyons  que  F)(^)  doit  être  divisible  parle  polynôme  (i3). 
En  outre  F,  [x)  peut  renfermer  seulement  les  facteurs  pour  Ics- 
fUiels 

Ces  facteurs  sont  déterminés  par  l'équation 
x'^  -^  a.r'2—  f^x  --  Y  =  f{x  )  =  o. 

Par  celte  raison 

P  [/'(>)  '\'(x\  —  <ii'{x)f(x)](x^~'  g-r-  -f-  3-r  —  y  ) , 

x  —  ^ 

celle  fonction  est  du  sixième  degré.  La  fonction  F2(.i')  du  deuxième 
degré  ne  jicut  avoir  d'autres  racines  (jue  les  points  de  ramiliealion  ; 
car,  autrement,  l'intégrale  (ii)  aurait  les  jioinls  critiques  loga- 
rithmiques, ce  qui  est  impossible.  Il  est  facile  de  prouver  que 

Fol  X)  =  x--h  ax  -J-  h. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE.  63 

En  effet  au  voisinage  de  chacun   des  points    de   ramification 
l'intégrale  (i  i)  i-este  finie,  à  l'exception  des  points 

.r-  —  a  j^  -f-  ^  =  o  ; 

aux  environs  de  ces  derniers,  nous  avons 

Iim(  u  )  =  o; 
donc 

Par  cette  raison,  nous  avons 

[f'(jv)  <l>(a7)  —  <\i' {x)f{x)](x^-\-  OLx^-T-  ^x  -r-  y)  dx 


/     (X  —  ^){x-  -^  ax  -h  0 


v\ 


( x^-\-  aix'^-h-  bix  -h  Cl) 
X  (x^-{-  a-2X'--T-  h-ix  -\-  C2)(^--l-  ax  -r-  b){x  —  r) 

(^A  suivre.  ) 
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GRACE  (J.-H.)  et  YOUNG  (A.)-  —   The  Algebrà  of   invariants,  i  vol. 
in-8°;  vi-384  pages.  Cambridge,  Universily  Press,  igoS. 

L'Alg-èbre  des  invariants  de  MM.  Grâce  el  Young  rendra  les 
meilleurs  services  à  ceux  qui  veulent  apprendre  ce  qu'il  y  a  de 
fondamental  dans  cette  théorie  ;  la  lecture  en  est  claire  et  facile  ; 
les  idées  essentielles  sont  bien  mises  en  relief  et  l'intérêt  ne  lan- 
guit pas.  L'étude  des  invariants  est  fondée  sur  cette  notation 
symbolique  dont  les  malhémaliciens  allemands  ont  su  tirer  si 
grand  parti.  Dans  la  Préface  de  son  c^ccWenle  Algèbre  des  quan- 
tiques,  jNI.  EUiott  avait  exprimé  le  regret  qu'aucun  livre  n'eût 
encore  été  publié  en  langue  anglaise  où  l'auteur  se  plaçât  à  ce 
point  de  vue  :  le  Livre  de  MM.  Grâce  et  Young  semble  devoir 
répondre  au  désir  de  M.  Elliott.  Il  convient  d'ajouter  que  les 
auteurs,  tout  en  se  reportant  aux  sources  comme  il  convient,  n'ont 
nullement  fait  un  travail  de  compilation,  mais  bien  une  œuvre 
qui  se  suit  et  où  tout  se  tient. 

Les  cinq  premiers  Chapitres  aboutissent  à  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  Gordan  sur  le  nombre  fini  des  invariants  d'un 
système  de  n  formes  binaires  et  l'on  peut  dire  qu'ils  préparent 
cette  démonstration. 

La  notation  symbolique  est  introduite  dès  le  début,  et  l'on 
montre,  sur  une  suite  d'exemples,  comment  elle  permet  d'obtenir 
immédiatement  des  invariants  et  des  covariants.  On  démontre 
ensuite  comment  la  forme  trouvée  pour  les  expressions  symbo- 
liques de  ces  invariants  ou  covariants  convient  à  tous  les  inva- 
riants ou  covariants  :  une  démonstration  est  fondée  sur  les  pro- 
priétés de  l'opérateur  différentiel 

0^  d"- 


i>  = 


dxs.Oy.1        Ox.^dy^' 


une   autre  est  celle  même  que  l'on  doit  à  Clebsch.  Les  auteurs 

développent  ensuite  les  propriétés  fondamentales  des  polaires  cl 

Bull,  des  Sciences  matheni.,  2"  série,  l.  XXVIII.  (Mars  lyo/j.)  5 
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des  transvectants  (  Ueberscliiebungen),  les  procédés  que  l'on 
doit  à  M.  Gordan  pour  le  calcul  de  ces  dernières  expressions,  et 
consacrent  un  Chapitre  à  la  discussion  détaillée  des  invariants  et 
covariants  d'une  forme  binaire  d'ordre  i,  2,  3  ou  4,  de  manière 
à  montrer  que  l'on  a,  pour  chacune  de  ces  formes,  obtenu  le  sys- 
tème complet  de  ses  concomitants,  d'où  tous  les  autres  invariants 
ou  covariants  se  déduisent  rationnellement.  Le  Chapitre  suivant 
contient  la  troisième  preuve  donnée  par  M.  Gordan  de  l'important 
théorème  auquel  son  nom  restera  attaché  ;  on  notera  le  parti  que 
les  auteurs  ont  su  tirer,  pour  cette  exposition,  des  Mémoires  de 
M.  C.  Jordan  sur  la  théorie  des  invariants. 

La  méthode  de  M.  Gordan  est  ensuite  appliquée  à  la  forme  du 
cinquième  degré,  de  manière  à  obtenir  le  système  complet  et 
irréductible  de  ses  covaiùants. 

L'extension  du  théorème  de  M.  Gordan  aux  systèmes  de  formes 
binaires  est  à  peu  près  immédiate.  Les  auteurs  consacrent  quelques 
pages  à  la  détermination  des  systèmes  complets  dans  les  cas  les 
plus  simples. 

La  partie  purement  algébrique  de  leur  Livre  se  termine  par 
l'exposition  de  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Gordan  que 
l'on  doit  à  M.  Hilbert.  Cette  démonstration,  en  raison  de  sa  sim- 
plicité et  de  la  portée  du  lemme  qui  lui  sert  de  base,  ne  pouvait 
être  passée  sous  silence.  On  notera,  dans  le  Chapitre  où  elle  est 
exposée,  la  démonstration  que  M.  Gordan  a  donnée  de  ce  lemme 
dans  le  Journal  de  M.  Jordan  (1900). 

Les  sujets  qui  sont  traités  dans  le  reste  du  Livre  ont  un  grand 
intérêt  géométrique  ;  ce  sont  d'abord  les  interprétations  directes 
des  formes  binaires  considérées  comme  représentant  des  systèmes 
de  points,  sur  une  droite,  sur  une  courbe  rationnelle,  ou  encore 
dans  le  plan,  quand  on  regarde  la  variable  comme  complexe;  c'est 
ensuite  la  théorie  de  l'apolaritc  pour  les  formes  binaires,  et  ses 
applications  aux  coniques,  aux  cubiques  planes  rationnelles,  aux 
cubiques  gauches,  aux  quartiques  rationnelles,  etc. 

Deux  Chapitres  sont  consacrés  aux    formes   ternaires  ;   on   y 

trouvera  en  particulier  le  système  complet  l'clatif  à  deux  formes 

quadratiques.  La  théorie  de  l'apolarité  est  reprise  pour  les  formes 

ternaires.  Les  auteurs  traitent  ensuite  des  types  de  covariants,  en 

regardant  comme  appartenant  au  même  type  que  le  covariant  4> 
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simultané  de  deux  formes  binaires 

(Ao,  A,,  ...,  A„)(a-,,a7,)«, 
(Bo,  B,,  ...,n„)(xt,x.,)", 

tous  ceux  qui  s'en  déduisent  par  l'opération 

.      à  à  à 

Enfin  le  dernier  Chapitre  se  rapporte  à  d'intéressantes  rela- 
tions entre  les  théories  précédemment  développées  et  la  théorie 
des  groupes  finis  de  substitutions  ;  on  y  notera  divers  résultais 
antérieurement  publiés  par  M.  Young. 

Quatre  appendices  terminent  l'Ouvrage  ;  le  premier  concerne 
la  théorie  chimico-al gébrique ,  le  second  le  théorème  de  Wronski 
et  l'application  des  transvectants  aux  équations  différentielles,  le 
troisième  une  nouvelle  démonstration  d'un  théorème  de  M.  Jordan 
dont  les  auteurs  avaient  montré  l'importance  dans  les  études 
préliminaires  à  la  démonstration  de  théorème  de  M.  Gordan  ;  le 
dernier  enfin  à  d'intéressants  résultats  obtenus  par  M.  Grâce  dans 
la  théorie  des  perpétuants.  J.  T. 


GASTELNUOVO  (G.)-  —  Lezioni  di  Geometria  analitica  e  projeïtiva. 
Volume  I.  Forme  di  prima  specie.  Geometria  analitica  del  piano.  Curve 
DI  SECOND  ORDiNE.  i  vol.  in-8°  ;  vii-507  pages.  Roma-Milano,  Sociela  édi- 
trice Danie  Aliylueri  di  Albrighi.  Segati  et  C'°,  1904. 

Le  Livre  de  M.  Castelnuovo  est  un  livre  élémentaire,  mais  il 
a  été  conçu  et  rédigé  par  un  savant:  il  intéressera  donc  d'autres 
lecteurs  que  les  étudiants  pour  lesquels  il  a  été  spécialement 
écrit,  et  ceux-ci  ne  seront  pas  les  seuls  à  être  reconnaissants 
à  l'auteur  de  la  peine  qu'il  s'est  donnée. 

Ces  leçons  de  Géométrie  sont  le  résultat  de  la  fusion  en  un  seul 
cours,  à  l'Université  de  Rome,  des  cours  traditionnels  de  Géomé- 
trie projective  synthétique  et  de  Géométrie  analvtique,  fusion  que 
recommandait  déjà  Cremona  :  elles  s'adressent  à  un  public  d'élu- 
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diautsqui,  jjour  la  plupart,  se  destinent  à  être  ingénieurs.  Dans 
ces  conditions,  les  quelques  raisons  qu'on  peut  faire  valoir  contre 
la  fusion  des  deux  enseignements  tombent  d'elles-mêmes.  Ces 
raisons,  après  tout,  se  réduisent  à  un  certain  goût  pour  la  pureté 
des  doctrines  :  un  pareil  goût  est  le  fait  de  gens  distingués  qui, 
pour  mieux  les  savourer,  veulent  boire  dans  des  verres  séparés 
les  vins  qui  ne  sortent  pas  de  la  même  bouteille;  sans  trop  s'em- 
barrasser de  ce  goût  raffiné,  M.  Castelnuovo  cherche  cependant  à 
l'éveiller  chez  son  lecteur;  tout  en  mélangeant  le  métrique  et  lepro- 
jeclif,  il  montre  qu'il  est  possible  et  préférable  de  les  séparer  et,  par 
exemple,  après  avoir  fait  reposer,  pour  les  formes  géométriques  de 
première  espèce,  la  définition  de  la  projectivité  sur  l'égalité  du 
rapport  anharmonique  de  quatre  éléments  et  des  éléments  corres- 
pondants, il  démontre  le  théorème  de  von  Staudt  d'après  lequel  une 
correspondance  biunivoque  entre  deux  formes  de  première  espèce, 
pour  laquelle  à  tout  groupe  harmonique  de  l'une  des  formes  cor- 
respond un  groupe  harmonique  de  l'autre,  est  une  projectivité  ;  la 
portée  de  ce  théorème,  dool  la  démonstration  est  d'ailleurs  fort 
simple  et  élégante,  apparaît  nettement,  parce  que  l'auteur  a  fait 
ressortir  auparavant  le  caractère  graphique  que  l'on  peut  donnera 
la  définition  d'un  groupe  harmonique  :  il  lui  permettra  plus  tard 
de  donner  de  la  projectivité  entre  deux  formes  de  seconde  espèce, 
de  la  coUinéation  entre  deux  plans  par  exemple,  une  définition 
purement  graphique,  et  d'établir  que  la  correspondance  ainsi 
définie  entre  les  éléments  de  deux  droites  de  deux  plans  est  une 
projectivité.  Cette  méthode,  où  le  maître  se  préoccupe  d'abord  de 
donner  à  tous  ses  élèves  un  enseignement  aussi  facile  qu'il  est  pos- 
sible, et  saisit  les  occasions  d'éveiller  chez  les  meilleurs  la  réflexion 
jihilosophique  et  la  curiosité  de  la  Science,  me  semble  un  excellent 
procédé  de  culture,  qui  assure  l'abondance  et  la  qualité  de  la 
moisson. 

Les  leçons  de  M.  Castelnuovo  s'ouvrent  par  une  introduction 
où  sont  définies  tout  d'abord  les  formes  géométriques  des  diverses 
espèces,  au  sens  de  Steiner,  et  exposées  plusieurs  notions  fonda- 
mentales. On  y  trouvera,  en  particulier,  quelques  pages  sur  les 
éléments  impropres  (point  à  l'infini  dans  une  direction,  droite 
de  l'inlini  dans  un  plan,  etc.),  où  l'introduction  de  ces  éléments 
est  justifiée  par  la  cohérence  qu'elle  permet  dans  le  langage  géo- 
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métrique,  qui  ne  semblent  pas  pouvoir  être  rédigées  d'une  façon 
plus  courte  et  plus  claire  ;  j'en  dirai  autant  de  ce  qui  concerne  le 
principe  de  dualité. 

Le  Livre  est  divisé  en  trois  Parties  :  les  formes  de  première 
espèce,  la  Géométrie  analytique  du  plan,  les  courbes  du  second 
ordre. 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  traite  d'abord  des  systèmes  de 
coordonnées  pour  une  forme  de  première  espèce;  on  notera  le 
soin  avec  lequel  il  a,  tout  d'abord,  mis  en  évidence  les  postulats 
fondamentaux,  la  façon  dont  est  présentée  la  notion  du  rapport 
anharmonique,  la  construction  au  moyen  de  la  règle  de  tout  point 
d'une  droite  dont  l'abscisse  est  rationnelle,  et  cela  par  des  con- 
structions de  quatrièmes  harmoniques,  etc.  J'ai  déjà  parlé  plus  liant 
de  la  façon  dont  est  définie  la  projectivité  entre  deux  formes  de 
première  espèce;  l'auteur  ne  manquera  pas  de  remarquer  qu'une 
telle  projectivité  peut  s'obtenir  au  moven  d'une  suite  de  pro- 
jections et  de  sections.  Un  Chapitre  est  consacré  à  l'involution; 
je  crois  inutile  d'insister  sur  l'art  avec  lequel  sont  traitées  toutes 
les  constructions. 

A  propos  des  éléments  imaginaires,  M.  Castelnuovo  signale  la 
façon  dont  ils  peuvent  être  définis  d'après  von  Standt  :  un  point 
imaginaire  peut,  par  exemple,  être  défini  par  uneinvolution  sur  une 
droite  réelle  et  un  sens  cboisi  sur  cette  droite,  et  cette  conception 
permet,  à  son  tour,  de  définir  ce  qu'il  faut  entendre,  par  exemple, 
par  la  droite  qui  joint  un  point  réel  à  un  point  imaginaire.  Les 
brèves  indications  que  donne  l'auteur  sur  ce  sujet  suffisent  sans 
doute  à  faire  pressentir  au  lecteur  réfléchi  les  difficultés  (pie  pré- 
sente une  introduction  claire  etrigoureuse  des  éléments  imaginaires 
dans  la  pure  Géométrie,  qui  y  répugne  quelque  peu.  Mais,  étant 
donné  le  caractère  vraiment  philosophique  de  son  Livre,  je  ne  puis 
m'cmpècher  de  penser  que  M.  Castelnuovo  aurait  pu  insister 
davantage  sur  ces  difficultés,  même  sans  les  lever.  La  pratique  des 
examens  m'a  convaincu,  pour  ma  part,  que  l'emploi  des  éléments 
imaginaires  en  Géométrie  sert  surtout  à  donner  aux  gens  cette 
opinion  qu'un  raisonnement  absurde,  fait  suivant  certains  modèles, 
conduit  à  la  vérité,  et  je  crois  cette  opinion  dangereuse,  même  en 
dehors  des  Mathématiques.  La  plupart  des  étudiants,  tout  en 
maniant  avec   prestesse  les    éléments  imaginaires,   sa   bornent    à 
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parlei'  de  ces  élémenls  comme  s'ils  étaient  réels  et  ne  se  préoc- 
cupent pas  d'autre  chose.  Aussi  bien,  dans  l'ordre  adopté  par 
M.  Castelnuovo,  me  semblerait-il  naturel  de  renvoyer  à  la  Géomé- 
trie analytique  l'introduction  des  éléments  imaginaires;  là,  les 
nombres,  les  formes  et  les  équations  sur  lesquels  on  opère  con- 
servent une  signification  précise  :  encore  conviendrait-il  d'insister 
sur  ce  fait  que  les  propriétés  des  éléments  imaginaires  que  l'on 
traduit  par  un  langage  géométrique  ne  dépendent  pas  du  choix  des 
coordonnées,  et  que  c'est  précisément  parce  qu'elles  ne  dépendent 
pas  de  ces  coordonnées  qu'elles  sont  susceptibles  d'être  traduites 
dans  un  langage  géométrique  :  ainsi,  j'ai  été  quelque  peu  désap- 
pointé en  voyant  que  ^l.  Castelnuovo  définissait  les  droites  iso- 
tropes avant  même  d'avoir  parlé  de  la  transformation  des  coor- 
données. Je  demande  pardon  à  l'éminent  géomètre  de  ces  critiques 
de  détail,  que  la  rare  qualité  de  son  Livre  m'adonne  le  courage  de 
formuler  :  les  gens  dont  le  métier  est  de  réfléchir  sur  les  matières 
de  l'enseignement  sont,  de  temps  en  temps,  tourmentés  par  des 
idées  fixes,  dont  ils  essaient  de  se  soulager  en  les  exprimant  : 
voilà  qui  est  fait. 

Trois  Chapitres  sont  consacrés  aux  éléments  de  Géométrie 
analytique;  ils  se  terminent  par  l'étude  de  quelques  courbes  par- 
ticulières, algébriques  ou  transcendantes,  et  suffisent  à  donner  au 
lecteur  le  sens  des  méthodes,  ce  qui  est  l'essentiel.  Un  important 
Chapitre,  dont  j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  dire  un  mot,  se  rapporte 
à  la  projectivité  de  deux  formes  géométriques  de  seconde  espèce, 
en  particulier  à  la  coUinéation  de  deux  plans. 

Enfin,  les  principales  propriétés  des  coniques  sont  exposées 
dans  six  Chapitres,  d'une  lecture  intéressante  et  facile. 

Le  lecteur  sera  heureux  de  retrouver  dans  ces  Leçons  de  Géo- 
métrie le  bel  article  (')  sur  la  résolution  des  problèmes  de  Géo- 
métrie que  M.  Castelnuovo  avait  écrit  jadis  pour  le  recueil  que 
M.  Euriques  a  publié  sous  le  titre  Questioni  riguardanti  la 
Geoinelria  elementare. 

Enfin,  il  importe  de  signaler  le  nombre  et  l'intérêt  des  exercices 
dont  ^L  (castelnuovo  a  enrichi  les  leçons,  le  soin  avec  lequel  ils 
sont  gradués  :   queU[ucs-uns  sont  de  simples  exercices,  dans  le 

(')  Voir  Jhillrtin.  t.  \\IV,   lyoo,  p.  170. 


COMPTES  IIENDUS  ET  ANALYSES.  71 

sens  strict  du  mot  ;  d'autres  sont  destinés  à  augmenter  les  connais- 
sances du  lecteur,  s'il  veut  faire  un  effort  dont  il  est  assurémeut 
capable,  au  point  où  l'a  mené  raiiteiir;  l'intérêt  de  ces  exercices 
est  augmenté  par  les  nombreux  renseignements  historiques  dont 
ils  sont  accompagnés.  J.  T. 


NIELSEN  (NiELs).   —   Handbuch  der  Théorie  der   Cylinderfunktionen. 
I  vol.  in-8,  xvi-408  pages.  Leipzig,  Teubner,  1904. 


Il  semble,  à  une  époque  où  les  Mathématiques  se  sont  singu- 
lièrement développées  dans  le  sens  de  la  généralité  et  de  l'abstrac- 
tion, qu'un  Livre  consacré  à  des  fonctions  spéciales  offre  quelque 
chose  de  reposant.  Ceux  qui  aiment  les  propositions  précises,  les 
formules  élégantes,  les  belles  identités,  et  les  propriétés  qui,  sans 
doute,  sont  particulières,  mais  dont  l'intérêt  est  dans  leur  parti- 
cularité même  et  dans  la  façon  dont  elles  caractérisent  les  fonc- 
tions individuelles  qui  les  possèdent,  liront  avec  plaisir  le  Livre 
de  ^L  Niels  Nielsen.  Au  reste,  il  faut  reconnaître  que  les  fonctions 
qu'il  a  choisies,  pour  en  retracer  l'histoire,  sont  particulièrement 
riches,  et  qu'il  a  notablement  contribué  à  révéler  cette  richesse. 
Beaucoup  des  propriétés  que  contient  ce  manuel  sont  nouvelles, 
et  les  nombreuses  propriétés  que  l'on  connaissait  déjà  sont  établies, 
généralisées,  rattachées  entre  elles  d'une  façon  qui  appartient  à 
l'auteur.  Une  longue  liste  de  Mémoires,  qui  ne  tient  j^as  moins  de 
seize  pages  et  qui  contient  plus  de  cent  cinquante  noms,  montre, 
à  la  fin  du  Livre,  combien  la  matière  a  déjà  été  ouvrée,  et  quels 
services  les  outils  qu'on  en  a  tirés  ont  déjà  rendus  en  Astronomie 
ou  en  Physique  mathématique. 

L'auteur  développe  successivement  les  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  cylindriques,  des  intégrales  définies  où  elles 
figurent,  les  développements  en  séries  de  fonctions  cylindriques 
des  fonctions  analytiques  ou  des  fonctions  arbitraires. 

Bien  que  ce  Livre  soit  consacrt''  à  des  propriétés  et  à  des  fonc- 
tions jiarticulières,  c'est  sous  la  forme  la  plus  générale,  et  à  la 
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lumière  de  principes  généraux,  que  l'auteur  développe  les  unes  et 
étudie  les  autres.  Son  exposition  y  gagne  en  intérêt  et  en  simpli- 
cité. J.  T. 


BURKHARDT  (H.)-  —  EiNFLHRU.XG  IN   DIE  TlIEOUIE  DER  AXALYTISCIIEX  FlNK- 

TioxEN  EiNER  COMPLEXEN  Ver ANDERLiCHEX.  ZweitB,  durchgeseheiie  und 
teilweise  umgearbeitete  Auflage.  Mit  zahlreicheii  Figuren  im  Text.  i  vol. 
in-8",  xri-224  pages.  Leipzig,  v.  Veit;  igoS. 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  seconde  édition  de  cet 
excellent  Livre,  cotirtet  pratique.  La  première  remonte  à  189-  ('). 
Celle-ci  est  améliorée  sur  quelques  points.  Bien  que  l'auteur 
reste  fidèle,  dans  son  exposition,  à  la  doctrine  de  Weierstrass,  il 
donne  à  la  conception  de  Cauchj  sur  les  intégrales  prises  entre 
des  variables  imaginaires  une  place  importante,  et  il  ne  pouvait 
manquer  de  profiter  des  travaux  récents  qui  ont  montré  comment 
cette  conception  supposait  seulement  l'existence  de  la  dérivée  de 
la  fonction  à  intégrer.  En  adoptant  la  démonstration  dont  le  prin- 
cipe essentiel  est  dû  à  M.  Gouisat,  il  n'avait  plus  besoin  de  la  con- 
sidération des  intégrales  doubles;  ce  qui  lui  permettait  de  simpli- 
fier le  chapitre  où  il  avait  rappelé  (sans  démonstration)  la  suite 
des  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle 
que  le  lecteur  doit  avoir  présentes  à  l'esprit  pour  bien  com- 
prendre son  Livre.  D'un  autre  côté,  la  plupart  de  ces  propo- 
sitions ayant  été  établies  dans  son  Algebraische  ylnalysis , 
M.  Bui'khardt  a  été  amené  à  remanier  complètement  cette  partie 
de  son  Livre,  où  les  démonstrations  figurent  mainlcnatit. 

.1.  T. 


1  Voir  niillctin,  t.  X\I,  p.   1-9. 
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CAMPBELL  (L-E.).  —  Introductory  treatise  on  Lie's  theory  of  fimtk 
coMixuous  TRANSFORMATION  GROLPS.  I  voL  in-8,  xx-4i6  pagcs.  Oxfoi'd, 
Clareadon  Press,  igoS. 


Le  litre  même  du  Livre  de  M.  Campbell  dit  assez  son  utilité  et 
le  besoin  auquel  il  répond  :  les  Ouvrages  rédigés  par  Sophus  Lie 
lui-même,  ou  sous  son  inspiration  directe  par  M.  Engels  et 
M.  Scheffers,  si  admirables  qu'ils  soient,  sont  de  dimensions  (')  à 
efTrayer  un  lecteur  inexpérimenté;  celui-ci  a  besoin  d'un  guide 
pour  s'orienter  dans  ces  régions  nouvelles;  c'est  ce  guide  qu'a 
voulu  fournir  M.  Campbell;  après  avoir  étudié  son  Livre,  les 
étudiants  pourront  recourir  sans  crainte  aux  Ouvrages  et  aux 
Mémoires  originaux;  ils  se  trouveront  sur  un  terrain  connu. 
Voici,  d'après  M.  Campbell  lui-même,  l'ordre  de  l'exposition  : 
Le  premier  Chapitre  a  le  caractère  d'une  Introduction  ;  on  s'y 
efforce  de  donner  au  lecteur  une  idée  générale  de  la  théorie  des 
groupes.  Le  second  contient  des  illustrations  élémentaires  du 
principe  de  l'extension  des  transformations  ponctuelles.  Les  théo- 
rèmes fondamentaux  de  la  théorie  des  groupes  sont  exposés  dans 
les  Chapitres  III-V.  Dans  les  Chapitres  VI  et  VII  on  applique 
cette  théorie  aux  systèmes  complets  d'équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  On  s'occupe,  dans  le  Cha- 
pitre VIII,  des  invariants  associés  aux  groupes;  dans  le  Cha- 
pitre IX,  de  la  division  des  groupes  en  classes;  puis,  dans  le 
Chapitre  X,  de  la  condition  pour  que  deux  groupes  puissent  être 
transformés  l'un  dans  l'autre,  et,  dans  le  Chapitre  suivant,  de 
l'isomorphisme.  Les  Chapitres  XII  et  XIII  concernent  la  forma- 
tion d'un  groupe  lorsqu'on  connaît  les  constantes  de  structure.  Le 
Chapitre  XIV  traite  de  l'équation  de  Pfaff  et  des  intégrales  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles,  non  linéaire,  du  premier  ordre. 
Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux  systèmes  com[)lels  de  fonc- 
tions homogènes.  La  théorie  des  transformations  de  contact  est 
développée  dans  les  Chapitres  XVI-XIX  ;  celle  des  invariants  dif- 

(')  Sauf,  toutefois,  les  /JiJfere/iiial-G/eic/iuiigen  de  .M.  SclielTors. 
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fércntiels,  dans  le  Chapitre  suivant.  Dans  les  Chapitres  XXI- 
XXIV,  on  montre  que,  lorsque  le  nombre  de  variables  ne  dépasse 
pas  trois,  tous  les  types  de  groupes  peuvent  être  obtenus.  Enfin, 
dans  le  Chapitre  XXV,  l'auteur  étudie  les  relations  entre  les  sys- 
tèmes de  nombres  complexes  et  certains  groupes  linéaires. 

Ce  résumé,  si  sec  qu'il  soit,  suffira  pour  montrer  au  lecteur 
combien  la  matière  est  riche.  Les  nombreux  exemples  traités  par 
M.  Campbell,  la  traduction,  dans  le  langage  géométrique,  des 
théories  abstraites,  ne  pourront  manquer  d'intéresser  le  lecteur. 

J.  T. 


MELANGES. 


RECHERCHE  ANALYTIQUE  SUR  LA  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES 
ABÉLIENNES  DE  SECONDE  ESPÈCE; 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 
(  Suite  et  fin.) 

II. 

6.  Considérons  maintenant  les  intégrales  réductibles  de  seconde 
espèce  dépendant  des  radicaux  des  troisième,  sixième  et  qua- 
trième degrés. 

Voici  un  exemple  où  la  réduction  s'elTectuera  à  l'aide  de  la 
substitution  entière.  Soit  donnée 


/: 


dx 


f^ix  ->!-  a){x^-Jr  "i-bx  -ir  C)- 

11  faut  choisir  la  fonction  F(.r)  de  manière  que 

/,,.  r F(.r)r/.r 

J    i^ix -^  a){x'^^r- -.'.bx -\- c)^ 
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Posons 
(i5)  a-2-!-  l'xx  -^  ,3  =  Àp'(  ;/,  o,  ^3). 

Pour  déterminer  le  degré  k  de  la  fonctioa  F(j;),  posons  ^  =  co 
dans  (i4)  et  (i5),  nous  avons  alors 

De  l'équation  (i5)  nous  obtiendrons 

I    a-'^-i- -aar -^  3  =  X(p'(Ko) -^  («  —  «0)   p"  («0) 

(16)       <  -r-  -  Ut  —  «oj-p'"  («0) 

Aux  environs  du  point  de  ramification 

:r  -i-  «  =  o 
nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 

(  U  —  Ko  )^. 

Aux  environs  des  points  de  ramification 

nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 

(u  —  u'^)^. 

Pour  X  =  y:)  nous  avons  un  développement  avec  la  partie  prin- 
cipale 

3 

A  l'exception  de  ces  valeurs,  x  est  une  fonction  liolomorphe 
dans  toute  l'étendue  du  plan,  l'ar  cette  raison,  pour  les  valeurs 

X  ~  a  ^=  o,        x--\-  -i/fx  -T-  c  =  o, 

nous  devons  avoir 

p(«o)  =  o, 
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c'est-à-dire 

p"{uo)  =  o,        p"'(uo)  =  o,        p"(mo)^o; 

et  nous  avons 

(17J  X^-Jr-2'XX-i-  [i  =  \p'(Uo)  -i-         J    ^  (  f^  —  i<o)'p"'("o)-^--., 


P'(Mo)  =4-Xv/— ^3- 

De  l'équation  (i-)  nous  avons 


X--]-  -îxx  -h  s  —  À  y/—  ^3  =  2-2  _L.  2  6 a7  -T-  c. 

D'où  il  suit  que 

'ji  =  a  =  b,         p-^\^—,g-i=  «^         i  —  X  /—  ^3  =  c  ; 

pai'  conséquent 

|3  =  — - — ,  X/— ^3= — - — ,  X2a'-3  =  — -(a  — cj2. 

Comme  A=  ->  il  faut  prendre 

Fix)  =  l/7Ï^), 

f{x)  étant  une  fonction  rationnelle.  Désignons  par  (.r  —  ^o)^'  un 
facteur  de  la  fonction  J{.x)  et  admettons  que  x  —  ^j,  =  o  n'est  pas 
un  point  de  ramification.  De  l'équation  (i4)  nous  aurons  un  déve- 
loppement de  la  forme 

y  +  3 

et,  comme  x  —  Xq  doit  être  une  fonction  holomorphe  aux  environs 
du  point 

X  —  a"o  =  o, 
nous  devons  avoir 

V  =  —  •', 

X  .Tu  =   V>i^U  —  l'  )^  -f-  .  .  .  . 

Cette  égalité  est  impossible,  il  s'ensuit  que 

X  —  XoZ=  O 
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doit  être  un  point  de  i-amification.  En  posant 

Xo  =  —  a, 


nous  avons 


T       >  4 

:r  —  ô  -+-  I  =  n  '  7  =  2. 


Admettant  maintenant  que  ^o   est  une  racine  quelconque  de 
l'équation 

nous  devons  avoir 

Y  o  7. 

o  j  6 

Par  conséquent 

y(a7)  =  (a?  +  a)-iT- -h  ibx  -r-  c); 
donc 

(i8)  /  t/    ,    '"^  ~  ''         dx  =  ?  r(»,  -g-o,  ^"-3). 

7.  Donnons  encore  un  exemple.  Soit  donnée 

r  dx 

J    \/{x--ir  •2ax  -i-  b){x'^^  2rx  -h  s)- 

Il  faut  choisir  F(^)  de  telle  façon  que 

r  F(x)dx  .^  , 

J     ^{x--^  2.ax  ~-  b){x--h  -irx  —  s  )- 

L'équation  (19)  nous  montre  que,  aux  environs  de  chacun  des 

points 

x--h  irx  -+-5  =  0, 

nous  aurons  un  développement  de  x  avec  la  partie  principale  ii^ . 
Pour  cette  raison  nous  poserons 

20)  -^-. — ^  ==>^P  («,  o,  ^3)• 

De  l'équation  (19)  on  voit  que,  aux  environs  des  points 
x"-  -T-  lax  -\-  b  =■  o^ 

nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 

(a  — cr'. 
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L'équation  (20)  nous  donne 

— ^  ^\p'ii^)^,^iu  —  v)p"(v)-i {u  —  v^p  (v)-^.. 

x--^  irx  -^  s  T  \    /  ,    .^ 

11  est  clair  que,  aux  environs  des  points 

X-  +  lax  -t-  b  =^  o, 
nous  devons  avoir 

p((^)  =  o,      p"(p)  =  6pnp)  =  0,      p"'(p)  =  i2p(p)p'(p)  =  0; 

p'(t>)  =±  y/— ^3,  p"(i^.)7^0. 

En  désignant 

nous  obtiendrons 

a  -H  /(/■  '6  -\-  hs 

i-+-  h  i-\-  h 

a  —  hr  B  —  hs 

X--+-  2  ■ ~T-^  ■+- 7-   =  (X  —  X.2)-, 

I  —  h  I  —  h 

(x  —  Xi)(x  —  ^"2)  =  X--+-  iLax  -\-  b. 

Par  conséquent 

a-h  hr        a  —  h?- 

ia, 


I  -t-  /?-  I  —  h 


=  b. 


T—  /i2 

En  outre 

(a  —  hrf-=  (i^  ^)(r'  —  /")• 
On  peut  présenter  ces  équations  de  la  manièi-e  suivante 

1°  a  —  h-  /•  =  «(!  —  k-)^ 

1°  2  a  /•  =  [î  +  5, 

St,"  %-^~  h^r'-=  b(i  —  h'-y, 

d'où  il  suil  que 

(I)  b  +  s  =  -iar,         A2=fiZ:_^,  ,_/,2^^  — '^ 

a  —  /• 

(II)  (a-r)^==^^"-^'^^-^-^ 

a  —  /• 

/■  — «  (/•  —  «)- 


a 

—  /• 

a/' 

— 

■  s 

a 

— 

r' 

b 

— 

a- 
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Enfin,  faisant  x  ^  ce  dans  l'équation  (20),  nous  trouvons 

Ap'  u  =  i,         2  (  a  —  a)  =  —  6  X  p2  (  a  )  ; 

d'où  il  suit  que 

33  1 


2*  (  /•  —  a)  (  r-  —  s) 
Par  conséquent 

(a — r)x--:-  H  ar  —  s)T^br  —  as  _  3^       p'(«<,  o,  ^3) 


X- -i- -2  r  ce -i- s  2.*  (/•  —  ci){r-  —  s) 

Il  est  facile  de  prouver  : 
i"  Que  le  degré  de  F (x)  est 

Â:  =  2  ; 

2"  Que 

F(x)  =  V7ï^), 

où /(x)  est  une  fonction  rationnelle; 

3°  Que  /{x)  peut  renfermer  seulement  des  facteurs  (a:  —  -Co)°' 
pour  lesquels  p(^Uo)  =  o,  c'est-à-dire  des  facteurs 

(a)  {x--h  2ax  -^  b), 

(b)  (x^-^  irx  -h  s  ). 

Si  f{x)  renferme  un  facteur  (x  —  Xoy  du  polynôme  («),  nous 
avons 

y  —  I  4 

Si  J{x)  renferme  un  facteur  (x  —  .&'(,)'  du  polynôme  (6),  nous 

avons 

i  —  2 

— 1-1  =  2,        i  =  r. 

donc 


j  y/^2__a--  ■  -  ^^^  =  Ar(«,  o,  ^3), 


2  ra"  -(-  5 

b  -^  s  =■  lar 


A  est  un  facteur  constant,  facile  à  déterminer. 

8.    Considérons  maintenant  les  intégrales  dépendant  des  radi- 
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eaux  du  sixième  degré.  Soit  donnée  l'intégrale 

cLr 


f 


\/{x  —  a)'*{x  —  byHx--r-  1.CX  -i-  e/' 
Il  l'iiul  ehoisir  F(->f)  de  telle  manière  que 


V (x)  dx 


Au  voisinage  du  point  de  ramification 

X  —  a  =  o 


\t(u,  o,  ^3). 


nous  avons  un  développement  avec  la   partie  principale  11^  ;  par 
cette  raison  supposons 

f{x)  étant  nu  polynôme.  Nous  avons 
f(x) 


^  ^  A    p(;/o)  -^{ii  —  «u)  J)'("o)+  -  ("  —  "o)-p"("o)  -^-  • 
{X  —  «)•*  \  2 

Aux  environs  du  point  de  ramificalion 

X  —  6  =  0 

nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 

3 
{u  —  uo)-  ; 

par  conséquent,  prenons 

p(«o)  =  o,        f{x)  =  {x  —  bf\ 


alors 

(21) 


(^)'=>>P^^«'°-"3). 


Aux  environs  des  points  de  ramification 
x'^-{-icx-T-e  =  o 

nous  avons  un  développement  avec  la  partie  princqiale 
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Par  conséquent,  en  pren;int 


p'(uo)  =  o,         Xp3(ao)  =  7Ai?3=  A, 

4 


nous  aurons 


—   -  X^3=    -p-(«o)P    («0)(«—  "o)*-^- 

\  .r  —  a  /  4  2 

d'où  il  suit  que 

ah  —  b           b-  —  a-  h 
x-  -^  2 j—x  -. 'i —  ^  x'--\-  "iCX  ^r-  e, 

^7 


I  —  h 

1  - 

-h         -•" 

ah  —  b 

b^-a-^h 

.-h      -'• 

i-h 

h    =    ^'. 
4 

.^3 

b  —c 
a  -^  c 

e  ^  —  (  ab  -h  bc  -t-  ac  ). 

Pour   ^  =  oc    nous    aurons   un    développement    avec    la    partie 

principale 

(u  —  v)-K 

D'autre  part,  l'équation  (21)  nous  donne 
(2-i)  i-i-2(a  —  b) r-.  .  .  =  X[pp -H  (m  —  f  )  p'c  J-. .  .]3; 

par  conséquent 

Xp3(v;)  =1,         r/.p'-(i>)p'(i.')  =  2(6  — a): 

d'où 

39 


x  = 


{a  —  b)^{a^c)^' 
par  conséquent 


De  l'équation 

F( X  )  dx 


f 


\/i,  X  —  a )'* {  X  —  b  )-  {x'^  -¥-  2 r X  ■ 


Ar(a,  o,  g-j) 


e  )■' 


nous  aurons,  pour  j^  =  oc,   un  développement  avec  la  partie  prin- 
cipale 

1 
(u  —  V)''  -  \ 

Bull .  des  Sc/ences  niat/iém.,  2' iérit,  l.  WVIII.  (Mars  1904.) 
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Â- étant  le  degré  de  la  lonclion  F(^).  D'autre  part,  l'équation  (22) 
nous  donne  un  dévelo|)pem('nt  avec  la  partie  principale 

donc 

A-  =  o. 

L'équation  (21J  nous    montre   que   x  est   une    fonction    holo- 
morphe  de  a  dans  toute   l'étendue  du   plan,  sauf  un   se(d   point 

X  —  6  =  0, 
pour  lequel  nous  avons 

En  posant  que  F(^)  renferme  le  facteur  [^x  —  bf  nous  devons 

avoir 

I  4  .       i. 

En  posant  que  P (x)  renferme  le  facteur  (x  —  «)'',  nous  aurons 
.,2  I  ,2 

l  —  —  -<-!= ;  }  i  =  —  -• 

Posons  enfin  que  F(j:)  renferme  (x-+  2cx  +  e)'";  alors 
Par  conséquent 

/"_!-.y I^^ZÈI ,d.r=At(u,o.s,,, 

J    x  —  a\/    {X  —  af-(x^--\--icx -¥■  ef  '^    '     '  *'^'" 

A  étant  une  constante,  facile  à  déterminer. 


i h  1  =  -  j  i   =  o. 

2  2 


9.    Soit  donnée  l'intéiirale 


/; 


dx 


\/{x  —  a){x  —  b)^{x  —  cY^x^ 
[l  faut  choisir  P {x)  de  telle  sorte  que 
F{x)dx 


f 


{/(x  —  a){x  —  bf{x—  c)^x^ 


=  A^(  «,    ^^2,   o). 
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Aux  environs   du  point  j^  —  a  =  o  nous  avons  un  développe- 
lent  de  x  avec  la  partie  principale 


i^ar  cette  raison,  supposons 

/'(.r)  étant  un  pohnome.  Nous  avons 

f(x)  I  I  '2 

--^^— ^  =\{y{  Uy,  )  —  (II  —  uojp'dlo)  -i-  -  (  "  —  «o-j-  p"  (  Mo  )  H- .  .  .  )    . 

Au  voisinage  du   point  a:  —  b  ^^  o   nous   avons   un  développe- 
ment avec  la  partie  principale 

{U  —   Mo.)*- 

D'autre  part,   si  nous   prenons 

p(  Mo)  =  O, 

il  vient 

p'(Woj=:0.  p"(Mo)5^0. 

et  alors 

/"'  ^  )  .  ^ 

,— ■ -,     =    {U    —    Uy,  )*    <1>  (    M   ), 

(x  —  a)-^ 
^i^[u)  étant  une  fonction  holomorphe,  et 

*(Mg)    5^0. 

Pour  cette  raison 

/{T)  =  {X—  b)fi(x), 

f\(x)  étant  un  poljnome.  Au  voisinage  du  point  x  —  c  =  o 
nous  devons  avoir  un  développement  de  x  avec  la  partie  princi- 
pale 

iu  —  Mo)-; 

ou  peut  donc  prendre 

p(Mo)=0,  p'(Mo)=;0,  p''(Mo)?^0, 

f^{x)  =  (>•  — c)-'; 
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el  alors  nous  avons 

/   ^  .  (^  —  b)(x — c  )^       ^     „ 

(23)  <l(X)=   : =lp^-(u). 

Si,  dans  cette  équation,  nous  prenons 


il  viendra 


<l(x)  =  -X^o-h  (a  —  V)-  'Pli  u), 
4 


^i{u)  étant  une  fonction  holomorphe,  el 

*i(c)  ^  o. 
En  outre 

t}/(:ro) -+-  (OF  — .To)   il' (xo) 

(x  —  x,r-  ,  I, 

I.-2       '  4 

Il  est  Cacile  de  \oir  que 

<h'(0)y^-0, 

car  j:  =  o  est  un  point  de  ramification.  Il  s'ensuit  que 

(x  —  b )(x  —  c  y^  —  -  Igiix  —  a  f  =  T(  3:  —  a )'^, 
4 

a  étant  la  racine  de  l'équation 

<l'  (x)  =  o. 

Il  est  facile  de  prouver  que 

3  6c  —  ac  —  7.ab 

X  =  j • 

o  -H  2C  ^  3a 

Nous  avons 

,  2(ac  -h  lab  —  3bc)  _  a(3bc-—  a-b  —  la'^c) 

b -h  ic  —  3a         ~  a^ — bc-  ' 

on  lab -^  ac  —  36c  a-c 


{b -\- ic  —  3a)-        a^  —  bc- 
De  ces  équations  on  déduit  l'éf^alité  suivante 
ab  -\-  Sbc  —  4ac  =  o 


MÉLANGKS.  85 

qui  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  la  réductibilité 
de  notre  intégrale. 

De  l'équation  (20)   nous  avons,   pour   jC  =  x,    un   développe- 
ment de  la  forme 

i-h(3a  — 6  — 20 i-...=  Xp2(V)-|-  2I  p(  V  )  p' { i>  )(  a  — V  )-{-.. .; 

par  conséquent 

KpHv)  =  i,         (3a  — b  —  -202=  4X-^p2(i;)[4p3(p)_  o-,p((;)]. 

Il  s'ensuit  que 

a*(  a^ —  6c- )- 
À  = 


^•2 


a^{  b  -i-2.c  —  3a)* 
a^ bc- (b  -{-  ic  —  3a)* 


i^(  a*  —  bc^y^ 
Nous  avons 


/ 


¥{x)dx  _y, 


y(x^a)(x  —  bY{x  —  c  )- ar- 


X,(v)—  (u  —  v)   p(v^) 
i — Pft') 


De  ce  qui  précède  on  voit  que  x  est  une  fonction  holoniorphe 
de  II  dans  toute  l'étendue  du  plan,  sauf  un  seul  point  de  ramifica- 
tion X  —  (7  ^  o.  En  supposant  que  F(j7)  renferme  le  facteur 
(x  —  aV ^  nous  aurons 


I  3.3 

y  __  +  ,  =  _.,      y=-^ 

4  4  2 


De  même,  il  est  facile  de   voir  que  F(x)  renferme  (x  —  bY 
et(^x  —  c).   Et  comme  le  degré  de  F(x)  est  A"  =  o,  nous  aurons 

F<^)  =  \/ — u^a:f — 

Par  consé(|uent,  nous  aurons 


/   i  /  -T7 ■ — îi r-  (Ix  =  A  Ç (  K,  g.,,  o 

.  '    r  —  a  V    ^- ^ -2"  —  a)^(x  —  b) 

Sainl-Pétersbouii;,  17-30  décemlire  1908. 
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SUR  L'UNICITÉ  DE  LA  SOLUTION  SIMPLE  FONDAMENTALE  ET  DE  L'EX- 
PRESSION ASYMPTOTIQUE  DES  TEMPÉRATURES,  DANS  LE  PROBLÈME 
DU  REFROIDISSEMENT  : 

Par  m.  J.  BOUSSINESQ. 

1.  On  sait  comment  Fourier,  dans  le  problème  du  refroidisse- 
ment des  corps,  a  mis  l'expression  générale  de  leur  température  u 
sous  la  forme  d'une  série,  dont  les  termes,  dits  solutions  simples, 
sont,  chacun,  le  produit  d'une  constante  arbitraire,  changeante 
avec  l'état  initial,  par  un  facteur  U,  fonction  des  coordonm^es  x, 
y^  5,  et  par  une  exponentielle  décroissante,  e~'"^,  où  fli;iire  le 
temps  ^,ces  fonctions  Uet  les  coefficients  d'extinction  m  dépendant 
uniquement  de  la  configuration  ainsi  que  de  la  nature  du  corps, 
et  les  valeurs  de  m  étant  de  plus  en  plus  grandes  à  mesure  qu'on 
avance  dans  la  série.  D'ailleurs,  si  l'on  se  borne  aux  cas  effecti- 
vement traités  par  Fourier  et  ses  successeurs,  il  correspond  tou- 
jours, à  la  valeur  de  m  la  plus  petite,  une  fonction  U  unique  et 
de  même  signe  dans  tout  le  corps,  donnant  ainsi  une  solution 
simple  CV e~'"^,  dhe  fondamentale,  qui.  à  elle  seule,  sans  autre 
arbitraire  que  C,  exprime  la  température  asymplotiquement, 
c'est-à-dire  quand  le  temps  t  devient  très  grand  :  au  contnaire,  pour 
les  autres  valeurs  de  m,  le  facteur  U  change  de  signe  dans  l'inté- 
rieur du  corps  et  admet,  parfois,  plusieurs  formes,  ou  donne 
plusieurs  solutions  simples  comportant  tout  autant  de  constantes 
arbiliaires,  quoique  à  exponentielle  e^'"^  commune.  Après  un 
important  Mémoire  de  M.  Schwarz,  où  était  traitée  par  une 
minutieuse  et  profonde  analyse  la  question  tout  à  fait  analogue 
des  vibrations  transversales  d'une  membrane,  M.  Poincaré,  en 
observant  que  la  température  u  reste  indéfiniment  supérieure  à 
zéro  partout  lorsqu'elle  l'était  au  début,  a  fait  voir,  svnthétique- 
ment,  qu'une  telle  solution  simple,  à  signe  invariable,  existe, 
en  effet,  pour  tout  corps,  et  v  correspond  à  la  plus  prtiti"  valeur 
de  m.  D'autre  part,  M.  Picard  a  démontré,  dans  le  cas  d'une 
plaque  mince,  alhermane,  homogène  et  isotrope,  à  bases  imper- 
méables, ayant  son  contour  maintenu   à  la  tempéialuie  zéro,  que 
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deux  solutions  distincles,  pour  celle  valeur  de  m  la  plus  petite, 
sont  impossibles,  par  suite  de  ce  fait,  établi  au  moyen  d'une  déli- 
cate analyse,  que  Tenlèvement  d'une  fraction  quelconque  de  la 
plaque  ferait  croître  cette  valeur /;?  ;  car,  si  deux  solutions  simples 
étaient  possibles  pour  la  valeur  de  m  la  plus  petite,  l'une  d'elles 
devrait,  comme  on  sait,  changer  de  signe,  en  s' annulant,  sur  une 
certaine  surface  tracée  dans  le  corps,  suivant  laquelle  on  pourrait, 
dès  lors,  le  limiter  sans  faire  croître  m. 

Mais  une  démonstration  générale  et  simple  de  cette  unicité  de 
la  solution  fondamentale  paraissait  manquer  encore.  Je  me  pro- 
pose de  la  donner  ici,  pour  tout  corps,  hétérogène,  à  contexlure 
symétrique  (c'est-à-dire  admettant  un  potentiel  des  flux  de  cha- 
leur), et  à  surface  ou  intérieur  rayonnants.  Je  supposerai  même 
d'abord,  fonctions  non  seulement  de  x,  )',  z,  mais  aussi  du 
temps  t,  les  divers  coefficients  spécifiques,  savoir,  la  capacité  p, 
les  six  conductibilités  intérieures  a,  b,  c,  d,  e,  f,  la  conductibilité 
superficielle  k  et  le  pouvoir  rayonnant  X)  ('). 

il.    On  aura  comme  équation  indéfinie  du  problème 

d.pu        d¥  ^        dFy        f/F- 

^   '  dt  dx  dy  dz 

où  les  trois  flux  F^,  Fj,  F3  recevront  les  expressions 

I_,  du        .  du  du 

F-c-=3i-j--ht-j-^e-j-^ 
dx  dy  dz 

^         ^  du       ,   du         ,  du 
F,.  =  f  —  +b  -^-  -^d  — , 
I      ■  dx  dy  dz 

I  ^  du        ,  du  du 

I     ^Z—  ^—, 1-  d  -, h  c  -;-  ) 

\  dx  dy  dz 

et  où,  d'ailleurs,  par  suite  de  ce  fait  que  la  chaleur  traverse  les 


(')  Cette  hypotlièse,  de  propriétés  calorilujuc-s  variables  avec  le  temps,  ne 
serait,  peut-être,  guère  utile  dans  la  question  proprement  dite  du  refroidissement; 
mais  elle  est  indispensable  dans  des  problèmes  analogues  oITcrls  par  la  théorie  de 
Id  yUlration.  On  peut  voir,  à  ce  sujet,  au  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
aiipliquées  de  1904  (pages  '(9  et  63),  les  paragraphes  IX  et  X  de  mes  Reclierclies 
tlieoriques  sur  l'écoulement  des  nappes  d'eau  infiltrées  dans  le  sol  et  sur  le 
débit  des  sources;  une  Note  du  paragraphe  X  (page  69)  contient  l'indication  de 
la  démonstration  que  je  donne  ici. 
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surfaces  isothermes  en  allant  du  côlé  chuud  au  côté  froid,  le 
potentiel  des  flux  de  chaleur, 

I  /       du  du  du\ 

sera  un  polynôme,  homogène  en  -7- —  >  es^entieiienieiit positif  . 

Si  l'on  mène,  de  l'intérieur,  sous  la  surface  a-  du  corps,  une 
petite  normale  dn  à  un  élément  c/o-  quelconque,  et  que  cosa, 
cosjâ,  cosy  soient  les  trois  cosinus  directeurs  de  celle-ci,  le 
flux  F,i  de  chaleur  qui  pénétrera  du  dehors,  à  travers  û^t,  admettra, 
par  unités  d'aire  et  de  temps,  l'expression 

(4)  F,j=  F^  cosa -1- Fy  cosB -i- F;  COSY, 

et,  la  température  extérieure  restant  nulle,  l'on  aura,  si  A'  désigne 
la  conductibilité  superficielle  de  cet  élément  c/o-,  la  relation 
définie  spéciale 

(5)  F„  =  —  ku        (à  la  surface). 

Enfin  la  capacité  calorifique  0  sera  positive.  Quant  aux  deux 
coefficients  A',  A") ,  ils  le  seront  également  :  mais  les  démonstrations 
suivantes  subsisteraient   quand  même  ils   deviendraient  négatifs. 

III.  Rappelons  d'abord  comment  on  reconnaît  qu'il  existe, 
pour  «,  certaines  valeurs  à  signe  uniforme  dans  tout  le  corps  et 
invariable  de  ^  =  o  à  <  =  00,  positif  par  exemple,  ou,  en  d'autres 
termes,  des  valeurs  ne  s'annulant  nulle  part  dans  le  corps,  si  ce 
n'est  asymplotiquenient,  pour  t  infini.  Il  suffit,  à  cet  efl'et,  d'ima- 
giner que,  pour  ^  =  0,  la  température  m,  alors  arbitraire,  soit 
choisie  partout  positive.  Elle  ne  pourrait,  à  un  moment  donné,  . 
s'abaisser  jusqu'à  zéro,  au  point  du  corps  où  elle  descendrait  le 
plus,  sans  que  ce  point,  dès  lors  entouré  d'autres  plus  chauds,  ou 
de  surfaces  isothermes  à  températures  croissantes  de  l'une  à 
l'autre,  en  reçût  de  la  chaleur.  Le  produit  ou  serait  donc  en  train 
d'y  croître,  et  non  d'y  arriver  à  zéro.  Le  raisonnement  s'applique 
même  au  cas  où  le  point  du  corps  le  plus  refroidi,  et  censé  ainsi 
atteindre  au  zéro,  appartiendrait  à  la  superficie  a-,  ou  ne  serait 
plus,  par  suite,  entouré  complètement  de  surfaces  isothermes  à 
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températures  croissantes;  car,  du  coié  du  dehors  où  ces  surHuîes 
se  trouveraient  interrompues,  aucune  perte  de  chaleur  ne  pour- 
rait se  produire  (quel  que  fût  le  signe  de  k),  puisque  la  tempé- 
rature extérieure  C'^t  consiamment  nulle. 

Nous  a\)pe\\e\oas  fondamentale,  et  nous  représenterons  par  «', 
une  telle  solution  du  système  (i)  et  (o),  continue  et  différente  de 
zéro  (positive  par  exemple)  dans  tout  le  corps.  Le  c|uolient  de 
toute  autre  solution,  //,  parcelle-là  11',  sera  donc  une  tbnction  ç 
de  X,  v,  z-^  t  partout  furie  et  continue  comme  u'  et  u  eux- 
mêmes,  contiairement  à  ce  cjui  arriverait  si  u  n'était  pas  une 
solution  fondamentale  et  que,  par  suite,  v  devînt  infini  sur  les 
surfaces  intérieures  où  u'  s'annulerait. 

IV.  Cela  posé,  appelons  F'^,,  F„,  F^,  cp',  F',,  ce  <|ue  deviennent 
Fjr,  ¥y,  Fs,  i,  F,,  quand  on  y  remplace  u  par  «' ;  puis  retran- 
chons, des  deux  relations  (1)  et  (5)  multi|)liées  par  w',  les  rela- 
tions analogues  en  u' ,  multipliées  par  u.  Si  l'on  observe  que,  vu 
la  manière  dont  se  présente  deux  fois,  dans  (2),  chacune  des  con- 
ductibilités indirectes  d,  e,  f,  l'on  a  identiquement 

du  du 

•  dy  dz 


(6)            F./;' -.F,^"'    :    F 
dx           •'  dy 

du         .,,    du 

Z  -T-    =    ^  X   -, i- 

dz           ^  dx 

il  viendra 

/    ,du            du\ 

(7)     '              d(u'V\—u¥',) 
m'F„—  u¥'n  =  0 

d{u'Fy—  uF'y) 
dy 

(à  la  surface). 

diu'F.—  uF'.) 
dz 


Or,  introduisons,  au  lieu  de  «,  dans  les  expressions  (2)  et  (4) 
de  Fj;,  F,.,  F^,  ¥,ii  le  quotient  v  île  u  par  u' ]  et  appelons  .^a;,  <^V' 
Sz>  Jh  ce  que  deviennent  alors  ces  expressions.  Il  est  clair  que  les 
différences  w'F^  —  '^^l-'  •  •  •»  '^'F„ — mF^^  auront  précisément  les 
valeurs  w'^5'x,  •  .  •,  w'-5'«;  en  sorte  que  les  équations  (^),  amenées 
à  contenir  i-'  au  lieu  de  u,  s'écriront 

^o  ,dv        d.u'-Jx        d.u'^^Y        d.u'-.i-      ^.   ,  ,.  ,,,; 

(  8  )     p u  2        _  — 1 — j  _| ,  ( a  la  surlace )     a  ^.y„  =  o. 

dt  dx  dy  dz 

Multiplions  la  première  (8),  équation  indéfinie,  par  la  fonction 
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partout  continue  ç,  et  par  l'élément  «afra  de  volume;  puis  intégrons 
les  résultats  à  la  manière  ordinaire,  dans  toute  l'étendue  ttî  du 
corps,  en  tenant  compte  de  la  seconde  équation  (8)  ;  nous  aurons, 
grâce  à  d'évidentes  intégrations  pur  parties  dans  le  second  membre, 
et  en  appelant  'l  ce  que  devient  le  potentiel  '^  des  flux  de  chaleur 
quand  on  y  substitue  c  à  w. 


I  iC'"" 


— T—  any 
c/t 


(/m. 


V.  Le  dernier  membre  de  cette  équation  est  essentiellement 
négatif  et,  en  outre,  de  grandeur  notable  lant  que  'ji  n'y  devient 
pas  voisin  de  zéro,  c'est-à-dire  tant  que  v  a  ses  dérivées  en  ^,  jK,  z 
sensibles  dans  une  portion  notable  quelconque  du  corps.  Or,  le 
premier  membre,  égal,  montre  qu'alors  la  fonction  v-  sera  tenue 
d'avoir  la  valeur  movenne  (convenablement  définie)  de  sa  dé- 
rivée en  /,  négative  et  de  grandeur  sensible.  Donc,  le  quotient  v 
tend  à  avoir  ses  dérivées  en  x^  y,  z  nulles,  ou  à  êlie  constant  dans 
tout  le  corps,  son  carré  v-  ne  pouvant  continuer  indéfiniment  à 
décroître,  en  moyenne,  avec  une  rapidité  notable,  sans  s'abaisser 
au-dessous  de  zéro,  qui  est  pourtant  sa  limite  inférieure. 

Il  y  a,  d'ailleurs,  corrélation  stricte  enire  l'annulation  de  6,  eu 
la  proportionnalité  de  a  à  u'  dans  tout  le  corps,  et  la  constance,  à 
toute  époque,  du  coefficient  t' de  cette  proportionnalité;  car,  dans 
le  premier  membre  de  (9),  alors  nul  comme  le  troisième  et  où  i'-' 
est  indépendant  de  x,  >',  ;,  la  dérivée  de  v-  en  t  sort  du  signe  f; 
et  l'équation,  résolue  par  rapport  à  cette  dérivée,  lui  attribue  la 
valeur  zéro.  En  conséquence,  dès  que  le  mode  de  distribution 
des  valeurs  de  u  devient,  sensiblement,  celui  des  valeurs  de  m', 
u  et  u'  ne  peuvent  manquer  de  varier,  à  très  peu  près,  pareille- 
ment en  fonction  de  ^,  comme  il  était,  du  reste,  évident  par  les 
équations  mêmes  (i)  et  (5)  du  problème. 

Soit  donc  Y  ta  valeur  uniforme,  dès  lors  invariable,  dont  i'  finit 
ainsi  par  ne  dinV'ier  qu'extrêmement  |ieu  ;  el  Ion  aura,  asytnpto- 
liqiienien  l , 

(lO)  t^  =  Y         ou  u  =Y"  (^pour  /  liè-i  i;iand). 
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Supposons,  mainlenant,  qu'on  ait  pu  décomposer  l'inlégrale 
.particulière  a'  en  solutions  simples,  classées  d'après  leur  rapidité 
d'évanouissement  de  plus  en  plus  grande  (');  et  soit  w,  la  pre- 
mière d'entre  elles,  c'est-à-dire  la  plus  lente  à  s'éteindre,  ou  la 
seule  relativement  perceptible  pour  t  assez  grand.  Il  viendra 
bien,  comme  expression  asymptotique  de  l'intégiale  quelconque  ?/, 

(106/5)  u  =  y  Ux         (pour  t  très  grand), 

à  moins  que,  toutefois,  l'état  initial  choisi  n'annule  la  constante  y 
et  ne  laisse  le  rôle  prédominant  à  quelque  solution  simple  plus 
rapidement  évanouissante  que  ii^. 

Cette  formule  (10  bis),  en  tant  qu'impliquant  seulement,  pour; 
assez  grand,  de  très  petites  err^•urs  relatives  sur  a  quand  y  n'est 
pas  nul,  subsisterait  même  si  la  conductibilité  su|)erficielle  k  et  le 
pouvoir  rayonnant  k^  de  I  intérieur  étaient  négatifs.  Alors  la 
moyenne  des  valeurs  de  u^  aux  divers  points  du  corps  s'éloigne- 
rait de  zéro,  au  lieu  d'y  tendre,  puisque  le  corps  recevrait,  du 
milieu  ("roid  ambiant,  d'autant  plus  de  clialeur  qu'il  serait  déjà 
plus  chaud.  La  première  solution  simple  au  moins,  c'est-à-dire  w,, 
serait  donc  croissante  avec  t  :  autrement  dit,  dans  le  cas  usuel  où 
les  propriétés  calorifiques  sont  indépendantes  du  temps  et  où  les 
solutions  simples  ont  la  forme  GUe~"*',  le  premier  et  plus  grand, 
au  moins,  des  coefficients  —  m  du  temps  clans  les  exponentielles 
successives  e~'"^,  serait  positif. 

VI.  La  démonstration  devient  justement  plus  précise  dans  ce 
cas,  savoir,  quand  les  paramètres  spécifiques  p,  a,  b,  c,  d,  e,  I, 
k,  k{  sont  indépendants  du  temps  ^  et  quand,  de  plus,  a' se  réduit 
à  la  solution  simple  Ux,  alors  produit  d'une  exponentielle  en  /, 
e~'"'',  par  une  fonction  Ui  des  coordonnées.  Le  facteur  commun 
Q-im^t  peut  être  supprimé  des  trois  membres  de  (9),  ft  la  formule 


(')  On  réussit  parfois  à  l'oniier  ces  solutions  simples,  quoiqu'elles  ne  soient 
plus,  en  général,  le  produit  dune  fonction  du  temps  par  une  fonction  des  coor- 
données. On  peut  Voir  à  ce  sujet,  dans  le  Journal  de  Malhéinaliques  pures  et 
appliquées  de  iqo'i  (  Fa>ciciile  I).  les  n"'  'M\  à  43  de  mes  Herherches  iheoriques 
sur  l'écoulement  des  nn/>pes  d'enu  injiltrées  dans  le  sol  et  sur  le  débit  des 
sources. 
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subsistante  revient  à 

(II)  ^    fpV]^^  dvy  =  —  -2    f\}\')jdw. 

L'intégrale  ([iii  figure  au  premier  membre  ne  pouvant  s'abaisser 
au-dessous  de  son  minimum  nul,  on  voit  que  '1  tendra  nécessai- 
rement vers  zéro,  ou  r  vers  une  valeur  y  uniforme  et  dès  lors 
constante;  d'où  suivra  bien  la  lormule  asjmpiolique  [\obis). 

La  tendance  de  la  fonction  v  vers  la  valeur  fixe  y  exprime,  au 
point  de  vue  pbvsique,  Végalisation  finale  de  températures  inté- 
rieures prises  initialement  égales  à  p,  qui  se  produirait,  confor- 
mément au  principe  de  l'équilibre  de  température,  si  la  surface  <s 
devenait  imperméable  aux  radiations  calorifiques.  Car  les  deux 
équations  (8),  en  v,  où  l'on  remplacera  u'-  j)ar  e~-'"i^U^,  avec 
suppression,  partout,  du  (acteur  commun  e"-"*!',  sont  les  équa- 
tions mêmes  régissant  la  température,  dans  le  corps  censé  privé 
des  deux  pouvoirs  rayonnants  A",,  k  de  sf'S  particules  tant  inté- 
rieures que  superficielles,  mais  où  la  capacité  p  et  les  conductibi- 
lités internes  a,  b,  c,  d,  e,  f  se  trouveraient  multipliées  par  U^. 

En  d'autres  termes,  quand  on  suppose  les  propriétés  calori- 
fiques indépendantes  du  temps,  la  substitution  du  quotient  v 
à  u,  comme  fonction  inconnue,  dans  les  équations  du  refroi- 
dissement, ramène  ce  problème  général  du  refroidissement 
à  la  question  plus  particulière  du  nivellement  de  la  tempe' 
rature  dans  un  certain  corps  géométriquement  identique 
au  proposé,   mais  atkermane  et  à  surface  imperméable  ('). 

Vil.  L'équation  (ii)  et.  par  suite,  la  formule  (lo  bis^  qui  s'en 


(')  I^'aiialoi,'ie  entre  les  deux  tendances  respectives  du  quotient  y  vers  une 
valeur  uniforme  constante,  et  des  températures  à  s'égaliser  dans  un  corps  isolé 
caloriliquement,  disparait  quand  la  capacité  p  devient  fonction  du  temps  t.  Car, 
alors,  la  double  hypothèse  de  l'athermanéilé  du  corps  et  de  l'imperméabilité  de 
sa  surface  n'entraîne  plus  l'uniformité  et  la  constance  finales  de  sa  tempéra- 
ture :  en  effet,  ce  nivellement  exislâl-il  à  une  époque  donnée  t,  que  les  tempé- 
ratures M  continueraient  à  varier,  l'équation  (i)  annulant,  alors,  non  pas  la 
dérivée  en  t  de  u,  mais  seulement  celle  de  la  quantité  de  chaleur  pti,  possédée 
par  l'unité  de  volume.  Et,  cependant,  l'équation  (9)  astreint  bien,  même  dans 
ce  cas,  autant  qu'on  peut  en  juger,  les  intégrales  u  à  tendre  vers  une  forme 
symptotique  commune,  indiquée  par  (i 
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déduit,  s'étendenl.  presque  sans  niodifîcalinn,  au  cas  un  peu  plus 
général  où  la  capacité  p  serait  le  produit  d'une  fonction  t  du 
temps,  initialement  égale  à  1,  par  une  ("onction  des  coordonnées, 
et  où  les  conductibilités  a,  b,  c,  d,  e,  f,  A",  ainsi  que  le  pouvoir 
rayonnant  A", ,  seraient  également  les  produits  d'une  autre  fonc- 
tion, Tt,  du  temps,  commune  à  ces  paramètres  physiques,  par  tout 
autant  de  fonctions  des  coordonnées.  En  appelant  ot  et  aTt,  bTt, 
CTt,  dTt,  CTt,  f-r  t,  A"7t,  A")  Tt,  ces  quantités  où  p,  a,  b,  c,  d,  e,  f,  k,  A, 
pourraient  être  censées  les  fonctions  de  mêmes  noms  du  cas  pré- 
cédent, et  en  écrivant  aussi  tIF^-,  TtFj,  -tF^,  TtF,;  les  flux  de 
chaleur,  où  F.r,  Fy,  F.^,  F„  et,  par  suite,  cp,  garderaient  dès  lors 
les  expressions  respectives  (2),  (4)  et  (3),  on  aurait  évidemment 
comme  équations  du  problème,  au  lieu  de  (i)  et  (5),  après  divi- 
sion par  Tt  : 

p    cl.-zu        dFj.        dFy        dF- 

(12)  —    7—    =   ; 1 i-^    H j-^    —  Al  U, 

^      '  x\.     dt  d.r  dy  dz  ' 

(kî)  F„  =  — ku         (à  la  surface). 

Et  l'on  y  satisferait,  à  partir  d'un  état  initial  donné,  en  rempla- 
çant simplement,  dans  l;i  solution  générale  en  série,  //^SCe""*'!!, 
censée  obtenue  dans  le  cas  précédent  pour  le  même  état  initial, 
l'exponentielle  e^'"^^  par  la  fomuion  T  du  temps  dont  l'expression 
est 

T  =  ^  e      '■"       , 

fonction  à  valeur  initiale  i  comme  e~"'^'^  mais  vérifiant,  au  lieu  de 
l'équation  différentielle  T' ^  —  /;?T,  celle-ci  un  jieu  moins 
simple 

(.4)  £^=_„,„T. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  la  série  u^  S(,"TU  aura  la  valeur  ini- 
tiale voulue  ICU,  c^u'elle  satisfera,  en  outre,  par  chacun  de  ses 
termes,  à  la  condition  (i3),  restée  la  même,  après  suppression  du 
facteur  commun  T,  que  dans  le  cas  où  t,  t,  T  se  réduisent  à  1,  i, 
e~'"',  enfin  que,  grâce  à  (i4),  chacune  des  solutions  simples  CTU, 
ou  simplement  TU,  réduira  le  premier  membre  de(i  2)  à  —  wîpïU, 
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et  rendra  celle  éqiialion,  divisée  finalement  par  T,  identi(]ne  à  ce 
qu'elle  est  quand  t  et  t  onl  la  valeur  i . 

Dès  lors,  si  l'on  appelle  Tf  la  première  valeur  de  T,  celle  qui 
remplace  e~"^'',  la  substitution  de  TiU|  à  u',  dans  (9)  où  p  et  •!/ 
seront  devenus  -0  et  -t^};,  donnera,  après  suppression  des  facteurs 
communs  aux  deux  membres, 

(i5)  -y    I  pU'i  —  dm  =  —  il    lUhljdxn. 

Telle  sei'a  donc  l'équation  qui  remplacera  (11):  elle  comporte 
évidemment  la  même  conséquence  (10  bis). 

Remarquons  encore  que,  si  l'on  appelle  6  la  fonction  primi- 
tive     /    idt   de   t,    l'expression   SCTU   de    «,    multipliée   par  t, 

devieut  -Ce~'"^L,  c'est-à-dire  identique,  sauf  le  remplacement 
de  /  par  (i,  à  celle  de  u  dans  le  cas  précédent,  où  le  corps  avait  ses 
propiiétés  calorifiques  indépendantes  du  temps.  Ainsi,  le  cas 
actuel  s'y  ramène  par  les  simples  substitutions  de  'zii  à  //  et  de  6 
à  t.  On  l'aurait,  du  reste,  imuiédiatement  reconnu  sur  les  équa- 
tions (12)  et  (i3),  multipliées  par-:,  en  y  remplaçant  idt  par  clH  : 
ce  qui  auiait  dispensé  des  précédents  calculs. 

Vlll.  Revenant  maintenant  au  cas  de  propriétés  calorifiques  in- 
dépendantes du  temps,  supposons  que  l'intégrale  u  soit  elle-même 
une  solution  simple,  dès  lors  de  la  forme  e~"'^V-  '.  v  sera  le  pro- 
duit e~'"*~'"i^' -pp  ;  et,  si  Ion  appelle  W  ce  que  devient  •]/   par  la 

substitution  de  ^  à  r,  l'équation  (11)  prendra,  presque  immédia- 
tement, la  forme 


(16) 


(  m  —  nii  )    I  p  \J-dw  =  >    /  U  1  ^^dm. 


Pour  toute  foncliou  L  distincte  de  U, ,  c'esl-à-dire  ne  réduisant 
pas  leur  quotient  à  une  constante  ou  n'annulant  pas  T,  il  est  clair 
que  cette  formule  donnera  m>  oit.  Ainsi,  au  premier  coefficient 
nif  d'extinction,  il  correspond  bien  la  fonction  unicpie  U). 

IX.    Observons,    euiiu.    que   la  formule  générale   {[))    permet- 
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Irait  de  traiter  avec  toute  la  netteté  désirable,  dans  le  cas  général 
de  propriétés  calorifiques  dépendant  du  temps,  la  question  de 
l'unité  de  la  solution  que  comporte  le  problème  du  refroidisse- 
ment à  partir  d'un  étal  initial  donné,  ou,  ce  que  l'on  sait  revenir 
au  même,  la  démonstration  de  ce  fait  que,  si,  à  l'époque  f  =  o,  la 
fonction  a  est  r)ulle  dans  tout  le  corps,  elle  ne  pourra  cesser,  à 
aucun  moment  ultérieur,  de  s'y  annuler.  En  effet,  le  quotient  v 
est  alors  supposé  nul,  identiquement,  pour  t  =  o\  et  son  carré  t^* 
ne  pourrait  cesser  de  l'être,  au  point  quelconque  [x,y,  z)  du 
corps,  qu'en  devenant  positif,  c'est-à-dire  en  avatit  sa  dérivée  en  t 
positive.  Donc,  les  deux  membres  de  régalité(9),  s'ils  s'écartaient 
de  zéro,  devraient  prendre  signes  contraires,  savoir,  signe  positif 
au  premier  membre  et  signe  essentiellement  négatif  au  second  : 
ce  qui  est  impossible. 

Cette  démonstration  est  préférable  à  celle,  un  peu  plus  simple, 
que  j'ai  donnée  au  n"  99  de  mes  Leçons  su?'  la  théorie  analy- 
tique de  la  chaleur,  etc.  (t.  1,  p.  184  à  18-),  parce  que,  la  con- 
ductibilité extérieure  k  et  le  pouvoir  rayonnant  A",  ne  figurant  pas 
dans  (9),  elle  comprend  le  cas  où  ces  coelficients  seraient  néga- 
tifs ('). 


(')  La  présente  Noie,  doiil  un  extrait  a  été  inséré,  le  i5  février  1904,  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (t.  CXX.WIII,  p.  402), 
complète,  comme  un  voit,  par  ses  n"  IV  à  VIII,  la  question  de  l'unicité  de  la 
solution  fondamentale,  que  j'avais  discutée,  mais  sans  la  résoudre  d'une  manière 
générale,  vers  la  lin  de  la  XVP  de  ces  Leçons  sur  la  Théorie  analytique  de  la 
chaleur,  mise  en  harmonie  avec  la  Thermodynamù/ue  et  avec  la  théorie 
mécanique  de  la  lumière  (t.  \,  p.  254)  •  ^l'e  remplacerait  avantageusement  leur 
page  -255. 

On  remarquera  que  la  démonstration,  donnée  dans  la  XV"  des  mêmes  Leçons 
(t.  I,  u"'  123  et  l'24,  p.  288  à  243),  de  la  forme  e-""  U  des  solutions  simples,  est 
indépendante,  comme  les  équations  (8)  en  v,  des  deux  pouvoirs  rayonnant  et 
émissif  A',  et  k  :  elle  s'applique  donc  quels  que  soient  leurs  signes,  ainsi  que 
nous  l'avons  admis  ci-dessus,  à  la  fin  du  n"  V. 
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BkauAiMLHI.  (A.  V.).  —  Vorlesungen  uber  Geschichte  der  Trigono- 
métrie, a"  r^arlie.  Von  der  Erfîndg.  der  Logarithinen  bis  zur  Gegenwarl. 
Gr.  in-8",  xi-264  p.  avec  Sg  fig.  Leipzig.  Teubner.  10  m. 

Encyklopadie  der  juathematischen  Wissenschaftea  m.  Einschluss 
ihrer  Anwendungen.  III.  Bd.  Géométrie.  Red.  von  W.  Fr.  Meyer. 
2*  Partie,  i*'  fascicule.  Gr.  in-8°.  Leipzig,  Teubner.  4  m-  80  pf. 

GuLDBKRG  (N.-S.  ).  —  Sur  la  résolution  des  équations  trinômes.  In-S". 
Christiania,  Dybwad.  i  kr.  20  o. 

MiLLAR  (W.-J.).  —  Latitude  and  longitude,  how  to  find  them.  t^  éd. 
In-S",  64  p-  avec  diagr.  London,  Griffin.  5  sb. 

MiTTEiLUNGUN  der  mathematischen  Geselhchaft  in  Hamburg.  4  Bd. 
1.  Heft.  Redig.  von  Repsold.  Scbroder  u.  Busche.  Gr.  in-8".  Leipzig, 
Teubner.  i  m.  20  pf. 

Reynolds  (O.).  —  Papers  on  inechanical  and  physical  subjects.  Sub- 
Mechanics  of  the  Universe.  In-8°,  272  p.  London,  Glay.  10  sh.  6  d. 

Strutt  (  J.-W.)  —  (Lord  Rayleigh).  Scientijic  Papers.  \o\  W  (1892- 
1901).  In-8",  618  p.  avec  portrait.  London,  Clay.  i5  sh. 

Baur  (Emil).  —  Cliemische  Kosmo graphie.  Vorlesungen.  Gr.  in-8°. 
228  p.  avec  fig.  Miinchen,  Oldenbourg.  4  m.  5o  pf. 

BorvAiiT  (C.)  et  A.  Ratinkt.  —  Nouvelles  Tables  de  logarithmes  à 
cinq  décimales.  2*  éd.  In-8°  obi..  128  p.  Paris.  Hachette  et  G'",  a  U\ 

Forsyth  (A.-R.  ).  —  Treatise  on  différential  équations.  3"  édit.  ln-8", 
528  p.  London,  Macmillan.  i4  sh. 

JouFFRET  (E.).  —  Traité  élémentaire  de  Géométrie  à  quatre  dimensions 
et  Introduction  à  la  Géométrie  à  n  dimensions,  ln-8",  xxx-2i()  p.  avec 
fig.  Paris,  Gauthier-Viliars,  7  fr.  5o. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  97 

COMPTES    RENDUS   ET   ANALYSES. 


KIEPERT  (L.).  —  Grundriss  der  Differential-  und  I.ntegrvl-Rechnuxg 
IL  Theil  :  Intégral  Rechnung.  i  voL  in-S",  xx-66G  pages.  Hanovre, 
Hehvingsche  Buchhandlung,  1903. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler  cet  Ouvrage  dont  le 
mérite  est  suffisamment  attesté  par  ce  fait  qu'il  est  parvenu  à  sa 
8^  édition.  L'auteur  a  apporté  à  cette  nouvelle  édition  un  grand 
nombre  d'améliorations  de  détail  ;  il  l'a  aussi  enrichie  de  Tables 
nouvelles,  parmi  lesquelles  nous  signalerons  celles  qui  donnent 
les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce. 

G.  D. 


MARCOLONGO  (R).  —  Teoria  mathe.matic\   dell'   equilibrio  dei  corpi 
ELASTici.  1  voL  in- 12,  X1V-J66  pages.  Milan,  Ulrico  Iloepli,  iqoJ. 

La  collection  des  manuels  Iloepli  vient  de  s'enrichir  dun  nou- 
veau Volume  qui  sera  très  utile  aux  personnes  qui  cultivent  la 
Physique  mathématique  et  aux  étudiants  en  Sciences  appliquées. 

En  quelques  pages  très  claires  bien  qu'un  peu  condensées, 
l'auteur  a  su  présenter  les  principes  fondamentaux  d'une  théorie 
d'une  importance  capitale  pour  les  mathématiciens,  les  physiciens 
et  les  ingénieurs  auxquels  est  nécessaire  la  connaissance  des 
principes  rigoureux  de  la  théorie  de  l'Elasticité. 

Trois  Chapitres  d'introduction  mathématique  rendent  la  lecture 
du  livre  possible  et  fructueuse  pour  ceux  qui  n'ont  pu  acquérir 
des  connaissances  étendues  eu  Analyse  et  en  Mécanique.  Une 
réunion  de  nombreuses  données  numériques  et  une  abondante 
bibliographie  des  travaux  et  des  mémoires  originaux  accroissent 
la  valeur  de  ce  petit  Volume  qui  figurera  dignement  dans  la 
collection  Hoepli. 

Bull,  des  Sciences  maihe'm..,  2=  série,  t..  XXVIIL  (Avril  igo'i.)  7 
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BEGHIX  (A.  ).  —  RÈGLE  A  CALCULS.    I.VSTRUCTIOX.    APPLICATIONS    NUMÉRIQUES, 

Tables  et  formules.  3*  édiiion,  i  vol.  in-8°;  xi-riS  pages.  Paris,  Déranger, 
1904. 

La  règle  à  calcul  de  ^I.  Begliln,  qui,  craprès  Tauteur,  donne  une 
approximation  deux  fois  plus  grande  que  les  règles  ordinaires, 
se  compose  d'une  règle  proprement  dite.  d\ine  réglette  mobile  et 
d'un  curseur  en  verre. 

La  règle  porte  deux  échelles:  une  allant  de  10"  à  10"+',  l'autre 
de  10"  y/io  à  10"+'  ^10.  La  réglette  possède  les  mêmes  échelles  et 
de  plus  une  échelle  placée  en  son  milieu,  identique  à  l'échelle 
inférieure,  mais  renversée,  c'est-à-dire  graduée  de  10"+'  à  10".  Le 
revei's  de  la  réglette  comprend  aussi  trois  échelles;  deux  donnent 
les  arcs  dont  les  sinus  ou  les  tangentes  sont  les  nombres  de 
l'échelle  inférieure  et  une  troisième  porte  les  carrés  des  nombres 
figurés  sur  les  échelles  de  la  règle.  Les  logarithmes  des  nombres 
de  l'échelle  inférieure  sont  inscrits  sur  la  tranche  non  biseautée 
de  la  règle  ainsi  que  les  diviseurs  d'un  usage  courant. 

Le  Volume  dont  nous  annonçons  la  troisième  édition  contient, 
outre  la  description  qu  on  vient  de  lire,  d  intéressants  détails  sur 
le  maniement  de  l'instrument  et  sur  son  application  à  une  foule 
de  questions  tant  théoriques  que  pratiques.  Ces  dernières  se  rap- 
portent principalement  à  la  comptabilité,  aux  mesures  usuelles, 
à  la  mécanique  appliquée,  à  l'électricité  industrielle,  auxindustries 
textiles.  A  la  fin  du  Volume  on  trouvera  diverses  Tables,  des  listes 
de  nombres  usuels,  des  Tableaux  de  formules  pratiques. 

J.  T. 


FORT  (0.)  et  SCIILOMILCH  (0.).  —  Leiiiuucu  her  analvtisoiiex  Géomé- 
trie. Erstes  Tcil.  AnalyLische  Géométrie  dcr  Ebene.  Siebcnle  Âuflage, 
besorgt  von  //.  He^er.  Mit  in  den  TcxL  i:edruckten  Uolzschnittcn.  i  vol. 
in-8,  XVI1-2G8  pages.  Leipzig,  Teubner,  njoî. 

Celle   septième  édition  dun  Livre  ('■lémenlaiie   qui   se  recom- 
mande par  ses  qualités  de  clarlé  cl  de  simplicité  a  été  revue  par 
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M.  Heg;er,  qui,  sans  changer  le  caractère  du  Livre  de  MM.  Fort 
et  Schlomilch,  a  apporté  plusieurs  améliorations  de  détail. 

J.  T. 


ROBIN  (G.)-  —  Œuvres  scientifiques,  réunies  et  publiées,  sous  les  auspices 
du  Ministère  de  rinslruction  publique,  par  L.  Raffy  :  Théorie  xouvelle 

DES  FONCTIONS  EXCLUSIVEMENT  FONDÉE    SUR   l'iDÉE   DE    NOMBRE.    I   VOl  in-8°, 

vi-2i5  pages,  Paris.  Gaulhier-Viilars,  1903. 


Gustave  Robin  n'était  pas  seulement  un  excellent  mathémati- 
cien, mais  un  esprit  ouvert  et  cultivé;  peut-être  tenait-il  plus  à 
ses  vues  philosophiques,  à  la  façon  dont  il  était  parvenu  à  grouper 
ses  idées  et  à  concevoir  l'ensemble  de  la  Science  qu'à  ses  travaux 
particuliers,  dont  la  rare  distinction  a  cependant  frappé  tous  ceux 
qui  les  ont  étudiés.  Qu'il  ait  été  préoccupé  de  constituer,  au 
moins  pour  lui,  une  exposition  logique  et  claire  des  principes  de 
l'Analyse,  qu'il  ait,  aussi  nettement  que  qui  que  ce  soit,  vu  (pie  le 
concept  de  nombre  entier  devait  être  l'élément  essentiel  de  cette 
exposition,  c'est  ce  qui  n'a  rien  d'étonnant. 

Il  n'a  toutefois  rien  écrit  de  lui-même  sur  ce  sujet.  Pendant  les 
vacances  de  1894^  il  s'est  plu  à  en  exposer  les  diverses  parties  à 
M.  RaflV,  à  l'ami  qui  devait  lui  survivre  et  consacrer  tant  de  piété 
active  à  publier  ses  œuvres.  Nous  avons  sûrement,  dans  la  Tliéoi-ie 
nouvelle  des  fonctions^  la  pensée  de  Robin  fidèlement  recueillie^ 
disposée  dans  un  ordre  logique,  intelligemment  interprétée  et 
réalisée,  en  quelque  sorte,  dans  les  détails,  dont  je  ne  m'arrêterai 
pas  à  louer  la  perfection.  Au  reste,  ce  n'était  pas  la  première  fois 
que  ce  sujet  revenait  dans  la  conversation  des  deux  amis,  et 
M.  RafTjnous  dit,  dans  l'Avertissement,  que,  dès  le  lycée,  où  ils 
étaient  camarades,  ils  étaient  d'accord  sur  ce  principe  que  «  l'Ana- 
lyse mathématique  doit  être  constituée  avec  la  seule  idée  de 
nombre,  c'est-à-dire  avec  les  entiers  et  les  fractions,  et  que  les 
prétendus  nombres  irrationnels,  purs  symboles  de  grandeurs  géo- 
métriques incommensurables,  doivent  en  être  exclus  ».  Le  travail 
de  Robin  sera  lu  avec  un  vif  intérêt  par  les  philosophes  qui  ont 
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une  suffisante  culture  mathématique,  comme  par  les  mathémati- 
ciens qui  ont  le  goût  de  la  rigueur  et  qui  sont  assez  philosophes 
pour  aimer  à  suivre  une  pensée  jusqu'au  bout. 

En  raison  même  du  respect  avec  lequel  j'entends  parler  de  ce 
travail,  je  ne  dois  pas  cacher  ici  que  je  ne  suis  pas  d'accord  avec 
les  auteurs  sur  le  but  à  atteindre  :  j'esiime  comme  eux  c|ue  l'Ana- 
lyse doit  reposer  sur  l'idée  de  nombre  entier,  étant  bien  en- 
tendu que  l'idée  de  nombre  entier  implique  cette  proposition  «  la 
suite  des  nombres  entiers  est  illimitée  »  et  cette  possibilité  de 
répéter  indéfiniment  une  même  opération  ou  un  même  raisonne- 
ment sur  laquelle  M.  H.  Poincaré  a  si  vigoureusement  insisté  dans 
le  premier  Chapitre  de  La  Science  et  l'hypothèse.  Je  laisse  de 
côté,  parce  que  cela  me  mènerait  trop  loin  et  jusqu'à  un  point  où 
je  ne  serais  pas  assuré  de  m'exprimer  clairement,  les  réserves  que 
je  suis  disposé  à  faire  sur  la  façon  dont  les  auteurs  ont  rejeté 
tout  infini  actuel.  jMais,  en  admettant  leur  point  de  départ,  je 
regarde  comme  légitime  et  souhaitable  de  poursuivre  l'adiq^talion 
parfaite  du  nombre  à  notre  intuition  du  temps  et  de  l'espace,  tout  en 
montrant  ((ue  cette  intuition,  qui  nous  guide  en  fait,  n'est  pas  logi- 
quement indispensable  à  la  constitution  de  l'analyse,  qu'on  peut 
substituer  une  pensée  purement  numérique  au  langage  géomé- 
trique et  que,  en  conservant  ce  langage,  on  peut  arriver  à  ne 
penser  qu'en  nombres,  de  même  que  le  géomètre,  tout  en  s'aitlant 
de  la  figure  grossière  qu'il  a  tracée,  sait  raisonner  sur  une  (igure 
idéale.  De  ce  point  de  vue,  l'Analyse  et  la  Géométrie  apparaissent 
comme  une  science  unique,  se  servant  des  mêmes  mots,  avec 
des  significations  dont  on  ne  saurait  dire  qu'elles  sont  essentielle- 
ment différentes,  puisqu'elles  se  recouvrent  mutuellement,  qu'on 
peut  traduire  exactement  l'une  dans  lautre,  lorsque  l'on  est  en 
possession  du  dictionnaire.  Le  déveloj^pement  de  l'Analvse  reste, 
conforme  à  son  origine  historique;  mais  son  point  de  départ  est 
maintenant  si  simple,  et  la  liaison  d'une  proposition  à  celle  qui  la 
suit  si  rigoureuse,  que  rien  n'en  peut  être  contesté.  A  son  tour, 
grâce  à  son  absolue  précision,  l'Analyse  nous  permet  tlinven- 
torier  sans  erreur  les  richesses  obscures  de  notre  intuition  spa- 
tiale, d'en  démêler  les  postulats;  elle  dislingue  et  purifie  notre 
concept  de  l'espace  géométrique,  déjà  si  purifié  de  nos  sensations 
visuelles  et  tactiles. 


COMPTliS  UliiNDUS   l<  I"  ANALYSIÎS.  loi 

S'il  est  vrai  que  !a  parfaite  adaplalion  du  nombre  à  la  grandeur 
soIl  le  but,  il  convient  d'accepter  les  formes  de  langage  qui  facili- 
tent celte  adaptation,  de  rej(îler  celles  qui  la  compliquent  ou 
réloignent -,  de  ne  pas  regarder  uniquement  le  nombre  en  lui- 
même,  de  ne  pas  tout  sacrifier  aux  apparences  logiques  que  sug- 
gère celte  contemplation  exclusive.  On  ne  sort  pas  du  domaine  du 
pur  nombre  parce  que  l'on  se  laisse  guider  dans  ce  domaine  ;  je 
veux  bien  qu'il  j  ait  à  cela  quelque  modestie,  mais,  même  avec 
un  guide,  on  peut  êlre  sur  de  soi. 

Les  auteurs  ne  veulent  pas  prononcer  le  mot  de  nombre  irra- 
tionnel; ils  introduisent,  à  peu  près  comme  le  fait  M.  Méray,  des 
suites  convergentes,  formées  de  nombres  rationnels  :  les  unes 
auront  nne  limite  rationnelle;  les  autres,  non.  Ils  appellent  ces 
dernières  des  suites  irrationnelles  et,  partout  où  dautres  emploie- 
raient le  mot  a  nombre  irrationnel  »,  ils  remplacent  le  défini  par 
la  définition.  Cela,  à  coup  sûr,  est  légitime,  et  cela  a  cet  avantage 
que  le  lecteur  ne  risque  pas  d'oublier  la  définition  et  de  se  payer 
de  mots.  Voudra-t-on,  pour  cet  avantage,  rejeter  toutes  les  défi- 
nitions? La  rédaclion  deviendrait  bien  difficile  et  il  a  fallu  ici 
tout  le  talent  de  celui  qui  s'en  est  chargé  pour  que  cette  rédaction 
ne  fut  pas  alourdie. 

Mais  les  auteurs  ne  veulent  pas  que  la  suite  définisse  le  nombre 
irrationnel,  parce  que  celui-ci  n'a  pas  d'existence  propre,  et  qu'il 
n'est  rien  en  dehors  de  la  suite.  Je  le  veux  bien;  la  définition  du 
nombre  irrationnel  sera  la  définition,  non  d'un  objet,  mais  d'un 
mot  ;  moins  que  cela  encore,  elle  sera  l'explication  de  la  façon 
dont  il  convient  d'employer  ce  mol,  de  l'usage  légitime  qu'on 
peut  en  faire,  de  son  entrée  dans  une  langue  qui  ne  le  comportait 
pas  d'abord  cl  dont  les  formes  habituelles  ne  seront  j)as  liouhlées 
parcelle  introduction;  elle  sera  rex|)licalion  et  la  justification 
d'une  notation  commode.  Parce  qu'une  notation  n'est  jamais  né- 
cessaire, est-ce  une  raison  pour  dire  que  l'étude  d'une  notation 
est  sans  objet  ? 

Quel  inconvénient  v  a-t-il  à  employer  le  mot  «  nombre  irra- 
lionnel  »,  s'il  est  entendu  (jue  toutes  les  fois  qu'on  parle  dun 
nombre  irralionnel,  c'est  à  une  suite  qu'il  faut  penser  et  aux  suites 
équivalentes  à  celles-là?  Pourquoi  refuser  de  dire  que  la  suite  a 
une  limite,  s'il  est  entendu  que,  loules  les  fois  que,  pour  parler 


102  PREMIÈRE   PARTIE. 

le  langage  des  auteurs,  cette  suite  est  irrationnelle,  on  veut  dire 
simplement  qu'elle  est  convergente  et  qu'elle  n'a  pas  de  limite 
rationnelle? 

Les  auteurs  rejettent  la  notion  délimite  parce  qu'elle  a,  disent- 
ils,  une  origine  géométrique.  En  fait,  cela  n'est  guère  douteux, 
mais,  en  fait  aussi,  aurions-nous  la  notion  du  nombre,  même  du 
nombre  entier,  si  nous  n'avions  pas  la  notion  de  l'esi^ace  et  du 
temps?  Une  fois  la  notion  de  nombre  acquise  et,  en  quelque  sorte, 
individualisée,  séparée  de  ce  qui  lui  a  donné  naissance,  ou  seule- 
ment loccasion  de  naître,  la  notion  de  suite  consergenle  est  aisée 
à  construire,  en  dehors  de  toute  géométrie;  on  y  est  conduit  par 
des  problèmes  purement  numériques,  et  si  l'on  ne  met  rien  de 
plus  sous  le  mot  «  limite  »  que  sous  les  mots  «  suite  convergente  », 
il  n'y  a  pas  à  se  préoccuper  de  rorigine  géométrique  de  la  notion 
de  limite. 

Ce  n'est  pas  la  crainte  puérile  d'un  mot  qui  a  pu  faire  reculer 
un  penseur  comme  Robin,  c'est  la  crainte  de  \  infini^  qui  est 
autrement  sérieuse.  Dans  toute  suite,  les  auteurs  tiennent  à  s'ar- 
rêter; à  s'arrêter  aussi  loin  qu'il  voudront,  mais  enfin  à  s'ar- 
rêter; il  leur  faudra,  pour  cela,  remplacer  par  des  inégalités  les 
égalités  que  l'on  prétend  que  le  soi-disant  nombre  irrationnel  vé- 
rifie, en  vertu  de  la  définition  des  opérations  à  effectuer  sur  ce 
nombre,  ou  plutôt  sur  les  termes  de  la  suite  dont  il  est  le  nom. 
Qu'à  cela  ne  tienne!  Ce  n'est  pas,  eu  f;iit,  sur  uu  nombre  irra- 
tionnel que  l'on  calcule,  mais  bien  sur  des  valeurs  approchées  ; 
en  fait,  ce  n'est  pas  à  des  égalités  qu'on  a  afi'aire,  mais  à  des 
inégalités;  en  ne  parlant  jamais  que  de  celles-là,  les  auteurs 
estiment  donc  qu'ils  se  rapprochent  de  la  réalité. 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  cette  vue  est  parfaitement 
juste,  qu'elle  a  sa  j^lace  dans  toute  théorie  correcte  des  nombres 
irrationnels,  et  qu'une  égalité,  telle  que 

par  exemple,  remplace  une  infinité  d'inégalités;  c'est  là,  à  mon 
avis,  en  quoi  elle  est  écon<n)ii(jiie;  mais  enfin,  il  en  est  ici  comme 
plus  haut  des  définitions  :  il  est  toujours  légitime  de  substituer  la 
définition  au  défini. 

Malgré  moi,  je  suis  ramené  au  sujet   que  je   m'étais  interdit; 
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même  en  essayant  de  me  placer  au  point  de  vue  des  ailleurs,  je  ne 
puis  m'ernpèclier  de  trouver  excessive  leur  crainte  de  réaliser  l'in- 
fini ou  de  paraître  le  réaliser  en  parlant  d'une  limite,  en  mettant 
sous  un  mot  la  suite  tout  entière.  Je  ne  reviens  pas  sur  ce  que  j'ai 
déjà  laissé  entendre,  que  le  pas  est  peut-être  déjà  fait  dès  qu'on 
parle  d'une  suite;  je  me  garde  bien  d'ajouter  qu'en  se  réservant  de 
S'arrêter  aussi  loin  qu'ils  veulent  dans  une  suite  donnée,  les  auteurs 
supposent  par  cela  même  quelque  existence  à  la  suite  tout  entière. 
Cette  objection  ne  vaudrait  que  contre  ceux  cjui  ne  craignent  pas 
de  parler  d'une  suite  déterminée,  sans  rien  spécifier  sur  cette 
détermination.  Ce  n'est  pas  le  cas,  cela  va  sans  dire,  pour  Robin 
et  M.  RafTv;  ils  ne  parlent  que  de  suites  de  nombres  rationnels 
dont  on  sait  elVectivement  calculer  un  terme  lorsque  l'on  connaît 
son  rang^.  Dès  lors,  il  n'entre  plus,  dans  la  conception  de  la  suite, 
que  la  règle  même  qui  permet  de  calculer  le  /i"'""'  terme,  connaissant 
n,  règle  qui  s'applique  aussi  bien  au  [n  -\-  i)""'".  S'il  en  est  ainsi,  je 
ne  crois  pas  me  tromper  en  disant  cjue  les  auteurs,  sans  rien 
changer  au  fond  de  leur  exposition,  auraient  pu  la  présenter  sous 
une  forme  tout  aussi  claire  et  lout  aussi  rigoureuse,  en  s'écartant 
moins  cju'ils  n'ont  fait  du  langage  ordinaire.  Que  l'Analvse,  ainsi 
constituée,  suffise  aux  applications,  cela  n'est  pas  douteux  et  l'on 
sait  assez,  depuis  M.  Klein,  qu'il  serait  très  désirable  de  voir  se 
constituer,  si  elle  pouvait  être  suffisamment  simple  et  étendue, 
une  mathématique  où  toutes  les  propositions  seraient  vraies,  en 
ne  gardant  jamais,  par  exemple,  que  les  sept  premiers  chiffres 
significatifs  des  nombres  qui  y  figurent.  Que,  dune  }^art,  r.Vnalvsc 
constituée  sur  la  seule  base  que  je  viens  de  dire  conduise  <»u  non 
à  un  concept  parfaitement  équivalent  à  celui  de  la  grandeur  con- 
tinue; que,  d'autre  part,  il  soit  permis,  on  non,  de  parler  d'une 
suite  infinie,  dans  sa  totalité,  comme  ayant  une  réalité  autre  que 
la  règle  qui  permet  d'en  calculer  chaque  terme,  c'est  là  d'autres 
points  dont,  décidément,  je  ne  veux  pas  parler  davantage. 

Aussi  bien  ce  n'est  pas  par  les  sujets  dont  j'ai  parlé  (pic  la  con- 
ception de  Robin  me  semble  se  distinguer  foncièrement  des  habi- 
tudes, mais  bien  par  la  façon  dont  il  conçoit  la  fonction. 

«  Si  à  l'un  quelconcpie  des  nombres  x  qui  appartiennent  à  un 
intei'valle  («,  b)    on   fait    correspondre    une    suite    convergente 
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connue,  ainsi  que  loules  les  suites  équivalentes  à  celle-là,  on  dit 
que  l'ensemble  de  toutes  ces  suites  définit  une  fonction  de  la  va- 
riable T  dans  l'intervalle  («,  h). 

)■>  On  représente  pary(,r)  un  terme  quelconque,  pris  à  partir 
d'un  rang  suffisamment  élevé  dans  l'une  des  suites  qui  corres- 
pondent à  X  ;  réciproquement,  on  dit  que  chacune  de  ces  diverses 
suites  définit  la  valeur /"(a:^)  de  la  fonction  pour  la  valeur  x  de  la 
variable.  Celle  valeur  est  unique,  en  effet,  les  résultats  devant 
être,  dans  chaque  question,  calculés  avec  un  nombre  déterminé 
de  décimales.  Si  f{x)  doit  être  connu  avec  /•  décimales,  par 
exemple,  dans  l'une  des  suites  convergentes  qui  définissent /"(jt), 
on  choisira  le  premier  terme  qui  diflere  de  tous  les  suivants  de 
moins  de  io~'",  et  Ton  ne  prendra  de  ce  terme  y^(j:)  que  la  partie 
entière  el  les  /•  premières  décimales.  On  trouvera  ainsi  un  nombre 
parfaitement  déterminé j)';  c'est  lui  qui  répond  à  la  question  —  » 

Je  n'ai  poussé  si  loin  la  citation  que  pour  montrer  comment, 
ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut,  les  auteurs  entendent  toujours  s'ar- 
rêter dans  les  suites  convergentes  qu'ils  considèrent;  mais  ce 
n'est  pas  le  point  sur  lequel  je  vais  insister  maintenant. 

En  parlant  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  («,  6), 
les  auteurs  entendent  uniquement  les  nombres  eniiers  et  les  frac- 
lions  à  termes  entiers  compris  entre  a  et  b ;  pour  parler  le  langage 
ordinaire,  leur  fonction  f(x)  n'est  définie  que  dans  l'ensemble 
des  nombres  rationnels.  D'où  une  difïérence  profonde  avec  la 
notion  ordinaire  ;  y  ^y(^)  peut  être  défini  par  une  suite  conver- 
gente (irrationnelle),  mais  non  la  variable  ^.  La  variable  indépen- 
dante est,  en  quelque  sorte,  plus  restreinte  que  la  fonction,  d'où 
un  désaccord  manifeste  avec  les  habitudes. 

«  Pour  rétablir  l'accord,  on  devrait  définir  autrement  les  fonc- 
tions. Ce  n'est  pas  seulement  à  tout  nombre  délerniiné  x,  mais  à 
loule  suite  convergente  x^J  ro,  .  .  .,  x,i,  .  .  .,  comprise  dans  lin- 
tervalle  («,  6),  qu'il  faudrait  faire  correspondre  le  nombre  que 
nous  appelons  la  fonction.  Mais  ce  serait  sortir  du  domaine  du 
nombre  pur,  où  nous  voulons  nous  tenir.  En  eflfet,  si  la  suite 
^,,.ro,  ...,.r„,  ...  était  irrationnelle,  en  appelant/(^')  le  nombre 
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qu'on  lui  ferait  correspondre,  on  ne  désignerait  par  J^-  aucun  des 
termes  de  celle  suite,  ni  même  aucun  nombre,  et  ce  qu'on  met- 
trait sous  ce  symbole  ne  serait  pas  autre  chose,  en  réalité,  qu'une 
grandeur.  » 

Je  ne  puis  admettre  celte  conclusion,  l'emploi  delà  lettre  :r,  pas 
plus  que  l'emploi  des  mots  «  nombre  irrationnel  »  ou  «  limite  » 
n'implique  qu'on  ait  affaire  à  une  grandeur.  La  lettre  x  me  fait 
penser  à  la  suites",,  x-;,-,  ..-,  x,,^  ...,  puis  le  symbole  f{x)  à  la 
siiitey,,  j'o,  ..  .,j)'«,  ...,  que  je  sais  déduire  de  la  précédente  par 
des  calculs  plus  ou  moins  compliqués,  et  qui  définit  /{x)  à  son 
tour.  Je  vois  là  une  suite  convergente  que  l'on  déduit  d'une  autre 
suite  convergente^  je  ne  vois  pas  de  grandeur. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  définitions  sont  libres  et  le  désaccord 
entre  les  propositions  qui  se  succèdent  dans  la  Théorie  nouvelle 
des  fonctions  et  celles  qu'on  trouve  ailleurs  n'est  pas  tel  qu'on  ne 
puisse  en  prendre  son  parti.  Il  portera  essentiellement  sur  la  notion 
de  continuité;  celle-ci  pourra  être  définie  comme  d'ordinaire,  soit 
dans  un  intervalle,  soit  pour  une  valeur  de  x  (rationnelle)  appar- 
tenant à  cet  intervalle.  Mais  l'une  des  définitions  ne  reviendra 
plus  à  l'autre,  lors  même  que  la  fonction  sera  continue  [lour  toutes 
les  valeurs  (rationnelles)  de  x  appartenant  à  cet  intervalle. 

Selon  les  auteurs,  la  fonction  — est  continue  pour  toute  va- 

leur  de  x;  elle  n'est  pas  continue  dans  l'intervalle  (i,4  î  'j  -^)-  ^^ 
ne  manquent  ])as  de  mettre  en  lumière  toutes  ces  dillerences,  et 
je  crois  même  qu'ils  y  ont  éprouvé  quelque  j)laisir,  tant  est  vif 
chez  eux  le  goût  de  la  franchise. 

Il  me  reste  à  dire  quels  sujets  ils  ont  traités  et  jusqu'où  ils  sont 
allés;  le  lecteur  vn-ra  qu'ils  sont  allés  assez  loin  et  se  convaincra 
que  rexj)Osition  de  l'Analyse,  dans  l'ordre  d'idées  où  ils  ont  voulu 
se  tenir,  est  parfaitement  possible.  A  la  vérité,  ils  ne  parlent  pas 
des  variables  conqilexes,  mais  le  fait  diutroduiie  dcu\  variables, 
au  lieu  d'une,  n'a  rien  qui  soit  essentiel. 

Les  deux  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  des  suites 
convergentes  et  à  la  notion  de  fonction;  le  second  se  termine  par 
la  définition  de  l'oscillation  moyenne  d'une  funcliun,  linie  dans 
un  intervalle. 

A  cette  notion  de  l'oscillation  moyenne  sont  rattachées  de  la 
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façon  la  plus  intéressante,  dans  le  Chapitre  suivant,  la  notion 
d'intégrale  définie,  d'après  Riemann  ;  les  notions  de  continuité  et 
de  discontinuité,  de  fonctions  à  oscillation  totale  limitée,  de  fonc- 
tions rectifiables  qui,  à  la  fois,  sont  continues  et  ont  leur  oscilla- 
tion totale  limitée. 

Dans  le  Chapitre  IV,  les  auleurç  traitent  de  la  définition  des 
fonctions  inverses  ;  ils  montrent  comment  se  pose,  dans  l'ordre 
d'idées  où  ils  sont  placés,  le  prolilème  des  racines  d'une  équation 
f{x)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  de  x 
dans  l'intervalle  [a,  b).  Ce  problème  revient,  comme  pour  tout  le 
monde,  à  la  recherche  d'une  suite  convergente  x^,  .r^,  .  . .,  x„, . . ., 
de  nombres  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b),  telle  que  la  suitey(.r,), 
f{^'-i)j  ■•■'/{■^n)i  ...,  ait  pour  limite  o;  s'il  existe  une  telle  suite 
Xi,  x.^^  . . .,  x„,  . .  ./\\s  diront  que  l'équation  admet  une  racine  dans 
cet  intervalle  et  que  la  fonction  /'(^)  s'annule  dans  cet  intervalle. 
Tout  cela  est  très  franchement  expliqué;  mais,  si  la  suite  est  irra- 
tionnelle, la  racine  n'est  pas  un  nombre  de  Tin  tervalle,  puisqu'il  est 
entendu  qu'il  n'j  a  pas  d'autres  nombres  que  les  nombres  ration- 
nels. Ce  n'est  pas  pour  une  valeur  de  la  variable  que  la  fonction 
s'annule.  Je  ne  puis  m'empêcher  de  le  dire  à  nouveau  :  pourquoi 
dire  «  racine  »  quand  on  n'a  pas  voulu  dire  «  limite  »,  et  si  Ton 
ne  craint  pas  d'employer  le  mot  racine  pour  rappeler  l'existence 
d'ime  certaine  suite  convergente,  pouiquoi  craindre  d'employer 
une  lettre  pour  rappeler  la  même  chose  et  j)Ourquoi  rejeter  le 
symbolisme  ordinaire?  Ils  se  sont  résignés  sans  doute  à  des  habi- 
tudes de  langage,  qu'il  faut  bien  respecter  tpiand  on  écrit  pour 
être  compris. 

Quoi  (piil  en  soit,  ils  montrent  comment,  dans  le  cas  d'une 
fonction  croissante  ou  décroissante,  le  problème  de  la  détermina- 
lion  de  la  fonction  inverse  est  suscc|^liblc  d'une  solution  précise  ; 
ils  étudient  enfin  les  fonctions  exponentielle  et  logarithmicpie  avec 
tout  le  soin  que  mérite  l'importance  de  ces  fonctions. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux  dérivées;  Tattention  est 
particulièrement  attirée  sur  les  fonctions  un  if  orme  ment  dijfé- 
rcnliables. 

«  Une  fonction  /(./)  est  dite  uniformément  dilférentiable  dans 
un  intervalle  (a,  b)  si,  étant  donnée  une  fraction  positive  s,  aussi 
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pelile  que  l'on  veut,  on  peut  déterminer  un  nombre  positif  a  tel 
que,  pour  deux  nombres  ^r,  x'  appartenant  à  l'intervalle  et  dillé- 
rant  de  moins  de  a,  le  rapport 

/(■r')-/(r) 
x' —  X 

diffère  de  moins  de  s  de  tous  les  ra[)ports  analogues  que  Ion  peut 
former  avec  deux  autres  nombres  quelconrpies  ])ris  dans  le  petit 
intervalle  a  auquel  aj)partiennent  x  et  x' .   » 

Bon  nombre  des  propositions  fondamentales  de  la  lliéorie  des 
dérivées  se  démontrent  d'une  façon  plus  simple  quand  on  suppose 
que  Ton  a  aflaire  à  une  fonction  uniformément  différenliable. 
C'était  d'autant  ])lus  le  droit  des  auteurs  de  se  borner  à  ces  fonc- 
tions, comme  ils  l'ont  fait  dans  le  Chapitre  ^  I.  que,  bien  évidem- 
ment, la  classe  des  fonctions  uniformément  ditl'érentiables  contient 
toutes  celles  que  Ion  a  à  considérer  dans  les  éléments,  et  le  lait, 
établi  dans  le  Chapitre  suivant,  que,  si  les  termes  dune  série  sont 
des  fonctions  uniformément  différenliables  et  si  la  série  formée 
par  les  dérivées  de  ces  termes  est  uniformément  convergente, 
cette  série  est  la  dérivée  de  la  série  proposée,  achève  de  montrer 
l'importance  de  la  notion  sur  laquelle  ils  ont  insisté.  Notons  en- 
core la  façon  vraiment  simple  et  élégante  dont  est  expliquée  la 
formation  de  fonctions  continues  sans  dérivée. 

Le  Chapitre  VIII  est  consacré  aux  propriétés  essentielles  des 
séries  entières;  les  fonctions  s'\nx  et  coso^  sont  déterminées  par 
les  équations  fonctionnelles  qui  expriment  les  théorèmes  d'addi- 
tion pour  ces  fonctions. 

Le  Chapitre  IX  contient  diverses  propositions  importantes 
concernant  les  intégrales  et  rétablissement  de  la  série  de  Fourier 
dans  le  cas  d'une  Ibnclion  à  oscillation  totale  limitée,  ne  com- 
portant qu'un  nombre  liiii  de  discontinuités. 

Le  derniei-  Chapitre,  enfin,  contient  quelques  définitions  et 
propositions  relatives  aux  fonctions  de  deux  variables,  dont  on  ne 
peut  guère  se  passer,  lors  même  que  l'on  veut  traiter  spéciale- 
ment des  fonctions  d'une  variable;  il  se  termine  par  la  démons- 
tration de  l'existence  d'une  solution  à  l'équation  différentielle  du 
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premier  ordre,  déinonslra  lion  qui  csl  faile  dans  l'ordre  d'idées  où 
s'est  placé  M.  Lipscliitz. 

La  Théorie  nouvelle  des  fondions  se  recommande  à  loiis  ceux 
qui  goùlenl  la  clarté,  la  précision  et  la  suite  dans  les  idées. 

J.  T. 


MELANGES. 


SUR  L'AIRE  DU  PARALLÉLOGRAMME  DES  PÉRIODES 
POUR  UNE  FONCTION  pu  DONNÉE; 

Par  m.  Jules  TANA'ERV. 


]\L  Borel  a  bien  voulu  ap|)eler  mon  attention  sur  l'intérêt  que 
pourraient  présenter,  dans  certaines  recherches,  des  limitations 
de  l'aire  du  parallélogramme  des  périodes  d'une  fonction  pu  dont 
on  connaît  les  invariants  g^  et  ^3.  C'est  de  ces  limitations  que  je 
vais  m'occuper  ici. 

Je  me  permettrai,  pour  les  formules  ou  les  résultats  dont  j'aurai 
besoin,  de  renvoyer  le  lecteur  aux  Eléments  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  que  j'ai  publiés  avec  M,  Molk  et,  en  parti- 
culier, au  Tableau  (')  de  formules  qu'ils  contiennent;  au  reste,  il 
trouvera  les  unes  et  les  autres  dans  le  formulaire  de  M.  Schwarz, 
principalement  aux  Articles  27,  3o,  40,  41,  oi  et  53. 

JJésignons  pare,,  eo,  e-^  les  racines  de  l'équation 

433—  -o:;  —^3=  o, 
rangées  dans  l'ordre  que  déterminent  les  inégalités 

U'2— esllki—  eol  1  le,  — e:i|, 


(  ')  Jo  profiln  lie  Foccasion  pour  y  relever  une  faute  : 

J)aiis  le  second  nicmbrc  de  la  formule  CWI^,  0,  doit  èlre  reuiplacé  par  11,. 
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lOQ 


et  soient 


^2—  ^t 


ei—es  t'i  —  Ci 

on  aura,  en  vertu  des  inégalités  précédentes, 


X  ^\i  —  cr\  -  I. 


En  désignant  par  o  une  variable  réelle  comprise  entre  o  et-> 
et  en  choisissant  pour  les  radicaux 

les  déterminations  pour  lesquelles  les  parties  réelles  sont  positives, 
les  quantités  5tw,,  acoj  constitueront  pour  la  fonction  p(f  un 
couple  de  périodes  primitives  si  l'on  fait  (  ') 


X(:r) 


>i=  7=' 


J      y/i  — a7sin2çp 


-V(.r)     ■ 
/ ' 


Jo     \/i-('--5 


x)  sni-'^ 


posons  en  outre 


0J3        i\' {x) 

tO,     ~"       X(.7') 


q  =  e^-^i 


on  aura 


X(a'j=  ^2?|(o)=  ^(I  +  2g-h2<7^-^...)-• 


On    trouve    immédiatement,    pour    l'aire    du   parallélogramme 
construit  sur  les  périodes  2t0|,  20J3 


-kl  — eal   •  " 
el  c'est  de  la  quantité 

B  =  |SKo)llof 

que  je  m'occuperai  tout  à  Iheure. 


kl  — ^sl    "k 


Ak,-(' 


(')  Éléments,  CXIXg.  Les  quanti  lés  x,  \(x),  \' {x)  sotil  los  mêmes  que  /.-, 
K,  K';  je  réserve  ces  dernières  notations  pour  désigner  des  fonctions  de  '.  La 
lettre  x  remplace  ici  la  lettre  x  qui  figure  dans  les  Éléments. 
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Auparavant,  je  dois  rappeler  quelques  résultats  connus  relatifs 
aux  régions  où  doivent  se  trouver  les  points  t,  q  quand  le  point  x 
reste  dans  la  région  (T),  définie  par  les  inégalités 

Tout  d'abord,  cette  région  même  est  la  moitié  de  la  région 
commune  aux  deux  cercles  Co,  C(  décrits,  avec  le  rayon   i,  des 


points  o  et  i  comme  centres,  qui  est  à  gauche  de  la  corde  com- 
mune A  A'. 

L'affixe  du  point  t,  correspondant  au  points  de  la  région  (I)  par 
la  relation 

peut  être  représentée  par  la  formule 

-:  =  sin/  -!-•  {h  -i-  co^  t)i, 

t  et  h  étant  des  nombres  réels  satisfaisant  aux  conditions 


g1/<, 


G-'-G' 


en  sorte  ([ue  la  région  où  se  trouve  le  point  t,  située  tout  entière 
au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles,  est  limitée  en  bas  par  un 
arc  de  cercle  décrit  du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  égal 
à  I ,  et  limité  aux  points  [A]  et  [A'],  images  des  points  A,  A'  de  la 

figure  i;  les  alïixes  des  points  [A]  et  [A']  sont  =rz  sin-^  +  l'cos^; 

l'arc  de  cercle  est  l'image  de  la  corde  AA'  de  la  figure  i .  La  même 
région   est  délimitée  ù   droite   et  à  gauche  par  deux  parallèles  à 
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l'axe  des  quantités  imaginaires  qui  partent  des  points  [A],  [A']; 
ces  parallèles  sont  les  images  respectives  des  arcs  du  cercle  C| 


[0] 


Fi-. 

[0] 


[0] 


de  la  figure  i  qui  vont  l'un  du  point  A  au  point  O,  l'autre  du 
point  A'  au  même  point  O. 

Le  lecteur  retrouvera  très  aisément  ces  derniers  résultats,  s'il 
veut  bien  se  rappeler  la  façon  dont  le  plan  des  x  fait  son  image 
sur  le  plan  des  t  ('  ),  et  faire  les  observations  suivantes. 

Quand  le  point  x  de  la  figure  i  est  sur  l'arc  AOA'  du  cercle  Cj, 
la  quantité 


^ 


I-H  V^I 


où  la  détermination  du   radical  est  telle  que  l'argument  trigono- 

métrique  de  {  i  — x  soit  compris  entre  —  y  et  +  y>  est  purement 

imaginaire;  le  coefficient  de  i  a  le  même  signe  dans  [i  et  dans  x\ 
il  en  est  de  même  pour  q^  comme  le  montre  la  relation  (-) 


!)' 


On  a  d'ailleur: 


lo; 


en  prenant  pour  le  logarithme  la  détermination  principale;  \\in\v 


(')  Éléments,  t.  IV,  p.  26'|. 
('-)  ÉlcDients,  CXXI4. 
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ces  valeurs  de  t  la  partie  réelle  est  donc  rîr  -  suivant  que  x  est  sur 

l'arc  AO  ou  sur  Tare  A'O. 

Aux  points  A,  A'  correspondent  les  valeurs  (  '  )  de  <y 

et  par  conséquent  les  valeurs  de  t,  affîxes  des  points  [A],  [A'] 

T  =±  sin^'  -+-  i cos  ^; 
6  b 

lorsque  le  point  x  est  sur  la  corde  commune  AA',  les  nombres  x 
et  1  —  X  sont  conjugués,  il  en  est  de  même  de  X(jr),  X'(.27);  il  en 
résulte  que-r  doit  se  trouver  sur  un  cercle  de  centre  O  et  dera\on  i  ; 
à  la    corde    AA'   correspond   l'arc   de    cercle    qui   joint    les    deux 

points  [A].  [A'];  le  milieu  de  cet  arc  qui  correspond  au  point  -  a 
pour  affixe  /. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  x  reste  dans  la  région  [l), 
g  prend  les  valeurs  données  par  la  formule 

OÙ  h  et  t  ont  les  mêmes  significations  que  plus  liaul;  la  région  où 
le  point  q  doit  rester  est  représentée  dans  la  figure  3  :  je  la  dési- 

Fig.  3. 


gnerai  par  (Q).  La  correspondance  avec  la  figure  i  est  marquée 
par  l'emploi  des  mêmes  lettres,  entourées  de  parenthèses.  La 
droite   sur  laquelle  se  trouvent   les   points   (A),   (A'),    dont    les 


(')  Éléments,  CWI,. 
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affixes  sont  ±  ia,  en  posant 

rt  =  e      2    z=  0,0658287. . ., 

est  l'axe  des  quantités  imaginaires;  c'est  l'image  de  l'arc  AO^' 
du  cercle  Ct  ;  l'image  de  la  droite  AA'  est  la  courbe  qui  passe  par 

les  points  (A),  (-)'  (A'),  définie  par  l'équation 


q^e 


-TTTcos  t  +  i  t:  fin  / 


(|uand  t  varie  de  —  t  à  +  ~;  l'affîxe  du  point  (  -  j  est  e~'^. 
Je  poserai  dans  la  suite 

g  —  /-e^a^ 

;■  étant  un  nombre  positif  compris  entre  o  et  a  et  a  un  arc  comjn-is 

entre  —  -  et  -f-  -• 
■2  -2 

J'arrive  enfin  à  l'étude  de  la  fonction 


B  =  |E?Ko)|Ioi 


Il  est  clair  que  lorsque  x  reste  dans  la  région  (I)  et  rj  dans  la 
région  (Q),  B  est  une  fonction  continue,  sauf  pour  le  point  :r  =  o 
ou  q  =  o.  La  formule  (  '  ) 


7  =    -^  X  -+-  --  X-  -i X-'^.  .  . 

''-  02  1024 
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donne  d'ailleurs 


en  posant 


I  i(i 

Jo"  -  =  loi; h  loi 

q  ^   .r 


?(^)=  ^^'-^• 


<^{x) 


16 


Si  l'on  attribue  à  log-,  log —  leurs  déterminations  principales, 
dans  Ipsqnelles  les  coefficients  de  i  ont  entre  eux  une  dinférencc 


(•)  Éléments,  CXXI,. 
/iull.  des  Sciences  mathefH.,  2' série,  t.  XXVIII.   (  Vvriligoj.)  S 
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moindre  que  -,•  ainsi  qu'il  résulte  clairement  des  figures  i  et  3,  il 

faudra  attribuer  aussi  sa  détermination  principale  au  second  terme 
du  second  membre;  ce  second  terme,  quand  x  est  très  petit  en 
valeur  absolue,  est  lui-même  très  petit  en  valeur  absolue;  il  en  est 

de  même  de  la  différence  log log^  cl?  par  conséquent,  de  la 

partie  réelle  de  cette  différence,  c'est-à-dire  de  log 

D'ailleurs  la  fonction  27*  (o),  regardée,  soit  comme  fonction  de  </, 
soit  comme  fonction  de  x^  est  égale  à  i  pour  q  z=  o  ou  ^  =  o; 
comme  elle  est  régulière,  on  voit  de  suite  que  la  différence 


1 

Ifi 

^ 

—  log 

X 

I^HojlIog 


si  on  lui  attribue  la  valeur  o  pour  5?  =  o,  est  continue  quand  x 
reste  dans  la  région  (I)  et  sur  son  contour;  elle  admet  un  minimum, 
dont  on  montrera  qu'il  est  nul,  et  un  maximum,  pour  lequel  je  me 
bornerai  à  prouver  qu'il  est  plus  petit  que  i. 
Je  mettrai  pour  cela  C  sous  la  forme 


On  a  (  ^  ) 


C  =  [|Sn0)|-l]l0g--4l0£ 


iq^ 


■iq*_ 
x'* 


\  -\-  iq  -\-  iq*  -\-  iq'-'^  ^  . 


par  conséquent,  puisque  q  est,  en  valeur  absolue,  au  plus  égal  à  a, 
l'erreur  que  l'on  commet  en  remplaçant  le  second  membre  par 

\  -^  -iq    ^ 
7  j  a  savoir 

n-  q^ 

^  (  I  -H  g'2)(2  -l-  272I-I-.  .  .) (H-  2<7)(g'2_^-  gr8^_.  _  ) 

(I  -H-  5r2)(i -+-  <7"- -+-  ^r^-f-.  .  .) 

est  moindre  que 

_^  'i-^-rt^-f-Cr  -4-  a2)(2a*'-l-. . .)  -I-  ^1  -t-  2«)(«8-i-. . .), 


(  I  —  a"-  )  (i  —  a"^  —  ««  —  ...) 


(')  Éléments,  XXXVII,. 
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il  est  aisé  de  calculer  une  valeur  approchée  du  coefficient  de  ;'■; 
on  trouve  successivement 


iq* 


I  -4-  9.  u 


Jog 


\'i.q* 

I     r 


'  ,         I  4-  4  /■  cosa  -4-  i  /•- 

=   -  log ^ 

i-  1  -I-  /•"-  COS2  -J.  -+-  /-i 


£  et  c,  étant  des  nombres  qui  dififèrent  très  peu  et  dont  il  est  aisé 
de  reconnaître  qu'ils  sont  l'un  et  Pautre  moindres  que  2,0219,  en 
valeur  absolue.  On  a  d'ailleurs 


^  I    ^^  I  -+-  4  /•  cosa  -f-  4  '■- 
2      '^  I  -1-  /-^  COS2  3:  -i-  r* 


—  cos    z ^cos-2a^  !4pLcos3a-... 


yC0S2a-h     —      cos'2a—     --     cos6aH-... 


=      arcos    a—    3 /-^    cosax -+- £.,/-3, 
et  l'on  déduit  de  là  sans  peine 


loir 


iq* 


hd<- 


ir  cosa  —  3;--  cos  2  a  -f-  So''^, 

a 

•2,0219a  <  3,2372. 


3(1  — 2  a)        2(1  —  a-) 

On  trouve  de  la  même  façon 

1^.5  <ui)-  I  =(-î/-cosa-h4/-2)(2-t-4rcosa-+-4/-2)  +  rjrS 
j-'-J  <i  1,595, 
et,  par  suite, 

en  faisant 


C'=  8rhog I  \  cosa 

+  8r2(,  +  2Cos2a-+-2/-cosa  ^  4 /'-)  log  -  +  I2r2  cos2a, 

r;=T,/-log-î  -  4  e,. 
r 

Lorsque  r  croît  de  o  à  «  les  produits  de  log-  par  /•,  r^,  r^^  r'' 
vont  en  augmentant.  On  voit  tout  d'abord  que  V  est  moindre  en 
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valeur  absolue  que 

-  /s 
|tj[«  — 12,9488  <  i5, 0254. 

D'un  autre  côté,  lorsque  r  reste  fixe  et  que  a  croît  de  o  à  f^» 
il  est  clair  que  G  va  en  décroissant,  on  a  donc 

C  >  7-2  (  8l0g-  —  12  —  l5,0254/' 

Le  coefficient  de  r-,  dans  le  second  membre,  est  positif,  car  hi 

plus  petite  valeur  de  8  log-  correspond  à  r  =  a;  elle  dépasse  21 . 

La  valeur  minimum  de  C  correspond  à  x  =  o. 

D'un  autre  côté,  lorsque  l'on  regarde  a  comme  fixe  et  que  l'on 

fait  croître  /■,  C  augmente;  en  effet,  la  dérivée  de  —  par  rapport 
à  r  peut  s'écrire 

2(cosa  -H  2r )  (  log 2  j  -;-  4  /'-(cosa  -i-  2r,)  (  3  log-  —  i  ) 

/  T  ^  I 

-^  8  ;•  cos-  a  (  1  -I-  log  -  j  -f-  8  /-^  log  -  ; 
elle  estpositivc,  puisque  la  plus  petite  valeur  delog-est 

log_-^2,7-....: 

Il  résulte  de  là  que  le  maximum  de  C  a  lieu  quand  le  point  rj 

est  sur  la  courbe  qui  limite  à   droite  la  région    (Q).   Sur  cette 

courbe,  /'  et  a  sont  des  fonctions  de  la  variable  t  définies  par  les 

relations 

/■  =  e-'^fo",         a  =  TTsin^, 

C  devient  une  fonction  de  t  dont  on  pourrait  se  proposer  de 
chercher  la  j)lus  grande  valeur;  il  est  bien  aisé  de  reconnaître 
qu'il  y  a  un  maximum,  pour  <  =  o,  (rjr  =  e~~).  A.u  degré  d'approxi- 
mation aiK[uel  je  me  suis  borné,  il  semble  que  Tcfl^ort  qu'il  fau- 
drait pour  constater  qu'il  n'j  a  pas  d'autre  maximum  soit  assez 
vain;  la  pi*oposition  n'ofifrirait  quelque  intérêt  que  si  elle  concer- 
nait la  fonction   G   elle-même,    dont  la   valeur,   pour  q  =  e~'^, 
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uy 


X  ^=     j  est 

2 


C  =  0,5292, 


Je  me  suis  contenté  de  vérifier  que  le  maximum  d'une  partie 
de  C,  pour  laquelle  cette  vérification  est  aisée,  a  lieu  en  effet  pour 
^  =  o;  il  s'agit  de  l'ensemble  des  termes 

8  /•  [  log 1  )  cos  a  -f-  1 6  7-2  log  -  cos^  a  -1-  1 2  r^  cos  2  a, 


dont  la  dérivée  par  rapport  à  t  peut  s'écrire 

-  cost )  .sin(a  —  t)  ^. —  sin(a-i-0 

2  y  2  J 

—  T. r-  [cos a  cos^  sin(a  —  t)-^^'int  cos^a] 

—  2-/'-  sin  (  2 a  —  t). 

Or,  lorsque  t  varie  de  o  à  -5  a  reste  plus  grand  que  t  et  l'on 
reconnaît  de  suite  que  l'expression  précédente  reste  négative.  Dès 
lors,  en  remplaçant  dans  G  la  somme  des  termes  précédents  par 
son  maximum,  et  les  autres  termes  par  des  nombres  manifeste- 
ment plus  grands,  on  trouve 

C  <  8(-  —  i)e-~— 87:e-2-— 12  6-271 

-i-  8 a- {i  -i-  -2 a  -^  ^  a-  ) h  i5,o254«"'  <  0,923. 

En  résumé,  l'aire  du  parallélogramme  des  périodes  s'exprime 
par  la  formule 


lo< 


16! 


■]' 


C  étant  un  nombre  dont  on  sait  qu'il  est  compris  entre  o  et  1 


SUR  UNE  FORME  NOUVELLE,  LINÉAIRE.  DE  L'ÉQUATION  DONT  DÉPEND 
LA  DÉTERMINATION  DES  SURFACES  QUI  ONT  UN  ÉLÉMENT  LINÉAIRE 
DONNÉ; 

Pau  m.  Jui.rs  DK.VCII,  à  Poitiers. 


1.   La  recherche  des   surfaces  S  qui  admettent  pour  élément 

linéaire 

E  du-  -h  2  F  du  dv  -~  G  dv"^ 
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peut  être  faite  par  la  méthode  suivante  :  on  détermine  d'abord  les 
rotations/),  q-,  p\i  g\  du  trièdre  Tl  ),  attaché  à  l'une  de  ces  sur- 
faces comme  l'a  indiqué  M.  Darboux  {Leçons  su/-  la  théorie  des 
surfaces,  Livre  V,  Chap.  II),  puis  les  cosinus  directeurs  a,  ^,  v; 
a',  |3',  y';  a",  [i",  y"  de  trois  axes  rectangulaires  fixes  OX,  OY,  OZ 
par  rapport  au  trièdre  mobile  (T).  Les  coordonnées  X,  Y,  Z  de 
l'origine  du  trièdre  ( T),  c'est-à-dire  les  coordonnées  d'un  point 
de  l'une  des  surfaces  cherchées,  sont  alors  données  par  des  qua- 
dratures, ainsi  qu'il  résulte  des  formules 


()u  '         ^  ^  di' 


P'1-  TÏÏT^^^'-'-p'l" 


oîi  les  quantités  ^,  r|,  Ç(,  -r^   sont  les  translations  du  trièdre  (T) 
assujetties  seulement  à  satisfaire  aux  trois  équations 

La  détermination  des  rotations  /?,  </,  pi,  q^  exige  l'intégration 
du  système  simultané  : 


ôv  Ou 
Or  O/'i 
<)v  Ou 

Ov         Ou  '     '  '•' 

ôv         Ou  ^  ' 

/'•'■il  — ;'7i  — •^-/'i  —  '/;i  =  "7 

où  les  inconnues  sont  p^  q^  yo, ,  q^,  /•,  /•, . 

Les  deux  premières  équations  du  système  (II)  définissent /•  el /( 
en  partant  des  translations;  les  dernières  équations  de  chacun  des 
deux  systèmes  déterminent  alors  sans  difficulté  p  cl  pt  au  moyen 
des  inconnues  q  ei  qf. 

Si  Ton  porte  ces  expressions  dans  les  deux  premières  équa- 
tions (I),  on  obtiendra  un  système  de  deux  équations  du  pre- 
mier ordre  aux  inconnues  q  et  q^. 
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L'intégration  de  ce  système  simultané  paraît,  à  un  premier 
examen,  dépendre  de  celle  d'un  système  à  une  seule  inconnue 
formé  d'équations  dont  V ordre  est  supérieur  au  second,  (resi, 
par  exemple,  un  système  de  cette  nature  qu'on  obtient  en  élimi- 
nant l'une  des  inconnues  ou  encore  en  prenant  pour  nouvelle 
fonction  inconnue  une  fonction  quelconque  de  q  el  Çi. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  qu'o/i  peut  ramener  cette 
intégration  à  celle  d'une  seule  équation  du  second  ordre, 
linéaire  par  /-apport  aux  dérivées  secondes  de  la  fonction 
inconnue. 

Avant  de  passer  à  cette  démonstration,  il  convient  de  remar- 
quer que  la  recherche  des  quantités  p,  ^,  p^,  cj^  est  simplement 
celle  de  la  représentation  sphérique  de  l'une  des  surfaces  (S), 
ainsi  que  cela  résulte  de  l'expression  de  l'élément  linéaire  de  la 
représentation  sphérique 

«t/t-  ^  {  p  du  ^ p i  dv)-~-  {q  du  ^  qidvY; 

on  sait  d'ailleurs  que  lorsque  cette  représentation  sphérique  est 
connue  la  surface  est  entièrement  déterminée,  à  un  déplacement 
près.  Il  est  cependant  nécessaire  d'intégrer  encore  une  équation 
de  Riccati  pour  obtenir  les  cosinus  directeurs  des  axes  mobiles  (T). 
Cette  remarque  met  immédiatement  en  évidence  les  liaisons  du 
système  qui  définit/?,  q,  />,,  q^  avec  celui  qui  définit  les  quan- 
tités D,  D',  D",  puisque  l'on  a 

r/a2=  iDclu-^iy' dvY 

ïi*  ' 

—  '^(Vtdu-^V)'  dv\i  D'  du  +  D'  ^^^)  +  J^  (  D'  du  -\-  D"  dv)"-. 

Il  en  résulte  que  le  système  que  nous  étudions  est  aussi  celui 
qui  définit  les  éléments  D,  D',  D"  en  partant  de  l'élément  linéaire. 

2.  Nous  ferons  observer  que  les  trois  équations  (I)  qui  lient 
les  rotations  expriment  sim[)lement  (  C/.  Darboux,  loc.  cit., 
Livre  I,  Chap.  VI)  que  les  deux  équations  de  Iliccati 

\  -—  =a  -—  ib  a-t-c  î-, 
)  <^« 

(U  \ 

—     =  «1 -t-  aWi  (T  -i-  CiT-, 
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où  l'on  a  posé 

q  —ip                                   .                           9  -r-  ip 
a—- —■,  ^b  — — ir,  c—- —f  .... 

ont  une  solution  commune  dépendant  d'une  constanle  arbi- 
traire. 

Le  système  (I)  transformé  par  le  choix  des  éléments  a,  b,  c,  ..  . 
s'écrit  sous  la  forme 

l    dn        da,  ,  , 

<r'i.bai  —  -2  au  i  =  o, 

I  cH>  ou 

àb        àbi 

(2)  '   -T h   cai  —  aci   =  o, 

'  àv         ou 

de         dci  ,  , 

— -  -;-  icbi  —  -lOCi  =  o, 

ov         ou 

et  la  dernière  des  équations  (II)  deviendra 

(3)  C(r,i—  i^i)  — «iC'^i  +  ''£)  — Cl  (•»■(  —  '■;)  — «^r.i+içi)  =  o. 

Convenons  de  prendre,  comme  inconnue,  la  fonction  3-qui  satis- 
fait aux  deux  équations  (i);  ces  deux  relations  nous  donneront  les 
expressions  de  a  et  a,  au  moyen  de  c,  c^  et  t. 

Portons  ces  expressions  dans  l'équation  (3)  et  dans  la  seconde 
des  relations  (a),  nous  aurons  deux  équations  linéaires  en  c  et  c^ 
qui  détermineront  ces  deux  quantités  au  moyen  de  o-  et  de  ses 
déi'ivées  premières. 

Les  expressions  de  c  et  c,  ainsi  obtenues  devront  vérifier  les 
deux  autres  relations  (i),  mais  nous  savons  déjà  qu'on  n'obtiendra 
ainsi  qu'une  seule  équation  [cela  résulte  de  Tinterprétation  du 
système  [l)  rappelée  plus  haut].  Nous  n'avons  par  suite  qu'à 
porter  les  expressions  de  c  et  C(  dans  l'équation 

de        dci 

r—  -+-  -icbi  —  \>. bci  =  o 

Oi>        du 

et  nous  obtiendrons  manifestement  une  équation  aux  dérivées 
parliclles  du  second  ordre  pour  déterminer  t,  équation  qui  sera 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes. 

Le  calcul,  qui  se  fait  sans  difficulté,  donnera  c  et  Cy   par  les 
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formules 

lOb^         db' 


-  =  (^-.T)f'.  -'■=  -"('.  H-,-n]-^,^.-e,)(^-,«.y 


u-..-;)(^--<6.)(^: -.*,.) 


Ac,  = 


-(-^- 


ou  l  on  a  pose 

A  = 


—  —•26  cr)[r,,-  /ïj^cr^r,!^?'^,)]; 


nous  désignerons  l'équation  du  second  ordre  en  7  qui  en  résulic 
et  dont  l'écriture  est  un  peu  compliquée  par  la  notation 

(5)  A(a)  =  o. 

3.  Supposons  que  l'on  connaisse  une  solution  de  l'équation 
linéaire  du  second  ordre  (5)  que  nous  venons  de  former;  que 
resle-t-il  à  faire  pour  obtenir  la  surface  correspondante? 

jNloMtrons  quon  parvient  à  l'expression  des  coo/données  X, 
Y,  Z  de  l'un  de  ses  points,  par  de  simples  quadratures. 

Désignons  par  Tq  la  solution  connue  de  l'équation  en  i\  les 
expressions  de  «,  c,  «,,  e,  sont  entièrement  déterminées  et  la 
solution  générale  du  système 

\   --—  =  a   —  ib  1  —  c  '^- 

I'" 

dont  nous  connaissons  la  solution  particulière  o-q,  s'obtiendra  par 
deux  quadratures. 
Posons  par  exemple 

Q.  ~    I  (cio-^  b)du -i-{Ciio-^  bi)di> 
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et 

nous  aurons  pour  expression  générale  de  rj 

(7)  <^  =  ^«-^cîr— 7' 

en  désignant  par  A"  la  constante  d'intégration  (''). 

Soient,  d'une  manière  générale,  a;  el  y  deux  solutions  du  sys- 
tème ((])  correspondant  aux  valeurs  X  et  <^  de  la  constante  k;  on 
en  déduit  immédiatement  les  expressions  des  cosinus  directeurs 

I  —  xy  „        .  I  -f-  TV  X  -^-  V 


■y  ^—y 


d'une  direction  fixe,  par  rapport  au  trièdre  mobile  (T).  Soient  de 
même  x^^  y,  deux  autres  solutions  du  système  (6),  )^,,  |Ji,  les 
valeurs  de  la  constante  k\  les  cosinus  correspondants  seront 

I  .TjV,  ,_4-.r,  y,  x^^Y\ 

'j.  =.  — ,  ^  =  j ■—  ,         7  =  -—  • 

■'■i  —  yi  ^1— ri  ^1—^1 

Pour  que  les  deux  directions  soient  orthogonales,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

(^-^y)(^i-^yi)  —  ->-^y  —  -j.Tiyi  =  o, 

c'est-à-dire  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  quantités  x, 
y,  ^(,jKi  soit  égal  à  —  i.  Mais  la  solution  générale  <j  est  liée  à  la 
constante  A"  par  une  relation  homographique  ;  il  en  résulte  que  la 
relation  précédente  se  réduit  à  la  relation  analogue 

(  X  -i-  ;JL  )  (  >,  I  -f-  ;JLi  )  —  '2  X  a  —  >  À  i  ;jli  =  o 

entre  les  valeurs  de  la  constante  d'intégration. 

Pour  obtenir  trois  directions  a,  |j,  y;  a',  ^' ,  y';  a",  ^",  y" formant 


(' )  Il   convient   d'ajouter   que   a  est  en  même   temps  que   tr^    une  solution  de 
l'équation 

(5)  A(a)=o 

qui  admet  ainsi  en  elle-même  une  transformation  curieuse.  Cette  transformatioQ 
n'allOre  pas  non  plus  les  valeurs  de  c,  c,  données  par  les  relations  (4)- 
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un  trièdre  Irirectangle,  il  faut  donc  donner  à  la  conslantc  /r  trois 
couples  de  valeurs  ).,  u;  X,,  'jL|  ;  X2,  'J-o  satisfaisant  aux  relations 

(X   —  i-i   )(Ài-H,a,)—    aX;^    — 'iXia,  =  0, 
(Xi  -i-  ai  )(X2-^  U2)  —  '^^-1  l^i  —  '-*^^5  1^2  =  <>) 

(Xî-h   ;J.i;')('X      -r-   ;JL    )  -iX^'Jt^ a^-.'J"-      =  O; 

ot  former  les  cosinus  correspondant  à  chacun  de  ces  couples.  On 
voit  qu'on  peut  prendre  arbitrairement  les  trois  quantités  X,  a,  à, 
par  exemple. 

On  peut  d'ailleurs  se  proposer  d'exprimer  toutes  ces  quantités),. 
|jL,  ...  en  fonction  rationnelle  de  trois  paramètres.  Pour  y  par- 
venir, nous  remarquerons  que  les  équations  précédentes  demeurent 
vérifiées  quand  on  fait  subir  aux).,  ijl  la  même  transformation  pro- 
jective 

.     _    M  /  —  \  _    i\I  77!  —  \ 


r  /  —  <-^  '  1'  777   —  Q  ' 

il  suffira  donc  de  trouver  pour  /,  m;  /),  ni^;   l-y,  nio  un  système 
particulier   quelconque   de    valeurs   numériques    satisfaisant   aux 
relations  qui  lient  les  trois  couples  A,  y.. 
En  prenant,  par  exemple 

/  =  o,  m  ^=  -jz;  /,  =  I ,  /7J 1  =  —  I  ;  1 1  =^  i,  rn->  =  —  /, 

on  obtient  les  formules 


N 

^■■=  I'-(V 

"M  —  \ 

.M  /  -^  N 

a»  =   — : 

P  /  ^  0  '  •  -         I>  ^  Q  7 

Ajoutons  que  ce  raisonnement  s'applique  évidemment  aux 
quantités  x,y  qui  vérifient  les  mêmes  relations  que  les  )>,  ij.;  on 
est  ainsi  conduit  aux  formules  d'Euler  {Cf.  Darboux,  loc.  cit., 
Livre  I,  Cliap.  III,  n"  27). 

Nous  venons  de  montrer  que  les  cosinus  directeurs  des  trois 
axes  fixes  OX,  OY,  OZ  s'obtiennent  rationnellement  à  l'aide  de 
l'intégrale   générale   du   système   1  <)  ),   intégrale   que    nous   avons 


124  PUEMIÈIIE   PAimii. 

obtenue  par  deux  quadratures;  trois  quadratures  nouvelles  don- 
nent, comme  on  sait,  l'expression  des  coordonnées  (X,  Y,  Z)  de 
l'origine  du  trièdre  mobile  (T). 

4.  La  solution  que  l'on  vient  de  présenter  conduit  en  général  à 
des  expressions  complexes  pour  les  rotations  />,  q,  y>,,  ^y,  et  pour 
les  cosinus  directeurs  a,  |3,  y,  .... 

Si,  partant  d'un  élément  linéaire  réel,  à  discriminant  positif 

ds-  =  E  du-  -f-  2  F  du  dv  -+-  G  dv'^, 

on  se  propose  de  déterminer  des  fonctions  réelles  X,  Y,  Z  des 
variables  u  et  v  qui  satisfassent  à  l'équation 

ds^=dX'~^  f/Y2-+-  dZK 

les  cosinus  directeurs  a,  j3,  y,  ...  et  les  rotations  y?,  q-,  p\y  q\  doi- 
vent aussi  être  des  fonctions  réelles  de  u,  r.  Cette  condition  est 
d'ailleurs  suffisante,  car  les  translations  ^,  t),  ^i,  Tji  elles  rota- 
lions  /•,  /•)  peuvent  toujours  être  choisies  parmi  les  grandeurs 
réelles  quand  E,  F,  G  sont  réels  et  EG  — ■  P'-  positif. 

Lorsque  les  rotations  y;,  q^  p^,  q^  sont  réelles,  les  deux  équa- 
tions 


'  au. 

<"^>  I., 

admettront  toujours,  en  même  temps  que  la  solution  complexe  .^', 

la  solution  —y-  où  Xq  désigne  la  quantité  conjuguée  de  x.  11  suffit 

d'ailleurs  que  ces  équations  admettent  deux  solutions,  telles  que  x 

et  — -^  pour  que  a  et  c,  d'une  part,  (7,  et  C(,  d'autre  part,  soient 

imaginaires  conjuguées,  c'est-à-dire  pour  que  les  rotations  soient 
réelles. 

On  conclut  de   là   que   les   expressions    des   rotations  formées 
avec  une  solution  u  de  l'équation  du  second  ordre 

A((T)  =  0 

ne  changent  pas  si  l'on  remplace  a  par  l'expression  — ?  et  encore 
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que  la  fonction  —  est,  en  même  temps  que  t,  solution  de  l'équa- 
tion précédente. 

Si  nous  partons,  par  conséquent,  d' une  solution  i  de  V équa- 
tion 

A(cr)  =  o 

qui  satisfait  en  même  temps  aux  relations  du  premier  ordre 
exprimant  que  c  et  c,   ne  changent  pas  cjuand  on  remplace  n 

jiar     —  ■<  les  rotations  p^  q,  /;,,  </)  seront  réelles.  Considérons 

le  système 

l  —  =a  -^  ib  s  —  c  s- 
1   Ou 

(8)  ',    , 

as  , 

—   =  «1  —  aft]* -f- Cl  5- 

et  soient  x,  —  un  couple  de  solutions  complexes  de  ce  système, 
les  cosinus  définis  par  les  équations 

T  -^  .r,!  ^j        .  .r,i  —  X  _  .Tx,)  —  I 

1 -H  a-^u  '  l-t-a-To  '  XX^-r-  l 

seront  également  réels.  Il  reste  donc  simplement  à  examiner  com- 
ment on  déterminera  trois  solutions  x,  y,  z  du  système  (8),  de 

façon  que  les  directions  correspondant  aux  couples  x^  — ;  y,  -7-; 
^,  -^^  soient  deux  à  deux  orthogonales. 

Désignons  par  c,  le  couple  qui  a  servi  à  obtenir  les  rota- 

tions  réelles/;,  q^ps-,  q\  et  par  a:,  un  autre  couple  quelconque 

X\^ 

de  solutions  du  système  (8);   la  solution  générale  S  de  (8)  peut 
être  définie  par  la  formule 

I-+-  S^o  \'     xf  ' 

cil  C  désigne  la  constante  arbitraire  et  où  la  quadrature  porte  sur 
une  imaginaire  pure  (  '  ). 

Soit  C  la  détermination  de  la  constante  qui  donnera  la  solu- 

(')  Il  est  bien  entendu  que  l'on  pourra  prendre  aussi  a;  ~  t  de  telle  sorte  que 
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lion  -ï7— ;  on  aura  immédiatement 


C        I -t- Sa7o  '      .         I    _  (i-+- Sa;o)(i-t- Soa?; 

et 


1  —    c"  ^0 

3(1 


(S— xKi  +  So.r) 
modCL  =  mod  -^^ — 5 =  i, 

(Sj—  Xo){i  -i-  baro) 

d'où  l'on  conclut 

en  désignant  toujours  par  Co  la  quantité  conjuguée  de  C. 

La  condition  d'orlhogonalité  des  directions  qui  correspondent 

aux  couples  x.  — ;  r,  — >  qui  s  écrit 

i_\  _     £1  _  .,  ^  _ 


peut  donc  s'écrire  aussi 


À  —  —  )  (  ;jL )  -'-  2  . ~  -z  -•—  =  o, 


en  désignant  par  \  et  jx  les  constantes  qui  définissent  respecti- 
vement X  et  y. 

On  obtiendra,  par  suite,  les  valeurs  les  plus  générales  de  trois 
constantes  À,  [jl,  v  correspondant  à  trois  directions  orthogonales 
en  exécutant  sur  un  système  particulier,  par  exemple  sur  le  sys- 
tème 

1  =  0,  /?l  =  I  ,  Ai  =:  /, 

la  substitution  projeclive  la  plus  générale  qui  change  deux  quan- 
tités complexes 

—  I 

u)     et     } 

en  deux  quantités  complexes 

—  I 
Q     et    — —  • 


linlégralion   du   système    (G)  dont  on   connaît  les   solutions   a  et  -^    n'exige 
qu'une  seule  quadrature. 
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Cette  substitution  s'obtient  sans  difficulté;  elle  s'écrit 

«  (0  -f-  e'? 

"=  ^' 

M  —  a<,e'? 

en  désignant  |Dar  a  une   quantité  complexe  quelconque  et  par  Jii 
une  quantité  réelle.  On  a  donc  simplement 

—  I  a  ^  e'?  ai  ^  e'r' 


«0 

1 

—  ao  eJ^ 

ou  bien  encore 

a 

-  e'? 

(9)                 ^^  =  «. 

[X  =: 

,./H    ,    .  ' 

i  —  <:^ue'^' 


1  —  ao  te'? 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE 


Helmholtz  (H.  V.)-  —  Vorlesungen  ûber  theoretische  Physik.  Heraus- 
gegeb.  von  A.  Kunig,  O.  Krigar-Menzel,  Frz  Richarz,  C.  Runge,  t.  VI.  Gr. 
in-S".  Leipzig,  Barth.  16  m.;  relié,  17  m.  5o  pf. 

Contenu    :     Vorlesungen  ûber  Théorie  der    Wàrme.    Herausgeg.  von   Frz 
Richarz.  xii-419  p.  avec  4»  fig. 

KûENiGSBERGER  (Leo).  —  Hemiann  v.  Ilelmholtz.  T.  III.  Gr.  in-8". 
X-142  p.  avec  4  portraits  et  i  fac-similé  de  lettre.  Braunschweig,  Vieweg 
und  Sohn,  4  m.;  cart.  toile,  4  m.;  demi-rel.,  7  m. 

DucRETET  (P.).  —  Traité  élémentaire  de  télégraphie  et  de  téléphonie 
sans  fd.  (Applications  militaires  et  maritimes.  )  In  -8",  89  p.  avec  fig.  Paris, 
Chapelot  et  G'*. 

RoDET  (J.)  —  Distribution  de  V énergie  par  courants  polyphasés. 
2'édit.  In-8°,  xi-56i  p,  avec  fig.  Paris,  Gaulhier-Villars.  i5  fr. 

.\bhandlungen,  astrononiische,  als  Ergdnzungshet/e,   zu  den  astro- 


128  PREMIÈRE  PARTIE. 

nomischen  \achrichten.iler3iU<geg.\on}i.Kreu\.z.  y"  A.  Gr.  in-4°j  Ham- 
bourg, Mauke  Sohne.  2  m.  5o  pf. 

Contenu  :  I.  Mello  e  Simas,  Défini live  orbit  éléments  of  cornet  1900  II.  — 
II.  Merfield,  Définitive  orbit  élément  of  cornet  1900  I.  iv-28  p. 

Abhandlungen,  mathematische,  awi  dem  Verlage  mathemat.  Modelle 
von  Martin  Schilling  in  Halle  a.  S.  N°'  4  et  o.  Gr.  in-S".  Halle,  Schilling. 
2  m.  \(j  pf. 

Contenu  :  H.  Grassniann,  die  Drehung  eines  kraftfreien  starren  Korpersum 
einen  festen  Punkt.  5(  p  avec  fig.  i  m.  60  pf.  —  W.  Boy,  uber  die  Abbildg. 
der  projectivea  Ebene  auf  eine  im  Endiichen  geschlossene  singularitatenfreie 
Flâche.  80  pf. 

Abhandlcngen  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften 
m.  Einschluss  ihrer  Anwendungen.  Begrundet  von  M.  Cantor.  16.  Heft. 
1.  Thl.  Gr.  in-8",  Leipzig,  Teubner.  i4  m.;  relié,  i3  m. 

Contenu  :  E.  Wolffing,  Mathemaliscber  Biicberschatz.  Systemat.  Verzeichnis 
der  wichtigâten  deutschen  u.  ausland.  Lelirbiicher  u.  Moncgraphien  des  19. 
Jahrh.  auf  den  Gebieten  der  mathem.  ^^'i5sen5cllaflen.  (In  2  Thln.)  t.  Thl.  Reine 
.Matliematik,  xxxvi-^iG  p. 

Blchei'.er  f  A.-H.;.  —  Eleniente  der  Vector-Analysis  mit  Beispielen 
aus  d.  theoret.  Pliysik.  Gr.  in-8".  Leipzig,  Teubner,  relié,  2  m.   40  pf. 

BucHHOLZ  (HuGOj.  —  Die  Gyldén'sche  horisticlie  Integrationsmethode 
des  Problems  der  drei  Kôrper  u.  ihre  Convergenz.  (Abhandign.  der 
kaiserl.  Leop.-Carol.  deutschen  Akademie  d.  Naturforscher.  81.  Bd,  n^S.) 
Gr.  in-4''  avec  portrait.  Leipzig,  Engelmann.  8  m. 

BuRKiiARDT  Œeinr.j.  —  Funktionen  theoretische  Vorlesungen.  1.  Bd. 
1.  Heft.  Algebraische  Analysis.  Gr.  in-S",  xii-igî  p.  avec  fig.  Leipzig, 
Veit  et  C'^.  5  m.  20;  relié,  6  m.  20. 

Cantor  (Mor.j.  —  Politische  Arithmetik  oder  die  Arithrnetik  des 
tdglichen  Lebens.  n"  édit.  Gr.  in-S",  x-ii)6p.  Leipzig,  Teubner.  Relié, 
I  m.  80  pf. 

Croy(Frdr.j.  —  Lehrhuch  der  niederen  Geoddsie.  Gr.  in-S°.  xxiv-728  p. 
avec  fig.  et  3  planches.  Leipa,  Kiinstner.  Relié,  18  m. 

Delai'ORTE  (L.-J.j.  —  Essai  philosophique  sur  les  géoniétries  non 
euclidiennes.  In-8°,  143  p.  avec  fig.  Paris,  Naud. 


c o  M l' y  !•;  s  w  !•;  .\  dus  !■;  r  a  n  a  l  v  s  !■:  s.  i ,,;, 

C().MI»Ti:S   I51-:M)US   kt   anai.vsks. 


HOCHHELM  (A.j.  —  Aif(;ab[:\  ai  s  dkr  anai.vtisciien  drr  Ebemc.  IIcIÏ  I  : 
DrE  GF.RADK  LiMi:,  DER  PcxKT,  DKR  Krkis.  Drille,  vernielirte  Aiifliiiïo, 
bearbeilet  von  F.  IJochheiin.  \  vol.  in-8;  vi-98  pages.  Leipzi;;.  Teiilxicr. 
1904. 
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Ce  n'est  pas  là  un  exercice  ni  une  question  à  poser  aux  élèves 
auxquels  s'adressent  les  questions  voisines.  J,  T. 


RUSSELL  rBei-trand),  M.  A.  —  Thiî   priNciples  of    MATinaiATlrs,    vol.   I. 
xxix-33/(  pages  iii-S".  Cambridge,  Univer.sily  Press,  ign}. 

On  connaît  les  recberclies  critiques  auxquelles,  dc|)uis  .Jo  ou 
4o  ans  surtout,  les  matbémaliciens  ont  soumis  les  principes  de  leur 
science  ;  elles  ont  entraîné  une  refonte  logique  de  la  plupart  des 
anciennes  tbéories,  et  la  création  de  doctrines  nouvelles,  comme 
la  théorie  des  ensembles.  Mais  ces  recherches,  poussées  en  sens 
<livers    par  des   auteurs    indépendants    et   de  tendances  diverses, 

Bull,  lies  Sciences  inatkem.,  r  sério,  l.  \\\  III.  (.Mui  lyo',.)  ,, 
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n|>|)('l,ii('iil  imn  svslénialisalion  fi  une  s\nlhèse.  C Csl  celle 
synllièse  que  ^l.  llussell  nous  iip|)orle  rinjonrcriiui  ;  de  Ions  les 
Iravaux  des  inalhénialiciens-logiciens  il  a  déi;a^é  la  pliilosopliie 
(|ni  y  élail  ini|)lic|née  d'une  manière  la  le  nie.  Ce  n'est  pas  se  ni  eine  ni 
une  nouvelle  |)hilosophie  des  malliémalifjnes  qui  ressort  de  celle 
élude,  c  est  aussi  et  avant  tout  une  logique  nouvelle  :  car,  en 
approfondissant  et  en  éclaircissant  les  principes  de  leur  science, 
les  nialhéniaticiens  ont  été  amenés  à  analvser  avec  plus  de  finesse 
et  de  rigueur  fpion  ne  l'avait  jiimais  fait  les  opérations  de  l'esprit 
et  les  procédés  de  raisonnemenl.  Leibniz  disait  déjà  que  les 
jualliéniaticiens  sont  les  vrais  maîtres  dans  Tari  de  raisonner;  les 
uialliématiciens  contemporains  ont  brillamment  vérifié  celle 
pensée,  car  c'est  à  eux  que  la  l^ogique  moderne  doit  presque  tous 
ses  progrès.  Par  cette  double  évolution,  la  Logicpie,  en  se  déve- 
loppant, et  la  Matbémalique,  en  remontant  à  ses  principes,  sont 
arrivées  à  se  rejoindre  et  à  se  souder  :  et  il  est  apparu  que  la  Mallié- 
malupie  n'a  [las  d'aulres  principes  et  d'autres  notions  premières  que 
les  notions  [)reniières  et  les  principes  de  la  Logique  même.  Telle  est 
la  llièse  fondamentale  de  TOnvrage  de  ^L  Russell.  Il  est  parvenu 
à  la  démontrer  en  appliquant  à  l'analvse  des  propositions  et  des 
déductions  malliémaliqnes  la  Logique  matliénialique  de  ^L  Peano. 
A  vrai  dire,  celle  démonslratiou  formelle  se  trouvera  seulement 
dans  le  NOliimc  11,  (jne  1  aulenr  j)répare  avec  le  concours  de 
^[.  \\  liilelicad  ;  mais  I  eneluunement  des  idées  et  des  proposi- 
tions est  suflisammeiit  marqué  dans  le  A  olume  I  pour  (pion 
puisse  I  apprécier,  (piand  on  eoimaît  déjà  les  ibéories  spéciales 
é-difiées  par  AL  l'eauo  ('  )  et  par  M.  AA  bitebead  (  -  ). 

Nous  pouvons  nous  dispenser  de  résumer  les  principes  de  la 
Logique  matbéinali(pie,  car  nous  les  avons  déjà  expos(''S  ici  même 
en  rendant  comple  du  Formulaire  de  M.  Peano  (■'  ).  Nous  devons 
toutefois  ajouter  (juelNL  Russell  a  pcrfeclionné  cette  Logique  dans 
une  partie  essentielle,  la  Logique  des  relations,  (pii  sert  j)récisé- 


(')  Formitldirc  de  Mathcniaticjues.  l.  tV  (tuiiii,  ttociM,  \{y<'.\)\  Aiilnietira 
générale  e  Algebra  elenientare  (Turin,  P;iraviH,  1903). 

{'^)  A  Irealise  on  universal  Algebra,  Ndi.  I  (Canil)ri(l?<'.  iS()S);  Ou  cardinal 
niimhers  {American  Journal  nf  Malhenia tics,  l.  WIN',   nin'). 
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mcnl  de  base  aux  Malliémalicjiies  (  '  ),  et  (|iril  a  iiiveiilé  poiir  cela 
un  symbollsme'très  simple  oL  très  coinuiode,  Itien  |iréférable  à 
l'Algèbre  des  leialions  de  Sehn'ider  (-).  Au  sui|)lus.  nous  avons 
publié  ailleurs  une  analyse  de  celle  Logique  nouvelle  ( ''  ),  ol  l'on 
nous  permellra  d'y  renvoyer  le  lecleur.  Nous  nous  attaclicrons  ici 
de  préférence  aux  théories  nialht'maliques  de  lauleur. 

Si  l'idée  de  nombre  n'esl  pas,  comme  on  le  croit  souvent, 
runi(|ue  objel  des  Malliématiques  pures,  elle  en  esl  du  moins  le 
premier,  le  plus  essentiel  et  le  plus  simple.  Celle  idée  paraîl 
niéme  lellemenl  simple  à  beaucoup  de  malliémaliciens,  qu'ils  la 
considèrenl  comme  intuitive  el  indéfinissable.  Par  là,  ils  se  dispen- 
senl  d'une  recberclie  bien  plus  difficile  qu'ils  ne  pensent,  el  ils 
tranchent  sans  s'en  douter  de  graves  ])roblèmes  phdosophiques, 
dont  la  solution  est  de  grande  conséquence.  C  est  déjà  une  grosse 
(pieslion  que  de  savoir  lequel,  du  nombre  cardinal  ou  du  nombre 
ordinal,  esl  logiquement  antérieur  à  lautre  :  c'est  une  question 
encore  plus  délicate  que  de  savoir  comment  il  faut  les  délinir,  et 
elle  n'a  été  résolue  que  tout  récemment. 

Le  nombre  cardinal  peut  se  définir  pco'  dhsiraclioii  ou  p(ir 
posta/afs.  La  définilion  par  abstraction  consiste  à  dire:  deu\ 
classes  (^ensembles)  ont  /e  même  nomh/e  lorsqu'elles  sont  équi- 
valentes, c'est-à-dire  lorsqu'on  peut  établir  entre  leurs  éléments 
respectifs  une  corres|^ondance  uni\c»rpie  et  réciproque.  Celte 
définilion  ne  constitue  pas  un  cercle  vicieux,  comme  on  pourrait 
le  croire  (  '  ),  car  on  peut,  grâce  à  la  J^ogiquedes  relations,  délinir 
la  correspondance  univoque  et  récipro(|ue  en  termes  purement 
logiques,  sans  faire  ap|)el  à  la  inilion  de  nombre,  ni  même  à  celle 
du  nombre  un.  Le  nombre  cardinal  est  donc  l'idée  qu'on  obtient 
par  abslraction   en   considérant  un    ensemble   de  classes  équivd- 


(';  V.  Klsski.i,,  Sur  la  Logique  des  relations  {Ue^ae  de  Mathéniatiijucs  Ac 
M.  Feano,  l.  Vit,  p.  ii5-i/|8,  1901)  el  Ttiéorie  générale  des  séries  bien  ordon- 
nées {Bévue  de  Mathémallques,  t.  VIII,  p.  12-4-^-  >0"2  )■ 

(-)  Que  nous  avons  analysée  dans  le  Bullelin  des  Sciences  mathenïnliijues 
d'avril  1900. 

(^)  Les  principes  des  Malhénialiqucs  (Ilevue  de  Méta/diysiqt/e  el  de  Morale. 
janvier  i9o'|). 

(')   Kl   cfimnio  muis  ravori';  •imiti'im  ilati<  iiulir  Ouviagr:   /V  l  Injitii  mal  Iti'nia- 

tifflIC.     |i.      l)<i. 
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lentes;  cl  coiniiic  dans  le  calcul  logi(]uc  cliaque  conceplcsl  repr»'-- 
senh-  par  lu  classe  qui  forme  son  exlension.  on  peut  dire  (|ue  le 
nombre  cardinal  d'une  classe  est  la  classe  des  classes  équivalentes. 
On  obtient  ainsi  la  définition  nominale  du  nombre. 

La  définition  par  postulais  (')  consiste  à  ])oser  trois  notions 
indéfinissables  :  o  (zéro),  N  (nombre  enlier  )  et  seq  (suivant  de),  et 
cinq  axiomes  ou  postulats  qui  établissent  entre  ces  trois  notions 
les  relations  fondamentales  d'où  dérivent  toutes  leurs  propriétés, 
à  savoir  : 

i"   Zéro  est  un  nombre  entier; 

a"  Zéro  n'est  le  suivant  d'aucun  nombre  enlier  ; 

3"  Le  suivant  d'un  enlier  est  un  enlier  ; 

4"  Deux  entiers  sont  égaux  quand  leurs  suivants  le  sont  ; 

5"  Si  une  classe  est  telle  qu'elle  contient  o,  et  que,  si  elle 
contient  un  nombre  enlier,  elle  conlient  aussi  le  suivant,  alors  elle 
contient  tous  les  nombres  entiers  (ce  dernier  axiome  constitue  la 
loi  d' induction). 

Ces  cinq  axiomes  sont  indépendants,  donc  nécessaires;  et  l'on 
peut  en  déduire  tous  les  théorèmes  de  l'Arillimétique  des  nombres 
finis,  donc  ils  sont  suffisants.  Mais  une  définition  par  postulats  est 
logiquement  imparfaite,  car  elle  n'établit  ni  l'existence,  ni  l'unicité 
(les  objets  définis.  Aussi  y  a-l-il  intérêt  à  ramener  celle  défiiiilion 
à  une  définition  nominale.  C  est  ce  qu'ont  fait  MM.  Russell  et 
Whileliead  en  définissant  comme  suit  les  trois  notions  premières  : 

«  Zéro  est  le  nombre  cardinal  de  la  classe  nulle  (définie  en 
Logic|uc  )   »  ; 

«  Le  suivant  d'un  nombre  n  est  la  somme  de  n  et  de  i  "  (lad- 
(lition  arillun(ii(|iie  étant  définie  en  foucliou  de  laddition 
logique); 

«  N  (nombre  entier  fini)  est  la  classe  des  nombres  cardinaux  (-) 
(jiii  npparliennent  à  toute  classe  .s"  qui   conlient  o,  et  i|ui  conlient 

{n -\-  I  )  dès  (pi cllr  contient  //.  » 


(')  Pkano,  Fornmtdirc  de  Matliematiqiics. 

('-')   N'oublions    [i;is    ijiic    lo    ?i(iiiiliii'    cinliii.il    ;i    cli-    iin  rciliiniiinil    di-lini   il" 
iri;inii'ri'  iilr-iiliiiiii'iii   liiiKTiile. 
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('.oiiiine  on  le  voit,  la  loi  d'induction  est  inipllqiirc  dans  la  ch'-li- 
nition  nominale  des  nombres  entiers  finis,  c'est  elle  qui  les 
distingue  des  autres  nombres  cardinaux,  cest-à-dire  des  nombres 
entiers  infinis.  Elle  sert  donc  en  quel([ue  sorte  à  définir  négati- 
veiflent  ceux-ci. 

On  connaît  une  autre  définition  des  ensembles  infiiiis,  et  par 
suite  des  nombres  infinis  :  «  \jn  ensemble  infini  est  un  ensemble  qui 
aX.  équivalent  à  une  partie  intégrante  de  lui-même.  ))^1.  Wliite- 
liead  (')  est  parvenu  à  déduire  celte  propriété  de  la  définition 
précédente,  et  par  suite  à  supprimer  un  axiome  de  la  théorie  des 
nombres  infinis.  Il  a  d'ailleurs  démontré  rigoureusement,  par 
le  calcul  logique,  les  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 
nomjjres  infinis,  et  cela,  sans  faire  aucun  appela  Tidée  d'ordre.  Il 
est  donc  établi  désormais  que  le  nombre  cartiinal  est  indépendant 
de  l'idée  d'ordre,  et  par  suite  du  nombre  ordinal. 

La  délinilion  du  nombie  ordinal  est  analogue  à  celle  du  nombre 
cardinal.  J)e  même  que  celle-ci  repose  sur  la  considération  des 
classes  équivalentes,  celle-là  repose  sur  la  considération  àei,  suites 
semblables.  On  appelle  suite  une  classe  dont  les  éléments  sont 
rangés  suivant  un  ordre  linéaire  tel  <jue  chacun  d'eux,  (sauf  un 
peut-être)  ait  un  consécutif,  et  un  seul.  (On  définira  plus  loin 
I  ordre  linéaire.)  Deux  suites  sont  semblables,  si  Ion  peut  éta- 
blir entre  leurs  éléments  respectifs  une  correspondance  uiiivocpie 
et  réciproque  telle  que,  si  dans  l'une  l'élément  A,  suit  l'élément  t?, , 
dans  l'autre  l'élément  b-2.  suit  l'élément  «^^  <^ii  Gl  b-,  étant  les  corres- 
pondants respectifs  de  a,  et  />, .  Le  nombre  ordinal  d'une  siiile  est  la 
|)ropriété  qu'elle  a  en  coiuiniiii  avec;  toutes  les  suites  semblables, 
ou,  si  l'on  se  [)lace  au  point  de  vue  de  l'extension,  c'est  la  classe  i\e^ 
suiles  semblables  à  cette  suite.  Plus  exactement,  la  relation  de 
simililude  existe,  non  pas  enlre  les  suites,  mais  entre  les  rela- 
tions ordonnatrices  (pii  déterminent  l'ordre  de  chacune  d'elles. 
Dès  lors,  un  nombre  ordinal  est  une  classe  de  relations,  de  même 
qu'un  nombie  cardinal  est  une  classe  de  classes;  }>\.  Kussell 
conçoit  ainsi  des  noinijres-rclalions ,  et  la  possibilih'  d  une 
Arithnu'liijue  des  rclal ions  analouiic  à  1"  Xnlhmél  ique  des  iimiibrcs 
lardinaux. 

Tl    <)n  ididiiiil  iiiimlii'rs.  Snlioii  III. 
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?Soiis  a\oiis  (lu  in\oqiicM-  lltK'e  d'ordre,  et  la  supposer  délinK-. 
C'est  encore  là  une  idée  ibnd.-inienlale  des  Malliéiiiali(|iirs,  (|u'oii 
sedis|jen.se  en  général  de  dédnir  sous  prétexte  qu'elle  est  intuitive 
et  simple,  et  en  réalité  parce  qu'elle  est  assez  com[)lexe  et  diffi- 
cile à  analyser.  M.  Kussell  a  catalogué  six  manières  différentes 
de  définir  un  ordre  ;  nous  ne  les  énumérerons  pas,  car  elles  se 
ramènent  à  deux  relalioiis  génératiices  :  l'une  est  la  relalion 
iVcnlre,  qui  porte  sur  trois  termes  (exemple:  h  est  entre  a  et  d; 
laulre  est  la  relation  de  si'/xiratioit ,  qui  |)orte  sur  quatre  termes, 
ou  plutôt  sur  deux  cou|)lesde  termes  (  exemple  :  les  termes  a  et  c 
sont  séparés  par  les  termes  b  et  cl.  )  La  première  engendre  les 
suites  om'erlcs  (Tordre  linéaire),  la  seconde  les  suites  fermcas 
(l'ordre  circulaire);  JM.  Russell  montre  que  toutes  les  deux  peu- 
vent se  lamener  en  dernièx'e  analyse  à  une  relalion  asymétrique 
transitive  entre  deux  termes  [précède  ou  siiil).  Asymétrique, 
c  esl-à-dire  <]u"on  ne  peut  avoir  à  la  fois  «  j"  précède  )'»  et  «j' pré- 
cède .r  »  ;  (ransiliv(\  c'est-à-dire  que  «  x  précède  j"  »  et  «y  pré- 
cède c  »  enlraine  nécessairement  «  x  précède  c  ».  Par  suite  de  celle 
réduction,  la  distinction  de  l'ordre  linéaire  et  de  l'ordre  circulaire 
ne  païaît  pas  essentielle  ;  toute  suite  fermée  peut  se  ramènera  une 
suite  ouverte,  si  on  la  u  coupe  w  avant  ou  après  un  terme  quel- 
conque. Ou  voil  (|ue  c'est  la  Logicpie  des  relalions  qui  a  |)crmis 
d'aiialyscr  et  de  (h'iiuir  exaclemenl  l'itlée  d'ordre  aussi  bien  que 
1  idée  de  noinlire. 

C'esl  encore  elh-  (pii  \.i  permettre  de  définir  les  diverses 
espèces  de  noiiihics  sans  commellre  les  fautes  de  logi(|iie  (pii 
entaclicnt  en  général  la  géïK-ralisalion  du  nombre  (  notamment 
(pi and  on  inlioduil  les  nouveaux  nombres  connue  solutions  île  pro- 
\)\l'U\v>mif><>ssihh'S).  l)ans  la  suite  naturelle  éi^-ri.  nombres  entiers, 
il  V  a  une  relation  U  entre  deux  nombres  consi'cutils  (|uelcon()iies. 
On  peut  dr-fimr  ses  puissances  successives  ;  si  .^'Hj'  ei^>"K:;,  on  a 
X  IV- V  ;  el  ainsi  de  suite.  On  peul  définii-  aussi  sa  relalion  converse  ; 
xWy  -^ y\{x^  et  cette  n  lalion  converse  aura  elle  aussi  ses  puis- 
saui-es  successives,  converses  des  puissances  homologues  de  \\.  L'en- 
semble des  puissances  de  1{  el  de  U  est  ce  «pi'on  appelle  Ven- 
scinblc  (les  mtDibrcs  entiers  (jtof/i/iés  (  po>ilil"s,  nég.itifs  et  nul  ).  Ce 
ne  sont  pa-^  à  propicmcnl  parler  des  iiombics,  mais  des  relations 
ides   iiilcix  aile-   iMi   il(>  ili-l:iiic(">  I  ciilrc   lo   iioiiibic.-.   (.«ilc   con- 


CO.MPTLS   UKNUUS   ET  ANALYSES.  i  r> 

c(.'|)lion  (les  nombres  qualiliés  n'est  nullement  paradoxale,  elle  est 
conforme  an  sens  «ommun  :  +  ^  signifie  qu'on  ava/ire  de  o  rangs, 
—  5  qu'on  recule  de  5  rangs  dans  la  suite  naturelle,  à  partir  d'un 
(pielconque  de  ses  termes;  H-  3  —  5  =  —  2  signifie  que  l'exécu- 
lion  des  deux  opérations  équivaut  à  l'opération  —  2,  c  est-à-diie  à 
un  recul  de  2  rangs.  Comme  on  le  voit,  on  ne  crée  pas  de  nou- 
veaux nombres  destinés  soi-disant  à  conq:)léter  la  suite  naturelle, 
et  l'on  nidcjitific  pas  les  nombres  positifs  aux  nombres  entiers,  ce 
qui  serait  contradictoire. 

De  même,  les  nombres  fractionnaires  ne  sont  pas  des  nombres, 
mais  des  relations  entre  les  nombres  entiers;  cette  espèce  de  rela- 
tion est  bien  connue  des  malbématiciens  sous  le  nom  de  /vz/yvo/V. 
Si  un  noudjre  est  un  multiple  d'un  autre  :  a  ^  h.r,  il  a  avec  ce! 
autre  une  certaine  relation  X  :  (i\l).  Les  matliématicieus  ont  I  lia- 
bitude  de  parler  (Yopc/'alions  plutôt  que  dv  rclaltons  :  \  est  une 
i-elalion  multiplicative,  c'est  l'oi^éralion  piir  laijiiclli'  on  n;i>>c  de 
(1  à  h.  La  relation  ou  opération  inverse  s'a|)pelle  \.  Supposon-- 
maintenant  que  Ton  ait  :  r^/y),  ou  :  c\  b,  ou  ciilin  h\c.  V.w 
combinant  les  deux  relations  <i\b^  b\c,  on  obtient  une  relation 
(pii  est  le  prodiiit  des  deux  premières  :  aWc.  Celle-ci  signifie 
(|ue,  pour  passer  de  a  à  r,  il  faut  multiplier  par  .r,  puis  diviser 
par  )-.  La  relation  complexe  XY  exprime  donc  le  rapport  de  <i 
à  c.  On  pourra  la  i-eprésenter  par  le  symbole  X-^'J',  ou  siuq)le- 
ment  :  J"/ r,  et  retrouver  ainsi  les  fractions  ordinaires.  Mais  il  m; 
faut  pas  oublier  qu'une  fraction  n'est  (pi'un  symbole  opcrnloirc 
(l'indication  dune  multiplication  suivie  d'une  division),  coiiloi- 
mément  à  la  conception  de  M.  Méray  (M;  il  ne  faut  donc  pas  con- 
sidérer les  fractions  comme  des  nombres  bomogènes  aux  précé- 
dents, ni  identifier  les  fractions  de  dénominateur  1  aux  nombres 
entiers,  ce  (pii  serait  \\\\  paralogisme:  la  fraction  .')  1  df'sigm'.  non 
le  nombre  entier  .),  mais  \c  rapport  du  nombre  >  au  nombre  1, 
tout  comme  .'J/2  désigne  le  rapport  de  .i  à  2.  Encore  ici.  on  con- 
state (pie  cette  conception  est  conlorme  au  sens  commun  ;  car 
iprest-ce  (pie  |)ren(lre  les  2/3  d'une  pomme,  si  ce  n'est  la  dt^iscr 
par  ,')  et  ni  iill  ipl  irr  le  résultat  par  ■',  ?  ^Llis  ce  «pi'il   iinpoile  mii- 


')  fj-s  J'iuilinns  ri  /es   i{iniiil  i  1rs  m-i:(l(i\rx.    i  S( 
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loiit  (le  roniarqner.  c'est  que,  grâce  à  celle  conceplion,  les  frac- 
tions s'appliquent  aussi  l)ien  aux  grandeurs  rpi'aux  nombres:  car 
un  rapport  est  loujours  le  même,  quelle  que  soit  la  nalure  de  ses 
termes,  ou  celle  des  unités  qui  Jes  constituent.  Seulement  il  ne 
faut  plus  considérer  les  fractions  comme  des  nombres  concrets,  et 
dire  :  2/3  de  mètre,  2/3  de  litre:  il  faut  dire  :  telle  longueur  est  au 
métré,  telle  capacité  est  au  litre,  dans  le  rapport  de  2  à  3  ('  ).  On 
aperçoit  dés  lors  comment  les  nombres  rationnels  (  v  com[)ris  les 
nombres  dits  enliers)  j^euvent  s  appliquer  à  la  mesure  des  gran- 
deurs des  espèces  les  [)lus  diverses. 

l'our  les  nombres  irrationnels,  on  conqDrend.  d'après  ce  qui  pré- 
cède, que  ^I.  Russell  ne  veuille  ni  les  créer  arbitrairement,  ni  les 
définir  comme  limites  de  suites  ou  de  séries  qui  n'ont  pas  de  limite 
(rationnelle).  Il  les  conçoit  (^suivant  une  suggestion  de  M.  Peano) 
comme  des  segments  :  un  segment  est  un  ensemble  de  nombres 
rationnels  cpii  ne  contient  pas  tous  les  nombres  rationnels,  mais 
(pi!  contient  to'is  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  Tun 
quelconque  de  ses  éléments,  et  tel  que  cbacun  de  ses  élé- 
ments est  plus  petit  qu'un  autre  de  ses  éléments  (  de  sorte  (|u'aucun 
deux  n'est  le  plus  grand).  En  somme,  cette  définition  est  voi- 
sine de  la  conception  de  M.  Dedekind  :  au  lieu  de  considérer 
deux  classes,  l'une  inférieure,  l'antre  siq)érieure,  on  n'en  considère 
(pi'iine,  I  inférieure,  qu'on  nomme  sy'j:?/;?^/?/ et  (pion  définit  par  ses 
propiiétés  intrinsèques  (on  pourrait  tout  aussi  bien  prendre  la 
cb;sse  supérieure  ppur  jouer  le  rôle  de  segment);  mais,  au  lieu  de 
créer  par  lonvention  un  nombre  pourcombler  la  roi//ntre,  Tinler- 
valle  des  deux  classes,  on  identifie  le  nombre  irrationnel  au  segment 
(pii  le  «  définit  »,  de  manière  que  les  questions  d'existence  et  d'uni- 
cité ne  se  posent  plus.  C'est  là  d'ailleurs  le  but  principal  de  toutes 
ces  définitions  du  iK)mbie  géïK'ralisé  :  il  importe,  pour  la  purelé 
logi(pie  de  la  llit'oiie,  (pi'aucune  entité  ne  soit  introduite  aibitrai- 
reiiient,  car  cela  obligerait  à  admettre  des  postulats  d'existence 
(pli  nniipriiieiit  I  l'iuliainement  lognpie  des  propositions  à  partir 
(les    priiici|)es    premiers.    Un    nombre    irrationnel    n  est    rien    de 


('  )  Il  (Ml  est  (le  in('iu(\  (raill(^iirs,  pour  les  nombres  entiers:  i  nuMiTS,  3  tilre>, 
III-  (K'>i^iieiil  |)iis  léelleiiiiiil  (li>  iiomlircs  ciinliiiiiiix,  mais  le  rii|)|)ort  (rnne  i;r.iii- 
ileiir  il   l'iiiiiU-  lie  liiriiie  csince. 
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plus  ([Il  un  ensemble  de  nombres  ratuDnnels  :  par  suite,  les  nombres 
irrationnels  existent  dès  fju'existent  les  nombres  ralionnels,  cl  au 
niênie  titre  qu'eux.  Ici  encore,  on  peut  montrer  que  cette  conception 
n'est  pas  contraire  au  sens  commun  :  car  les  nombres  irrationnels 
(^quelle  ((ue  soit  leur  définition)  n'ont  d'autre  rôle  que  de  tra- 
duire (de  mesurer)  les  grandeurs  incommensurables  :  or  (pi  est-ce 
(jirune  grandeur  incommensurable,  sinon  une  grandeur  doul  la 
mesure  donne  lieu  à  une  suile  Inlinie  de  nombres  rationnels  plus 
grands  les  uns  que  les  autres,  et  dont  aucun  n'est  le  |)lus  grand, 
parce  (ju'aucun  n'épuise  la  grandeur  à  mesurer?  Il  est  donc  na- 
turel de  prendre  pour  mesure  de  cette  grandeur  renseinble  même 
des  nombres  ralionnels  qui  en  sont  les  mesures  indéfiniment 
a(>j)iocliées  par  défaut.  Cela  dispense  de  tout  postulat  relatif  à 
lexislence  d'une  limite.  C'est,  au  contraire,  aprvs  que  les 
nombres  irrationnels  ont  été,  non  pas  créés,  mais  trouvés  et  dé- 
liiiis,  (|u"on  peut  définir  la  limite  d'une  niani('re  générale,  et 
démontrer  cpie  toute  suite  convergente  a  une  limite. 

On  est  ainsi  amené  à  la  notion  du  continu,  il  importe  de 
remarquer  que  celle  notion  est  désormais  puiement  or'liiKilc, 
c'est-à-dire  (pion  peut  la  (b'Iinir  uni(|uement  |iar  des  relations 
d'ordre,  sans  faire  aucun  a()pel  à  l'idée  de  grandeur  :  cl  c'est  un 
des  résultats  les  plus  inléiessants  des  travaux  de  Georg  Canlor.  I.a 
première  délinilion  qu'il  avait  donnée  du  continu  (ensemble  /kii- 
J'ait  et  bien  enchainé  )  implicjuait  la  notion  de  grandeur  on  de 
(lislance,  et  postulait  lexislence  de  j)oinls-liiniles  en  debors  de 
fensemble  considéré  (  un  ensemble  prir/dit  devant  contenir  tous 
■<i'S  point^-limiles  ).  l'ar  suile,  c'élail  wur  (iélinition  relative,  puis- 
(pi'clle  définissait  un  ensemble  continu  [)ar  rapport  à  un  espac(î 
(  aritlim('li(pie  )  |)réexistant  où  il  était  en  (pielque  sorle  |)long('-.  Il 
l'allait  trouv(;r  une  délinilion  iiil linsèque  de  renseinble  continu, 
(pii  ne  supposât  rien  en  debors  de  l'ensemble  même  cl  cpii  repo>àl 
iini(pieiiieiil  sur  les  relations  iiilernes  d(;  ses  éléments,  l'oiir  cela, 
ou  p;irl  du  l\pe  d'ordre  y,  de  l'ensemble  des  nombres  ralionnels 
compris  en  Ire  o  et  i  ;  ce  l  v|>e  (l'on  Ire  e-.t  entière  me  ni  dclini  par  les 
proprich's  siii\  ailles  : 

i"  C'est  un   ensemble  di'iiombiablc  : 

■-»"  Il  n'v  a  m  picinicr  m  dcniici   iciiiic: 
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o"  Eiili'e  deux  Icnucs  (|uelc,'()i)(|ii('S  il  v  cii  ii  un  aiilro  (  ce 
qu'on  cxpi'ime  en  disant  ([iic  iL'n^einljlc  est  conipdil  |  iibcralL 
dir1u\  I. 

(^.es  |)i()|)ii(''Lrs  sonl  piiicnienl  oïdinales,  car.  la  proinirre  i  la 
senle  pour  laquelle  cela  n'est  pas  évident),  éqnivanl  à  dire  «pTon 
pent  ranger  anlrenienl  les  termes  de  rensend>Je  de  manière  à  en 
laiic;  nuQ  progression  (  '  ). 

Cela  |)osé,  on  considère  dans  cet  ensemljle  des  siiilcs  fOiida- 
ineiilales  (ascendanies  on  descendantes),  telles  <pie  leurs  termes 
siieeessils  se  suivent  (ou  se  |)récèdent)  dans  le  même  ortlre  an  sein 
de  I  ensemble.  Une  suite  londamentalc  a  pour  limile  un  ('■hument/// 
de  l'ensemble,  SI  cet  élément  est  le />/"cf//ue/' après  tous  les  éléments 
de  la  suite  (  -  ).  Ln  ensemble  est  condensé  en  soi,  si  tous  ses  élé- 
lucnts  sont  des  limites  de  suites  rondamentale»  ;  il  est  Je/ nié,  si 
toiilcs  les  suites  f'oiidamenlales  (pi'il  contient  ont  des  limites  (  •'  )  ; 
et  il  est  parjuit,  s  il  est  à  la  lois  (èriné  et  condensé  en  soi.  ()n 
jxiil  maintenant  délinir  le  tjpe  d'ordre  0  du  continu  linéaire 
comme  suit  : 

«  [^'ensemble  0  est  parlait  et  contient  un  ensemble  ordoniK-  |-, 
déiiombiable.  et  tel  (piil  v  a  un  de  ses  éléments  eiili-c  deux  élé- 
ments (pielcoïKi  nés  de  0.   i> 

0\\  |)cut  (lénK)iil  iei-  (pie  r<Misemble  1^  ainsi  caraetf'iisc'  possède; 
le  tvpe  d  ordre  y,.  Ainsi  rensemble  B  esta  reiisembler,  ce  <]iie  l'en  • 
semble  des  nombres  réels  (compris  entre  o  et  i)  est  à  l'ensemble 
des  iKiiidjies  rationnels.  (À'tte  di'linilion  est  un  prii  plus  compli- 
(|uée  (pi<,'  rancienne,  parce  qu'elle  exige,  comme  intermédiaires, 
la  ilélinition  du  tvpe  d'oidre  7^.  (pii  sert  en  (piel(pie  sorte  de  ciiar- 
piiile  ou  dt;  carcasse  au  tvpe  d'ordi-e  0  :    mais  elle  e>I  pliilost)pbi- 


(')  l  ne  progrcssiiui  csL  iiiir  Miile  sciiil)lal>l('  ;i  \-\  suite  ii;il  iinljf  dos  ii<)iiii)ies 
cnlicis,  iii^iis  (|iii  peut  ('(ri:  di'linic  (iii-cclemoiil,  siiiis  in\u(|iici-  riiiéc  de  iioinl)i'c. 
p.ir  ses  piopiiili's  uniiiialcs  (   llrssKi.i,,  oji.  vit.,   p-i'io)- 

(■)  On  riMiiar(Hi(  Tii  '{"f  '"l'Itc  déliiiitinn  de  |,i  limilc  u"iiiii>liiiiie  plus  iiinMinc 
iiMlion  de  dislami'  ni  di-  i;i-,ni(l<iir. 

(  ')   Iiirililc  d'ajinitri'  :   .(iilui   ".   pu  is.j  ne,  rcii-rml>l<'   n'ci.ml    pas  c>>ni;ii  rnninn- 

(■■MiliMM   d.iMs    un    aiilic    rii~,nildr.    Il-   -uilr-   r.Mid rnl.ilr-    nr    penvcill    HM'ir<li- 

liiiiilo   lior-  di-   lin. 
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(|iit'iiu'nl  |>lii-i  simple,  ou  du  moins  plus  pure,  puisqu'elle  irinvoipic 
que  l'idée  d'ordre  (  '  ). 

C'est  un  résultat  eonsidérable,  et  cpielque  peu  paradoxal,  (pie 
d'avoir  pu  alïVanchir  la  notion  de  eonlinii  de  toute  immixlion 
de  l'idée  de  grandeur,  alors  (pie,  suivant  nne  tradition  philoso- 
phique séculaire,  la  eontinuilé  semblait  l'altribut  propre  el  carac- 
téristique de  la  grandeur.  Et  cela  nous  fait  présumer  (ce  <pie 
AI.  Russell  ne  dit  pas)  qu'on  réussira  peut-être  à  définir  la  gran- 
deur au  moveii  de  l'idée  d'ordre,  lin  lout  cas,  on  a  pu  délinir 
dune  manière  purement  ordinale  l'ensemble  des  nombres  réels, 
qui  est  en  quelque  sorte  le  décalcjue  de  l'idée  de  grandeur.  Or, 
comme  le  remar;|ue  M.  Russell  (-),  si  les  applications  des  INIalhé- 
matiques  sont  (ondées  sur  les  proprii'lés  cardinales  (ou  logi(pies) 
du  nombre  entier,  ce  sont  ses  propriétés  ordinales  (pii  seules 
entrent  en  jeu  dans  les  .Malhématicpies  pures  :  les  nombres  n'y  soni 
considérés  cpie  comme  les  termes  d'une  |)rogressIon  (  ■' )•  l*af  con- 
séquent, ce  n'est  pas  sur  l'idée  de  nombre  que  repose  l'édilice 
entier  des  Malhéniali(jues  pures,  c'est  sur  l'idée  d'ordre  :  nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  d'appn'-cier  l'importance  philosopliicpu; 
de  cette  conclusion. 

Nous  ne  nous  ariélerons  pas  aux  Chapitres  où  M.  llussell  Irailc 
de  l'inlini  et  du  eontinu:  ils  sonl  surtout  utiles  pour  les  philo- 
sophes (pii  s'fillardenl  eiuuMC  à  diseulei'  les  anlinomies  de  Kanl. 
Vueun  nialh(''inal  i(  len  ne  trouve  plus  de  diliiculté  à  concevoir  les 
nombres  inlinis  :  aucun  non  plus  ne  croit  à  l'existence  (même  idéale) 
des  inliniment  petits.  Selon  la  remarque  ingénieuse  et  juste  de 
l'auteur  ('' ),  l'inliniment  pelit  a  perdu,  dans  la  philosophie  des 
Malhémati(pies,  lout  le  terrain  (pie  l'inlini  proprement  dit  a  gagné. 
Le  Calcul  dit  infinitésimal  ne  repose  nullement  sur  l'idée  d  inlini  ; 
(  t  en  revanche,  celle  ci  >e  présenle  dans  les  ihéoiies  élémenlair«;s 
cl  londanienlales  des  ensembles  el  des  nombres.   Ici  est  le  r(''sullat 


(  '  )  <^.  C'ANTur.,  Stir  les  foiidemcnls  île  la  théorie  des  eiisemhles  transjiius  (  i8y  i 
i>;)7),  traduction   MiirolLc  (Paris,  llciiiuiiui,  lî^ijy). 

(  -  )  Op.  cit..  ]).  j'|i. 

(•')  C'est  ce  qui  (•\[ili(|iic  i\\\v  (l'c-iiiiinnl-  mal  lit'iiiHliii(Mi-i  (  llcliiilinll/.  iMoiii-ckci 

lli'dekind  )   airiiL   çoiiMiU-n-    Ir    tiiniiliii'   uriliiial  i  (.miiic  a  iilii  iciii   an    i iluc  'ai 

•  liiiai. 

(  '  t  Oii.  cit..  w-  'j:.(i. 
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(•mieux  (le  la  relOnlc  ionique  de  la  Science,  à  la(|iielle  est  allaclid' 
le  nom  de  \\  eieislrass.  Un  autre  résiillal,  n(jn  moins  important, 
est  que  les  notions  d'infini  et  de  continu  |)euveDt  ùlve  définies  au 
moyen  des  seules  id(''es  de  nombre  et  d'ordre,  sans  aucun  appel  à 
lintuilion  (s|)atiale  ou  temporelle),  et  même  sans  immixtion  de 
I  idée  de  grandeur;  en  outie,  le  continu  numérique  ainsi  défini 
suffit  à  fonder,  non  seulement  l'Analyse  entière,  mais  encore  la 
Géométiie  et  la  Mécanique,  ce  qui  permet  de  purifier  celles-ci  de 
toute  donnée  intiiilive  et  em|)irique,  et  de  les  constituer  comme 
sciences  mathématicjues  pures. 

Il  eonvieni,  à  ce  propos,  d'expliquer  ce  (piil  faut  entendre  [)ar 
jllalhcmcf tiques  pu/ es.  Dapivs  M.  Iliissell,  la  Matliémati(pie  ])ure 
est  l'ensemble  des  propositions  de  la  forme  :  «/;>  implique  ^  »,/?  et 
<y  étant  des  pro|)Ositions  cpii  contiennent  les  mêmes  variables,  et 
(pu  ne  contiennent  |)as  d  autres  conslaiites  que  les  constantes 
lo^i(|ues.  Cette  définition  paradoxale  se  justifie  par  ce  (pii  pré- 
cède. Elle  signifie,  en  somme,  que  toutes  les  vérités  matlié- 
niatiqiies  sont  des  jugements  hypothétiques  de  la  forme  :  «  si  /) 
est  \rai,  q  est  viai  »,  et  cela,  tout  mathématicien  l'accordera, 
car  il  est  habitué  à  (''noncer  avec  le  plus  grand  soin  les  h\po- 
thèses  moyennant  les(pielles  chaque  théorème  est  valable.  Chacun 
sait  (pi  (tu  lie  peut  rien  démontrer  sans  supposer  ou  postuler 
quehpie  chose  :  ce  (pii  constitue  proprement  une  vérité  mathé- 
matique, ce  n'est  |)as  la  thèse,  c'est-à-dire  la  proposition  dé- 
montrée, mais  la  relation  nécessaire  qui  unit  cette  thèse  à  V liypo- 
llii'se.  Or  (et  ceci  achève  de  justifier  la  définition  susdite)  cette 
relation  est  purement  logique,  attendu  (jue  toutes  les  entités 
mathématiques  |)euvent  se  définir  en  fonction  des  constantes 
lognpies,  et,  par  suite,  toutes  les  pro|)OSitions  mathéniali(pies 
peuvent  se  (h'-diiire  des  principes  de  la  L()gi(pie.  La  Mathé- 
matKjue  a|)paraît  en  (h'finitne  comme  un  prolongement  de  la 
Logi(jue,  comme  l'application  de  la  L()gi(pie  à  certaines  espèces 
de  relations:  et  inversemeni,  la  Logi(pie  n'e>t  plus  (pie  renseiiible 
des  principes  g(''iiéraux  de  la  Mathématicpie  pure.  Ainsi  se  Iroiixc 
consommée  la  fusion  de  la  l^ogiqiie  et  de  la  "\Iath(''malif|ue,  (pie 
leur  analogie  et  leurs  al  lin  itc'S  secrètes  axaient  fait  pn''\  oir  à  (pu'hpics 
grands  esprits,  comme  I'I.iIimi   cl   i.cibiii/. 

<)u    compicnd    mai  iilciiaiil   dan-    ipirl    xii-    la    (i(''iniiet  i  ie    peut 
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retilrcr  chiiis  les  jMalli('nia!i(|iics  pures  :  ce  n'est  |)as  en  lanl  (|ii(^ 
science  de  l'espace  actuel  (pie  nous  habitons,  mais  en  tant  cpic 
science  de  Ions  les  espaces  possibles.  A  ce  point  de  vue,  c'esl  une 
science  purement  formelle,  a  prioii  et  liypolhélique,  au  sens 
cpii  vient  d'être  défini  ;  si  tels  ou  tels  axiomes  sont  vériliés,  telle  ou 
telle  géométrie  sera  vraie  et  s'applicpiera  à  l'espace  actuel.  Mais 
c'esl  à  l'expérience  de  nous  apprendre  si  tels  ou  tels  axiomes  sont 
vérifiés,  et  par  suite  la  Géométrie  de  l'espace  actuel  sera  empiricpie, 
tout  en  conser\anl  la  forme  déductive  de  la  Géométrie  pure,  de 
manière  à  ne  l'aire  ap|)el  à  l'intuition  que  pour  la  vérification  de 
ses  axiomes,  mais  nullement  pour  l'encliainement  des  propositions 
qui  en  découlent. 

Sous  le  bénéfice  de  ces  explications,  la  Géométrie  pure  peut  être 
définie  :  la  science  des  suites  à plusieiiis  dimensions.  Elle  re|)Ose 
donc,  elle  aussi,  sur  les  notions  d'ordre  et  de  relation.  Celte  défi- 
nition ne  surprendra  pas  trop  les  mathématiciens,  qui  sont  habitués 
à  dépouiller  les  entités  géométriques  de  tonle  j)roj)riété  s|ialiale  et 
intuitive,  et  à  les  définir  uniquement  par  leurs  relations.  (  hie  ces 
relations  seules  im|)orlent,  et  que  la  nature  de  leurs  termes  soi! 
indifTérenle  et  étrangère  à  la  construction  logique  de  la  Science, 
c'est  ce  que  prouve  la  dualité  de  la  Géométrie  projective,  où  les 
mêmes  propositions  valent  pour  les  points  et  pour  les  plans. 

La  considération  des  suites  à  plusieurs  dimensions  justifie  seule 
la  création  des  nombres  comph^xes  en  général,  et  en  |)aiticulier 
des  nombres  dits  imaginaires.  En  ellel,  on  ne  peut  pas  logicpie- 
ment  définir  les  nombres  imaginaiies  comme  racines  d'('(pial  ions 
algébriques  (pii  n'ont  pas  de  racines  «  réelles  »,  et,  en  tout  cas, 
on  ne  peut  pas  démontrer  l'existence  de  telles  racines  ;  on  ne  peut 
que  les  créer  par  convention  (  ').  Nous  n'avons  pas  besoin  de  dire 
ici  comment  on  définit  les  nombies  complexes,  leur  égalité  et  leurs 
opérations  ;  c'esl  seulement  lorscpie  la  théorie  de  ces  nombres  est 
constituée  qu'on  peut  constater  et  [trouver  qu'ils  servent  à  résoudre 
les  équations  algébricpies  insolubles  en  nombres  réels.  Mais,  lemar- 
rpions-le  bien,  les  équations  qu'ils  résolvent  ne  sont  pas  identicpies 
aux  équations  insolubles  (ce  qni  sei-ait  une  contradiclion  )  ;  elles 
sont  seulement  analogues,  car  tous  leurs  coeCficients  doivent  êlic 

(')    CfWnww.  cl   I»i;a(;ii.    Thcnrie  r/rv  nniuhrcs  et  Al-jrhic  sii/icrirtire. 
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(Oiisidéiés  comme  des  non>l)rcs  com|jlexc>  :  y' —  i  nesl  pas  la 
racine  carrée  du  nombre /vie/ —  i  (laquelle  n'existe  pas),  mais  bien 
celle  du  nombre  complexe  ( —  i,  o).  Par  conséquent,  il  importe 
(le  distinguer  radicalement  l'ensemble  total  des  nombres  complexes 
de  l'ensemble  des  nombres  réels,  et  il  n'est  pas  permis  d'identifier 
ceux-ci  à  une  partie  de  ceux-là.  Cela  prouve  en  même  temps  que 
la  conception  algébrique  des  imaginaires  est  illogique,  puisqu'elle 
ne  j)eiil -les  d('linii"  ipie  par  ra[)port  aux  nombres  réels.  Reste  une 
seule  difficulté  :  on  conçoit  d  ordinaire  y\\\  noudjre  complexe 
général  comme  l'ensemble  de  n  nombres  réels  rangés  dans  un 
ordre  déterminé,  autrement  dit,  comme  une  suite  de  n  nombres 
réels.  Or  deux  ou  plusieurs  de  ces  nombres  peuvent  être  égaux, 
c'est-à-dire  idenlupics,  de  sorte  qu'ils  deviennent  indiscernables. 
Ce  qui  définit  le  nombre  complexe,  c'est  une  relation  uni  forme 
entre  les/?  premiers  nombres  entiers  et  les  nombres  entiers;  on 
peut  donc  considérer  une  telle  relation  comme  étant  le  nombre 
complexe  lui-même  (').  Cette  conception  supprime  en  même 
temps  toute  difficulté  relativement  à  l'existence  et  à  l'unicité  du 
nombre  défini. 

M.  liussell  dislingue  trois  espèces  de  géométrie,  qui  difFèrent 
par  leurs  notions  premières  et  parleurs  axiomes.  Elles  admellenl 
toutes  trois  comme  notion  première  l'idi'e  de  point;  mais  les 
points  étant  simplement  les  termes  des  relations  géométriques, 
leur  nature  n'importe  pas.  La  plus  simple  des  relations  étant  celle 
qui  existe  entre  deux  points,  c'est  par  la  notion  de  la  ligne  droite 
que  les  trois  géométries  se  séparent.  La  Géométrie  projective 
considère  la  ligne  droite  (dans  sa  totalité)  comme  l'ensemble  des 
points  déterminés  par  deux  points  donnés.  J^a  Géométrie  descrip- 
tive considère,  au  contraire,  soil  le  sci^nienl  fini  déterminé  par 
tleux  points,  soit  le  rayon  constitué  par  une  dcmi-drcute  infinie. 
La  Géométrie  métrique^  enfin,  considère  le  segment  fini  déterminé 
|)ar  deux  points  comme  une  grandeur,  une  distance. 

Les  axiomes   de  la  Géométrie  pr(tjocli\e  ont  vlô  formub'S  par 


(')  Rlssell,  op.  cit.,    11°   360.    Ruppclons  que    M.   Pc;ino    délinit    les    noinl)res 
iiniiginaiies  coiniuc  des  siilistitiilions  de  nombres  complexes:  or  une  suhslilnliDn 
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M.  l'icri  (  '  ),  en  s'inspiranl  des  lia\;ui\  de  Slaudl  el  de  ^I.  I'a>(:!i. 
Ils  ahoulissenl  à  la  conslriictloii  du  c|iiadiHalère  de  Slaudl,  et  à 
I  introduclioii  des  coordonnées  projeclives.  L'uniforniilé  de  la 
conslruclion  du  ([uadiilatère  (  c'esl-à-diie  liinieilé  du  r|ualilènio 
|)()inl  trune  rangée  liarnionique)  ne  jieul  èlre  dc'niontiée  (ju'au 
inoven  de  la   Iroisième  dimension. 

l^a  Géométrie  descri|)live  formulée  par  MM.  Pascli  el  Peano 
repose  sur  la  relalinn  (Xeiilrc  (  un  poinl  est  situé  enlre  deii\ 
autres  sur  une  droite»  qui  n  est  pas  |)rojective.  Ln  sei;iiie:il  ah 
est  Fensenihle  des  points  silués  enlre  deux  points  dillérenls  </ 
el  b  ;  le  segnienl  n'h  est  lensemble  des  points  c  tels  que  A  est 
enlre  a  el  c  (prolongcnienl  de  <tl>  au  delà  de  b)  et  le  segment  ab' 
est  l'ensemble  des  poinis  r  tels  cpie  a  esl  entre  b  et  r  (  |irolnn- 
gement  de  nb  au  delà  de  <i  ).  \a\  Jigne  droite  eomplèle  (inlinie) 
se  compose  des  segments  ab,  <t'b.  ab'  el  des  poinis  .'/  ei  }>. 
On  |)eut  aussi  concevoir,  avec  M.  \  allali,  la  droite  comme  le 
champ  d  une  relation  symétrique  transitive  tpii  existe  enlre  deux 
(piclconques  de  ses  poinis,  celle  relation  élant  définie  y.w 
8  axiomes  qui  suffisent  à  fonder  la  géomélrie  de  la  ligne  droite.  Ou 
peut  ensuite  (h'-finir  le  plan  par  la  même  mélliode.  1!  esl  inléressani 
de  comparer  les  i\>i\w  sortes  d'espaces  (|ue  construisent  iespecli\e- 
rnent  la  Géométrie  projective  el  la  Géoméirie  tlescrlptive.  L'espace 
projeclif  est  elliptique  (une  droite  v  est  une  ligne  fermi'e  ;  deux 
droites  s'y  rencontrent  toujours)  ;  l'espace  descri|)tlf,  au  contraire, 
est  euclidien  ou  h  v[)ei  holique.  Si  lOn  supprime  de  l'espace  pro- 
jeclif tous  les  points  d'un  plan,  ou  tous  les  points  situés  d'un  coh'; 
d  une  quadrique  fermée,  on  obllenl  un  esjiace  descripllt  (eucli- 
dien ou  liv|ierboll(pie,  respecllvemeni  i. 

La  Géoméirie  métrique  est  caractérisée  par  rinlroduclion  de  la 
notion  àc  diatance  ç^wUc  deux  points.  (La  définition /?/o/Vr/a'(?  de  la 
distance,  comme  r(dation  enlre  4  points,  n'est  qu'un  aililice  verbal 
qiiî  ne  réussit  pas  à  déduire  réellemenl  la  (iéomi'lrie  méliKpie  de  la 
projeclive).  Celle  grandeur  est  délinle  |)ar  les  axiomes  sui\aiil>  : 

i"  Chaque  couple  de  points  a  une  distance  et  une  seule  ; 


(  '  )  /   l'rincipii  delUi   Gcoiuelria  di  i»>si zione.  comiiosli   in  sixli'tna   /(ii,'iro- 
f/<'f/lltfi\'n    (    \li-ni(iirrs    rie   l'   \r(i(li'iiiii-   ili-s   Srn-iiccs  r/f    l'iiriii  ).    'i'miii.    ('.I.iii^rii, 
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i"  La  distance  est  une  relalion  sjmélnque  (une  grandeur 
absolue)  ; 

3"  Sur  une  droite  donnée  il  v  a  deux  points,  et  deux  seulement. 
<|iii  soient  à  une  distance  donnée  d'un  point  donné  de  celte 
droite  ; 

4"  II  n'y  a  pas  de  distance  maximum  ; 

5"  La  distance  d'un  point  à  lui-même  est  zéro  ; 

()"  Il  n'y  a  pas  de  distance  minimum  entre  deux  j^oints  distincts; 

■j^Si  <^  et  0  sont  des  dislances  données,  etsi  Ao,  A, ,  Ao,...,  A,,.... 
sont  des  points  distincts  d'une  droite  tels  que  la  distance  de  deux 
consécutifs  soit  o,  il  y  a  des  valeurs  de  n  pour  lesquelles  Aq  A,j  est 
jîlns  grande  que  d  (axiome  d'Arclumrde)  ; 

8°Si  Ao,  A„  sont  deux  points  quelconques,  il  existe  sur  leur 
droite  (quel  que  soit  n)  n  —  i  points  distincts  A,,  Ao.  ...,  A„  , , 
tels  que  toutes  les  distances  A„A|,  A,  Ao,  ...,  A,<_,  A„  sont  égales 
[axiome  de  divisibilité  (  '  )]. 

Moyennant  ces  axiomes,  les  distances  seront  mesurables.  Pour 
achever  de  fonder  la  Géométrie  métrique,  il  faut  encore  définir  la 
mesure  des  angles,  et  d'abord  définir  exactement  le  concept 
d'angle.  Un  angle  est  une  Strecke  (slrctch)  de  ravons,  autrement 
dit,  l'ensemble  continu  des  layons  d'un  faisceau  compris  entre 
deux  d'entre  eux  (ce  qui  impli(|ue  la  relation  ordinale  à^ontre). 
On  comprend  mieux  celte  définition  quand  on  pense  à  la  relation 
projective  cpii  existe  entre  un  faisceau  de  ravons  (plant  et  une 
sé'rie  de  points  (droite),  et  qu'on  se  rappelle  que  l'ensemble 
continu  des  points  d'une  droite  situés  euti-e  deux  points  donnés 
est  ce  (pi'on  appelle  une  Strecke  (-). 

Quant  à  la  définition  projective  des  distances  et  des  angles  (par 
des  rapports  anharmoniques),  elle  n"a  (pi'une  valeur  leclinitpie  ; 
car  elle  fait  intervenir,  outre  les  deux  éléments  dont  on  mesure  la 
distance,  deux  éléments  de  référence  qui  ne  sont  nullement 
im|»liqués  dans    la    notion    de   distance.    Par  suite,    la   Géométrie 


(  '  )  (Mic  .M.  15iissell  appelle:  axiome  lie  lineaiite. 

i"-)  Il  t'sl  facile  (le  rcrdiiiniitio  riii>nl'lis;iiiio  de  l.i  (Ictinil inn  classique  i\o 
I  ;iiii;l(;  ((i^iire  furmée  par  deux  droiles  (|ui  se  çoiipciill,  iniaiid  <in  consirlèie 
i|ii"ollc  lie  pci-iiicl  p.is  de  CDiiccvoir  la  somme  de  deux  ;n);;lcs,  c'est-à-dire  (|n'elle 
lie  d<-liiiil  lias  raii-le  cuimiie  maïuiiMir. 
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métrique  dépasse  la  Géomélrie    projeclive,  qui  d'ailleurs  en  est 
indépendante. 

L'auteur  montre  par  des  exemples  qu'on  peut  définir  les  diffé- 
rents espaces  d'une  manière  purement  formelle  et  analytique;  et 
que  la  continuité  attribuée  à  l'espace  n'est  pas  autre  que  la  conti- 
nuité arithmétique  ordinale  définie  par  G.  Cantor.  Puis  il  discute 
la  théorie  kantienne  de  l'espace,  et  certains  arguments  philoso- 
phiques dirigés  contre  la  conception  de  l'espace  comme  composé  de 
points.  Il  en  tire  des  conclusions  en  faveur  de  la  notion  d'espace 
absolu,  c'est-à-dire  indépendant  des  objets  qu'il  contient  et  de  leurs 
relations  ('  ). 

L'auteur  tient  d'autant  plus  à  justifier  l'espace  absolu,  que 
celui-ci  est,  comme  le  temps  absolu,  un  postulat  de  la  Djnamique. 
Celle-ci  suppose  en  outre  la  matière  ;  mais  cette  matière  n'est  pas 
la  matière  physique,  c'est  simplement  le  sujet  ou  substratum  du 
mouvement  destiné  à  établir  une  relation  entre  l'espace  et  le  temps. 
Un  point  matériel  n'a  d'autre  fonction  que  d'occuper  un  certain 
point  à  un  certain  instant  ;  l'impénétrabilité  de  la  matière  se  réduit 
à  ceci,  que  deux  points  matériels  ne  peuvent  occuper  le  même 
point  au  même  instant.  D'autre  part,  un  même  point  matériel  ne 
peut  occuper  deux  points  au  même  instant.  Enfin,  le  mouvement 
d'un  point  matériel  doit  être  continu.  Toutes  ces  conditions 
peuvent  se  résumer  comme  suit:  étant  donné  un  continu  à  une 
dimension  (le  temps)  et  un  continu  à  trois  dimensions  (l'espace), 
il  existe  entre  eux  un  ensemble  de  relations  uniformes  et  continues 
telles  que  le  produit  logique  de  deux  quelconques  d'entre  elles  est 
nul.  Telle  est  la  définition  logique  d'un  monde  «  cinématique  ». 
Le  mouvement  consiste  dans  le  fait  qu'une  entité  occupe  une  suite 
continue  de  |)oints  en  une  suite  continue  d'instants. 

Peut-on  bannir  de  la  Dynamique  l'idée  de  causalité,  comme  le 
veut  l'école  <(  descriptive  »  et  phénoméniste  (Kirchhoff,  Mach)? 
La  Dynamique  suppose  tout  au  moins  que,  dans  un  système  maté- 
riel indépendant,  les  configurations  à  deux  instants  impliquent  la 
configuration  à  un  troisième  instant  quelconque  (passé  ou  futur). 
Telle  est  la  formule  logique  du  principe  de  causalité.   Le  monde 


(')  C/ les  articles  de  M.  RusscII  dans  la  Bibliothèque  du  Congrès  de  Philo- 
sophie (t.  III;  A.  Colin,  1900)  cl  dans  le  Mind,  N.  S.,  n»  39. 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  l.  XWIII.  (Mai  hjo.'i.)  1» 


i4G  rilEMlÈlUi   PAKTIIÎ. 

«  dynamique  »  dépasse  donc  le  monde  «  cinématique  »,  conlral- 
rement  à  la  thèse  de  l'école  descriptive.  Cette  conception  de  la 
causalité  diffère  notablement  de  la  conception  courante  ;  d'abord, 
elle  exclut  la  notion  de  force,  qui  est  «  une  fiction  mathématique  », 
attendu  que  la  vitesse  et  l'accélération  elles-mêmes  n'ont  pas  de 
réalité  physique  selon  noire  auteur,  car  ce  ne  sont  pas  des  états, 
elles  n'existent  pas  dans  V instant  :  il  faut  deux  états  successifs  pour 
déterminer  la  vitesse  et  trois  pour  déterminer  l'accélération. 
Ensuite,  elle  implique  la  considération  de  trois  états  successifs,  et 
non  pas  de  <ie«J7  seulement,  comme  on  le  croit  d'ordinaire  quand 
on  parle  de  la  cause  et  de  l'efTet  et  qu'on  les  considère  comme 
équivalents.  Enfin,  elle  exclut  la  notion  vulgaire  de  la  causalité 
particulière,  c'est-à-dire  d'un  enchaînement  causal  entre  un  évé- 
nement et  un  autre  :  il  faut  tenir  compte  de  l'état  total  du  système 
aux  divers  instants  considérés  ;  si  l'on  peut  parler  de  causes  et 
à^effets  particuliers,  c'est  parnne  abstraction  approximative,  eten 
tant  que  certains  systèmes  sont  sensiblement  indépendants  du 
milieu  ambiant.  Tel  est  le  cas,  notamment,  pour  les  lois  de  la  gravi- 
tation, qui  ont  présidé  à  la  constitution  de  la  Dynamique  classique. 
Les  fameuses  <(  lois  du  mouvement  »  de  Newton  n'ont  aucune 
valeur  nécessaire  et,  a  priori,  elles  sont,  comme  les  axiomes  de  la 
Géométrie,  soit  une  définition  d'un  univers  matériel  possible,  soit 
des  postulats  de  notre  univers  actuel,  vérifiables  enipiriquement 
(donc  approximativement).  La  Dvnamique  pure  n'a  pas  d'autres 
principes  a  priori  que  ceux  de  la  Logique  :  et  ces  principes  domi- 
nent également  la  dynamique  de  Newton  et  la  dynamique  de  Hertz. 
Ainsi  s'achève  la  démonstration  de  la  thèse  soutenue  dans  tout 
le  cours  de  l'Ouvrage.  Nous  n'avons  ni  la  place,  ni  l'ambition  de 
la  discuter  ici.  Il  nous  suffit  d'avoir  donné,  par  une  analyse 
sommaire,  une  idée  du  contenu  de  ce  grand  travail,  de  son 
amplcuret  de  son  originalité.  Son  importance  philosophique  est 
considérable,  car  il  apporte  une  nouvelle  doctrine,  mise  au  courant 
des  transformations  de  la  Science  et  de  ses  derniers  progrès,  et 
destinée  à  remplacer  les  conceptions  surannées  et  périmées  qui 
ont  encore  cours  chez  les  philosophes  (').  Lors  même  que  toutes 


{')  (./ noire  arliclc  sur  la  Pliilosophic  des  Matlicinaliques  de  KaiU   {lîevue 
de  Mclaphysijitc  et  île   Uorafe.  mai   i|)0|.) 
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les  conclusions  de  l'auteur  (dont  quelques-unes  sont  Imrdies  et 
paradoxales)  ne  prévaudraient  pas  définitivement,  elles  fournissent 
une  matière  à  réflexion  et  à  discussion,  et  donnent  à  l'esprit 
rinipulsion  nécessaire  pour  s'affranchir  des  préjugés  de  la  tradition 
et  de  la  routine.  Même  au  point  de  vue  de  l'enseignement, 
les  théories  de  M.  Russell  seront  utiles,  en  contribuant  à  éclaircir 
et  à  préciser  les  principes  des  Mathématiques,  qui  en  sont  encore 
(malgré  tant  d'eflorts  méritoires)  la  partie  la  plus  difficile,  la  plus 
obscure  et  la  moins  bien  traitée.  11  faut  espérer  qu'elles  réussiront 
à  y  répandre  la  lumière,  à  j  faire  régner  une  rigueur  absolue  et 
à  réconcilier  enfin  ces  deux  sœurs  trop  longtemps  séparées  et 
parfois  même  opposées  :  la  Logique  et  la  Mathématique. 

Lotis    COUTURAT. 


UU.MBERT  (G.) —  Cours  d'analyse  professé  a  l'École  Polyteciinmqle. 
Tome  II:  Complé.ments  de  Calcul  intégbal.  Fonctions  analytiques  et 
elliptiques.  Équations  différentielles,  x  vol.  xviii-493  pages.  Paris, 
Gaulliier-Villars,  1904. 

Il  n'est  guère  utile  de  dire  que  les  qualités  du  premier  Volume  de 
ce  Cours  d'Analyse  se  retrouvent  dans  celui-ci  :  même  rigueur  sans 
sécheresse,  même  clarté  et  même  élégance,  même  mesure  dans  le 
développement  de  chaque  sujet  :  l'auteur  sait  dire  ce  qui  est  vrai- 
ment essentiel.  Si  l'on  regrette  parfois  qu'il  n'aille  pas  plus  loin, 
ce  regret  même  est  un  hommage  involontaire  à  la  perfection  des 
explications  qu'on  vient  de  lire  et,  lorsqu'on  est  parvenu  à  la  fin 
du  Livre,  on  se  dit  qu'il  ne  pouvait  guère  être  plus  heureusement 
mesuré  et  compose. 

Dans  la  préface  qu'il  a  mise  en  tête  de  ce  second  Volume, 
M.  Humbert  a  cru  devoir  s'expliquer  sur  le  caractère  de  son 
enseignement  à  l'École  Polvtechniqiie  et  je  crois  que,  à  un  moment 
où  il  est  question  de  modifier  les  programmes  d'entrée  de  celle 
illustre  maison,  il  est  bon  (|ue  ceux  cpii  auront  la  responsabililé 
de  ces  changements  veuillent  bien  méditer  ce  qu'il  dil.  Il  parle  de 
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renseignement  de  seconde  année,  dont  la  matière  est  celle-là  même 
qui  est  traitée  dans  le  V^olume  dont  nous  aurons  à  parler. 

((  La  place  la  plus  importante  y  est  due  aux  Théories  fonda- 
mentales dont  la  Mécani(|ue,  la  Physique,  l'Art  de  l'Ingénieur  ou 
du  Constructeur  font  un  perpétuel  usage  ;  j'ai  donc  consacré  la 
moitié  de  mes  Leçons  aux  équations  différentielles,  qui  intervien- 
nent dans  la  plupart  des  problèmes  que  nous  posent  les  sciences 
appliquées,  et  dont  l'étude  est  donc  la  question  maîtresse  de 
l'Analyse  ;  j'ai  insisté  spécialement  sur  les  procédés  d'intégration 
et  de  réduction,  en  les  éclairant  par  des  exemples  variés;  j'ai 
donné  enfin  une  idée  des  méthodes  employées  pour  l'étude  directe 
des  solutions,  i^rincipalement  dans  le  cas  particulier  des  équations 
linéaires.  En  vertu  des  mêmes  principes,  j'ai  développé  avec  soin 
la  théorie  des  intégrales  multiples,  si  utile  à  l'Electricien  ;  j'en  ai 
fait  des  applications  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique  ;  j'y  ai  rattaché, 
en  quelques  pages,  les  intégrales  eulériennes. 

»  Mais  le  but  de  l'Institution  polytechnique  n'eût  pas  été  atteint 
si  le  Cours  d' Analyse  n'avait  dépassé  ce  cadre  un  peu  étroit, 
mesuré  aux  besoins  actuels  des  écoles  d'ingénieurs  ;  en  vue  des 
perfectionnements  possibles  de  l'application,  il  était  indispensable 
d'aller  au  delà,  en  introduisant  dans  le  Cours  des  notions  mathé- 
matiques d'un  ordre  plus  élevé,  simplifiées  cependant  par  l'effort 
continu  des  Géomètres  et  mûres  pour  l'utilisation  pratique. 

«  Ce  développement  de  l'instruction  a  un  autre  avantage.  On 
ne  possède  en  effet  la  méthode  et  la  sûreté  qui  sont  nécessaires 
pour  plier  à  une  application  nouvelle  une  théorie  d'Analyse,  même 
élémentaire,  que  si  l'on  est  maître  de  celle-ci  :  il  convient  dès  lors 
de  l'avoir  dépassée,  de  connaître  ses  liens  avec  les  théories 
voisines  qui  la  prolongent  et  qui  l'illuminent...  » 

Voilà  de  sages  paroles,  dignes  de  celui  qui  enseigne  et  de  ceux 
qui  reçoivent  ses  leçons  ;  et  si  l'enseignement  est  donné  dans  cet 
esprit  à  l'Ecole  Polytechnique,  c'est  dans  le  même  esprit  que  les 
élèves  doivent  y  être  préparés,  que  les  candidats  doivent  être 
jugés.  C'est  sans  doute  ce  qui  est  utile  qu'on  doit  avoir  en  vue, 
mais  non  pas  seulement  ce  (|ui  est  immédialomcnl  utile  ;  la  véri- 
table intelligence  de  la  Science,  de  la  puissance  de  ses  méthodes, 
voire  même  le  sens  de  sa  beauté,  ne  sont  pas  inutiles  à  ceux  qui 
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seront  appelés  à  diriger,  à  perfectionner,  à  renouveler  les  indus- 
tries scientifiques,  et  l'enseignement  (|ui  les  prépare  à  ces  fonc- 
tions ne  doit  pas  consister  dans  un  l'ecueil  de  receltes,  lors  même 
que  celles-ci  pourraient  suffire  à  des  gens  dont  toute  l'initiative 
scientifique  consistera  à  modifier  dans  une  formule  les  données 
numériques. 

La  division  du  second  Volume  du  Cours  cV Analyse  est  nette- 
jnent  indiquée  par  le  sous-titre. 

Les  compléments  de  Calcul  intégral  commencent  par  la 
notion  de  l'intégrale  multiple.  Une  aire  plane,  limitée  par  un 
contour  rapporté  à  des  axes  obliques,  est  définie  d'une  façon 
précise  par  la  décomposition  du  plan  en  petits  losanges  et  l'éva- 
luation de  la  somme  des  losanges  contenant  des  points  du 
contour;  il  est  ensuite  aisé  de  montrer  que  l'aire  ainsi  définie  ne 
dépend  pas  de  la  direction  des  axes.  Une  fois  la  notion  d'aire 
précisée,  l'intégrale  double  se  rapportant  à  une  aire  plane  déter- 
minée se  définit,  d'une  façon  rigoureuse,  par  un  procédé  identique 
à  celui  qui  a  servi  pour  l'intégrale  simple.  La  même  méthode,  en 
remplaçant  les  aires  par  les  volumes,  s'applique  aux  intégrales 
triples. 

Ces  notions  générales  acquises,  l'auteur  met  le  plus  grand  soin 
à  expliquer  comment  l'on  procède  en"ectivement  au  calcul  d'une 
intégrale  double  ou  triple,  ou  plutôt  comment  l'on  ramène  ce 
calcul  à  celui  de  deux  ou  de  trois  cpiadratures  ;  il  ne  laisse  aucune 
obscurité  ni  sur  la  façon  de  procéder,  ni  sur  la  légitimité  de  la 
méthode.  11  donne  ensuite  bon  nombre  d'applications  (volumes, 
centres  de  gravité,  moments  d'inertie),  judicieusement  choisies 
de  manière  que  les  calculs  soient  simples  :  lorsqu'on  veut  faire 
comprendre  une  méthode  sur  des  applications,  il  ne  faut  pas  que 
l'attention  soit  détournée  de  la  méthode  par  la  complication  ou  la 
difficulté  des  calculs  intermédiaires. 

Le  changement  de  variables  est  d'abord  expliqué  en  toute  rigueur 
pour  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées 
polaires;  l'auteur  fait  voir  ensuite  comment  la  méthode  de  décom- 
position du  champ  de  l'intégrale  employée  dans  ce  cas  se  généra- 
liserait pour  le  cas  où  l'on  aurait  à  faire  un  changement  de 
variables  tel  c|ue 
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et  conduirait  à  la  décomposition  du  plan  en  petits  parallélo- 
grammes curvilignes  dont  on  prévoit  sans  peine  l'évaluation,  en 
se  bornant  à  la  partie  principale  ;  il  indique  rapidement  les  diffi- 
cultés qu'il  V  aurait  à  présenter  sous  une  forme  rigoureuse  celle 
méthode  que,  toutefois,  les  étudiants  doivent  connaître,  parce 
qu'elle  est  intuitive  et  qu'elle  ne  s'oublie  pas;  puis  il  établit  la 
formule  du  changement  de  variables  en  changeant  successive- 
ment les  deux  variables  ;  la  méthode  une  fois  bien  comprise 
s'étend  immédiatement  aux  iutégrales  triples.  De  nombreux 
exemples  achèvent  de  l'éclairer. 

M.  Humbert  évite  les  difficultés  relatives  à  la  définition  géomé- 
trique de  l'aire  d'une  surface  courbe,  en  adoptant  pour  la  défini- 
tion même  de  cette  aire  l'intégrale  double 

/   /  \/EG  —  F-  du  di', 

où  E,  F,  G  sont  les  coefficients  du  carré  de  l'élément  linéaire  ;  il 
prend  soin  d'établir  que  celte  définition  ne  dépend  pas  du  choix 
des  coordonnées  curvilignes. 

Il  passe  ensuite  à  l'extension  de  la  notion  d'intégrale  multiple 
au  cas  d'un  champ  infini  ou  cV une  fonction  à  intégrer  discon- 
tinue. Cette  extension  est  légitime  lorsqu'une  certaine  intégrale 

double    /    I  f(x,  y)  cix  clj',  relative  à  un  champ  fini,  où  il  n'y  a 

pas  de  discontinuités,  tend  vers  une  limite  finie,  dans  les  conditions 
que  l'on  sait:  l'auteur  jîrend  soin  d'insister  de  suite  sur  la  difle- 
rence  essentielle  entre  ce  cas  et  celui  des  intégrales  simples  ;  il  est 

nécessaire  ici  que  l'intégrale  /    /  \  fx^  y)\  d.rJy  ait  une  limite. 

Les  cas  simples  où  l'on  reconnaît  de  suite  l'existence  de  celle 
limite  sont  ensuite  traités.  Signalons  l'exemple  de  l'iulégrale 

où  P,  Q,  R  sont  Irois  ("onctions  linéaires  de.r,j)',  prise  à  l'inté- 
rieur du  triangle  formé  par  les  droites  P  =  o,  Q  =  o,  R  ^  o, 
lorsque  a,  jB,  y  sont  des  nombres  plus  petits  que  i . 

L'auteur  traite  ensuite  des  intégrales  de  lignes  et  de  surfaces. 
Les    définitions  une  fois    précisées,   il  établit   successivement   les 
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formules  de  Green  et  de  Stokes,  en  insislanl  comme  il  convienl, 
pour  la   formule   de   Green,    sur   le    cas   d'une  intégrale  double 
(Riemann);  ce   sera,   plus  lard,  le  fondement  de   la   théorie  des 
intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires. 
La  détermination  des  intégrales 


f: 


g-'*  dx,        I 


e-^'  cosaj"  c/x. 


la  généralisation,  d'après  Abel,  du  problème  des  tautoclirones,  la 
réduction  des  intégrales  eulériennes  de  première  espèce  et  de 
l'intégrale  de  Diriclilet  aux  intégrales  eulériennes  de  seconde 
espèce,  fournissent  de  belles  illustrations  des  règles  relatives  à 
l'intégration  sous  le  signe  somme  ou  au  changement  de  variables. 

Signalons  encore,  dans  le  Chapitre  qui  concerne  les  intégrales 
eulériennes,  l'évaluation  de  F  (x)  pour  x  très  grand,  et  la  démons- 
tration, d'après  M.  Hilbert,  de  la  transcendance  de  <?. 

Les  fonctions  analytiques  P  (x^y)  -H  i  Q  (x^  y)  ont  été  définies, 
dans  le  premier  \  olume,  par  les  conditions 

t)P  _  dQ  (^P  _  _  ()Q  _ 

àx        dy  dy  dx  ' 

l'intégrale  prise  entre  des  limites  imaginaires  est  définie  comme 
une  intégrale  curviligne  et  le  théorème  fondamental  de  Cauchj 
est,  comme  je  l'ai  déjà  dit  plus  haut,  fondé  sur  la  formule  de 
Green.  On  sait  assez  combien  cette  voie  est  simple  et  naturelle  ; 
elle  ne  met  pas  en  évidence,  à  la  vérité,  l'inutilité  de  l'hjpothèse 
relative  à  la  continuité  de  la  dérivée  et  l'on  sait  aussi  qu'il  est 
possible  de  présenter  les  choses  d'une  façon  très  simple,  en  se 
donnant  la  satisfaction  de  ne  j)oint  faire  cette  hypothèse.  Les 
applications  du  théorème  de  Cauchj  aux  séries  de  Taylor,  de 
Laurent,  de  Fourier,  les  propositions  fondamentales  de  la  théorie 
des  fonctions  analytiques,  en  particidier  des  fonctions  entières  et 
des  fonctions  méromorphes  sont  établies  avec  toute  la  clarté  et  la 
simplicité  qu'on  peut  désirer.  Signalons  en  particulier  la  façon 
dont  est  présentée  la  démonstration  du  théorème  de  MM,  Mitlag- 
Leffler  sur  le  développement  d'une  fonction  méromorphc,  qui  ne 
lient  que   (piclques   lignes  :   c'est    à  ce  théorème   qu'est   rattaché 
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celui  de  Weierstrass  sur  la  décomposition  d'une  fonction  entière 
en  facteurs  primaires. 

La  détermination  des  inléffrales  définies 


flx. 


/      cosa;2  dx.        I      dx         I 

l'application  de  l'intégrale 

J  z{z-a) 

prise  le  long  du  contour  d'un  carré  qui  grandit   indéfiniment,  à 
l'établissement  de  la  formule 

I  ?V  111 

COt  f/.  = ! r  -1-    -^ : — ^  -T-  .  .  .  , 


suffisent  à  montrer  quel  puissant  outil  de  transformation  cons- 
titue l'intégrale  de  Cauchy  :  l'étude  des  cas  les  plus  simples  des 
intégrales  de  la  forme 


/ 


f(z)dz, 
où/(z)  est  une  fonction  algébrique  de  z 

montrera  de  même  comment  elle  permet  de  découvrir,  de  la  façon 
la  plus  simple,  les  propriétés  de  la  fonction  définie  par  l'intégrale, 
ou  plutôt  de  la  fonction  inverse.  Dans  les  premiers  cas  le  carac- 
tère univoqiie  de  la  fonction  inverse  est  connu,  puisque  cette 
fonction  inverse  est  connue  elle-même,  et  la  considération  des 
lacets  fait  apparaître  immédiatement  le  caractère  périodique  delà 
fonction  s'inu,  par  exemple. 

Il  me  semblerait  désirable  d'ajouter  à  ces  conditions  si  impor- 
tantes deux  mots  sur  la  définition  de  la  fonction 

r  '^' 

coDsidérée  comme  une  fonction  univoque  de;  dans  le  plan  où  l'on 
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a  iiralifjut-  deux  coupures  le  long"  de  1  axe  des  abscisses  de 
1  à  X,  de  —  là  —  X,  et  de  dire,  par  exemple,  que  la  partie  réelle 

de  celle  fonclion  esl  comprise  entre  —  -  et  -f-  -;  j  ai  observé,  plus 

dune  fois,  combien  les  étudiants  élaient  embarrassés  quand  on 
leur  demandait  dévaluer  numériquement  une  intégrale  recliligne 
telle  que 


dz 


v/i 


lors  même  qu'ils  savaient  bien  manier  le  théorème  de  Caucliv 
relatif  à  des  contours  fermés.  Lne  observation  analogue  s'applique 
à  la  fonction  arctang:?. 

Pour  ce  qui  est  du  caractère  univoque  de  la  fonction  inverse  de 
la  fonclion 

dz 


i: 


\/(z  —  ei)(z  —  e^_)(z  —  es)' 


M.  Humbert  renvoie  le  lecteur  à  la  théorie  des  équations  dilVéren- 
tielles,  où  ce  point  sera  établi  en  toute  rigueur.  C'était,  comme  on 
sait,  la  voie  ouverte  par  Briot  et  Bouquet,  et  Ton  ne  saurait  en 
contester  la  valeur,  puisqu'elle  se  relie  à  des  méthodes  générales 
(|ui  se  sont  montrées  singulièrement  fécondes  :  c'est  M.  Picard  qui 
a  montré  le  premier,  dans  ce  Bulletin,  comment  on  pouvait 
combler  la  lacune  qui  subsiste  dans  la  démonstration  de  Briot  et 
Bouquet;  dans  la  démonstration,  d'ailleurs  très  simple,  qu'a 
adoptée  M.  Humbert,  intervient  le  caractère  algébrique  de  l'inté- 
grale de  l'équation  d'Euler.  Pour  le  moment,  il  n'est  question 
bien  entendu  que  de  la  détermination  des  périodes  au  moyen  des 
intégrales  prises  le  long  des  côtés  du  triangle  formé  par  les 
racines. 

L'auteur  consacre  un  peu  plus  de  quatre-vingts  pages  à  la 
théorie  et  aux  applications  des  fonctions  elliptiques.  On  est  vrai- 
ment émerveillé  de  tout  ce  qu'il  a  fait  tenir  dans  ces  pages,  qui 
restent  cependant  d'une  lecture  allrajante  et  facile. 

Après  avoir  établi  les  propriétés  générales  les  plus  importantes 
(théorèmes  deLiouville,  etc.),  il  introduit  les  fonctions  "Cu  cl  pu 
parles  séries  doubles;  la  périodicité  de  pu  se  déduit  de  celle  de 
])fi.    qui  se  lit   sur  la  série  ;    la  fonclion    :fu    est  définie    par    la 
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formule 

a'u  =  lie  , 

doîi  il  est  aisé  de  déduire  son  caractère  de  fonclion  entière  ;  la 
relation  entre  pu  et  p'u  est  obtenue  en  formant  une  combinaison 
de  ces  fonctions  qui  n'ait  plus  de  pôle.  La  formule  de  décomposi- 
tion en  éléments  simples  est  obtenue  en  montrant  comment  on 
peut  détruire  la  partie  infinie  du  développement  d'une  fonction 
elliptique  relative  à  un  pôle  a  en  en  retranchant  une  combinaison 
linéaire  de  la  fonction  'C,(if  —  <7)etde  ses  dérivées  :  cette  méthode, 
que  Riemann  employait  systématiquement  dans  son  enseignement 
pour  des  cas  particuliers,  semble  plus  naturelle  que  la  méthode  si 
élégante  que  Ch,  Hermite  a  donnée  pour  établir  sa  formule. 
Celle-ci  appliquée  à  l'expression 

/..  _Q  c!'(u—  b^)a'(ii  —  bo)...i^(ii  —  bn) 
a'iu  —  ai)a'(u  —  a.2)...:^(ii  —  a,i) 
a'( Il  —  bi)^(u—  b^).  .  ■:^(it  —  b„) 


'(  Il  —  fli  )  a'(  Il  —  «2)-  •  •^(  «  —  ««) 


3'"  {H  —  a) 
où  l'on  suppose 

«1  4-  «2  -i-  •  •  •  +  «rt  =  bi  -h  0-2  ~h  .  .  .  -T-  b,i  —  na, 
conduit  immédiatement  à  la  forme 

a  -f-  aip(K  —  «)  M-  aq  j)'(i<  —  o)  -H  .  .  .  H-  a„-i  ]^"-'^>{,u  —  «/ 

qu'a  fait  connaître  M.  Painlevé,  et  dont  il  a  montré  Tutililé,  en 
particulier,  pour  Tétude  des  courbes  elliptiques. 

L'auteur  développe  ensuite  le  théorème  d'addition  et  les 
propriétés  des  fonctions  \/ pu  —  ea,  auxquelles  il  rattache  la 
«  vieille  »  fonction  snu.  Je  suis  persuadé  que  ]\L  Hiimbcrt  a  le 
plus  grand  respect  pour  la  vieillesse. 

Jusque-là  la  fonction  p  a  été  définie  au  moven  des  périodes  ; 
pour  la  définir  au  moyen  des  invariants  g^,  g^,  on  a  admis  anté- 
rieurement que,  en  posant 

Z=  \{z-ei){z-ei){z-  e-,) 
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cl  en  définissant  les  demi-périodes  au  moyen  des  inlégrales 


/; 


prises  le  long    des  côtés  du   triangle  dont  les  sommets  sont  les 
points  C),  Co,  (?3,  la  fonction  :;  de  ii  définie  par  l'égalité 


«  =  tU]  -f-     / 


était  liolomorplie  ;  il  n'y  a  maintenant  aucune  difficulté  à  montrer 
(pi'elle  coïncide  avec  la  fonction  pu  construite  au  moyen  des  pé- 
riodes calculées  comme  on  vient  de  le  dire.  Soit  en  ramenant 
d'abord,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  dans  le  premier  Volume,  le  poly- 
nôme sous  le  radical  à  être  du  troisième  degré,  soit  par  la  substi- 
tution birationnelle  que  l'on  sait,  le  problème  de  l'intégration  des 
différentielles  elliptiques  se  résout  ensuite  très  aisément,  sauf  les 
petites  difficultés  qui  concernent  la  détermination  précise  des 
logarithmes  qu'introduisent  les  intégrales  de  troisième  espèce, 
difficultés  que  l'auteur  ne  soulève  pas. 

Quelques  pages  très  intéressantes  se  rapportent  aux  courbes  du 
troisième  ordre,  au  pendule  simple,  aux  polygones  de  Poncelel,  à 
l'arc  de  la  lemniscate  :  elles  suffisent  à  faire  comprendre  le  parti 
qu'on  peut  tirer  des  fonctions  elliptiques  dans  des  ordres  d'idées 
très  divers. 

Un  dernier  Chapitre  concerne  les  calculs  numériques.  Jusqu'ici, 
la  fonction  thêta  n'a  pas  paru;  il  faut  bien  arrivera  elle  pour  le 
calcul  numérique.  Les  facilités  extraordinaires  qu'elle  y  apporte 
persuaderont  sans  doute  le  lecteur  qu'elle  n'est  pas  bonne  seule- 
ment pour  cet  objet;  ces  facilités  mêmes  tiennent  aux  propriétés 
de  celte  admirable  fonction,  comme  les  facilités  qui  résultent  dé 
l'emploi  d'une  table  de  logarithmes  tiennent  aux  propriétés  de  la 
fonction  logarithmique,  plus  «  vieille  «  encore  que  la  fonction  snu. 
Quoi  qu'il  en  soit,  en  se  bornant  au  cas  où  les  racines  Ci,  e^,  es 
sont  réelles  et  en  les  rangeant  dans  un  ordre  tel  que  q  soit  plus 
petit  que  e"'^,  la  convergence  rapide  des  fonctions  2?  permet  de 
calculer  très  aisément,  comme  le  montre  l'auteur,  la  quantité  q 
par  des  approximations  successives,  puis  les  difierents  éléments 
co,,  loo,  W3,  r,,,  7,2,  Y,:),  puis  pi(  connaissant  if,  ou  u  connaissant  ,p^/. 
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TouLcela  csl  préscnlé  sous  une  forme  brève  el  vraiment  iilillsable. 

J'arrive  mainlcnanl  à  la  iroisième  Parlie,  aux  équations  clifTé- 
rentielles. 

Après  avoir  montré  la  signification  de  l'équation  du  premier 
ordre,  de  la  solution  générale  et  de  la  solution  singulière; 
après  avoir  montré  comment  d'ordinaire  les  courbes  intégrales 
n'ont  pas  d'enveloppe,  l'auteur  passe  en  revue  les  tvpes  classiques 
d'équations  qu'on  sait  intégrer;  à  chaque  lois,  il  a  grand  soin  de 
signaler  les  propriétés  géométriques  des  courbes  intégrales  qui 
résultent  de  la  nature  de  l'équation  différentielle  qui  les  définit. 
Un  paragraphe  est  consacré  au  facteur  intégrant,  au  changement 
de  variable,  et  à  ce  procédé  qui  consiste  à  combiner  d'une  façon 
heureuse  l'équation  différentielle  proposée  et  celle  qu'on  en  déduit 
par  dérivation. 

Ces  méthodes  sont  appliquées  à  divers  problèmes  concernant  les 
trajectoires,  les  lignes  de  courbures,  les  lignes  asvmptotiques,  etc. 
Un  paragraphe  est  consacré  à  l'intégration  algébrique  de  l'équa- 
tion d'Euler,  fondée  sur  les  mêmes  considérations  géométriques 
qui  ont  permis  l'étude  des  polygones  de  Poncelel. 

L'auteur  passe  ensuite  aux  cas  de  réductibilité  immédiate  d'une 
équation  de  l'ordre  /?,  et  donne  de  nombreuses  applications  géo- 
métriques :  la  plus  importante  se  rapporte  aux  lignes  géodésiques, 
dont  l'équation  différentielle  est  donnée  en  coordonnées  curvi- 
lignes, sous  la  même  forme  que  l'on  obtient,  en  Mécanique, 
lorsque  l'on  écrit  les  équations  de  Lagrange. 

Les  propriétés  des  lignes  géodésiques  sont  rattachées,  pour  une 
bonne  partie,  au  cas  où  le  ds-  de  la  surface  est  mis  sous  la 
forme  du-  -\-  Gdv-,  Les  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  leurs 
belles  propriétés  relatives  aux  ombilics  fournissent  un  exemple 
très  intéressant. 

Jusqu'ici,  les  «  th(''orèmes  d'existence  »  ont  été  laissés  de  côté 
cl  cela  était  d'autant  plus  légitime  qu'il  s'agissait  des  procédés  qui 
penncttent  de  ramener  aux  quadratures  l'intégration  dune  équa- 
tion dilïérentiellc  et  qui,  ainsi,  fournissent  la  solution  générale  de 
l'équation,  solution  dont  on  n'a  donc  pas  à  prouver  l'existence.  Le 
théorème  fondamental  de  Cauchy  est  établi  dans  le  cas  de  deux 
équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre,  mises  sous 
forme  canonique  et  la  démonstration   est  présonléc  de  manière  à 
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s'étendre  imiiiédlalemcnl  an  cas  général.  De  la  démonslralion 
même  il  résulte  clairement  que  les  points  critiques  des  intégrales 
d'un  système  d'équations  dilTérentielles  ne  sont  généralement  pas 
llxes  :  l'auteur  établit  immédiatement,  à  cet  égard,  la  |)ropriété 
des  systèmes  linéaires.  Il  indique  en  général  comment  une  solution 
d'un  système  peut  èlve  prolongée,  et  comment  on  peut  être  arrêté 
dans  ce  prolongement. 

Ces  propositions  sont,  comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  appliquées  à 
démontrer  le  caractère  univoque  de  la  fonction  définie  par  l'équa- 
tion dilTérentielle 

Après  avoir  établi  les  propositions  classiques  qui  concernent  les 
équations  dilTérentielles  linéaires,  jM.  Humbert  consacre  un  Cha- 
pitre à  l'étude  des  intégrales  d'une  telle  équation,  supposée  du 
second  ordre  : 

d-v  /s  dv 

Ici  encore  les  démonstrations  sont  présentées  de  manière  à 
pouvoir  se  généraliser  aisément. 

L'auteur  établit  d'abord  la  forme  des  intégrales  aux  environs 
d'un  pointa  qui  est  pôle  ou  point  singulier  essentiel  pour  les  fonc- 
tions p,  (j:-),  p2(^).  Cherchant  ensuite  la  condition  pour  qu'il  y 
ait  deux  solutions  distinctes  de  la  forme 

z^  —  {x  —  rt)'-.IIi(r),  :;2=  {x  —  ayAl-i^x), 

où  H,,  IL  sont  des  fonctions  holomorphes  autour  du  pointa,  il 
montre  que  a  doitètre  pour/?,(.r)  un  pôle  d'ordre  i  au  plus,  pour 
p-i(x)  un  pôle  d'ordre  2  au  plus;  il  est  ainsi  amené  à  l'équation  dé- 
tcrminante  relative  au  point  a,  et  à  la  discussion,  fondée  sur  la 
nature  des  racines  de  cette  équation,  qui  conduit  aux  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  solutions  appartiennent  au 
type  considéré.  Application  est  faite  à  la  recherche  des  équations 
dilTérentielles  linéaires  du  second  ordre  dont  l'intégrale  générale 
est  méromorphe,  entière  ou  rationnelle,  puis  à  l'équalion  de  Lamé. 
Après  avoir,  en  quehpies  mots,  caractérisé   la  nature  des  solu- 
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lions  des  équations  aux  dérivées  partielles,  l'auteur  traite  des  équa- 
tions linéaires;  je  signalerai,  pour  le  cas  où  il  s'agit  d'une  équation 
linéaire  avec  second  membre,  le  soin  avec  lequel  il  montre  que  la 
méthode  classique  ne  fournit  pas  toujours  la  solution  la  plus  géné- 
rale, mais  ne  laisse  échapper  que  des  solutions  exceptionnelles 
sans  constante  arbitraire.  Des  équations  linéaires  il  passe  aux 
équations  aux  dilTérenlielles  totales,  puis  aux  équations  de  la 
forme/(a-,  y,z,  p^rj)=^  o,  pour  lesquelles  il  développe  la  méthode 
de  Lagrange,  en  insistant,  comme  il  convient,  sur  son  interpréta- 
tion géométrique. 

Il  se  borne,  pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
supérieur  au  premier,  à  quelques  exemples. 

L'Ouvrage  se  termine  par  une  vingtaine  de  pages,  en  petit  texte, 
intitulées  :  Exercices  sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
et  les  fonctions  elliptiques.  Ces  exercices,  qui  fournissent  soit 
d'excellents  exemples,  soit  des  indications  sur  de  belles  théories 
comme  la  multiplication  complexe,  sont  traités  en  détail. 

J.  T. 
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BURALI-FORTI  (C.)-  —   Leziom  di  Geometria  metrico-projettiva. 
I  vol.  in-8,  xn-3o8  pages.  Turin,  Bocca  frères,  1904. 

Ces  Leçons  de  Géométrie  rendront  grand  service  à  tous  ceux 
qui  voudront  apprendre  à  manier  les  méthodes  de  Grassmann,  ou 
se  rendre  compte  de  ces  métliodes,  de  leur  portée  et  de  leur 
fécondité.  Elles  sont  claires,  d'une  lecture  intéressante  et  facile; 
elles  embrassent  un  nombre  considérable  de  faits  géoméiriques 
appartenant  à  des  domaines  différents,  et  je  crois  qu'elles  n'inté- 
resseront pas  moins  ceux  qui  connaissent  déjà  ces  faits  et  qui 
voudront  les  voir  au  point  de  vue  oij  s'est  placé  iM.  Burali-Forti 
que  ceux  qui  se  proposeront  d'apprendre  en  même  temps  les  faits 
et  les  méthodes. 

Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  dans  la  considération  du 
produit  de  quatre  points  A,  B,  C,  D  considéré  comme  le  volume 
(affecté  d'un  signe)  du  tétraèdre  ABCD  et  de^  formations  géo- 
métriques 

(4)  /(,  A,B,GiD,+  AoAaB^CîD,-^..., 

(3)  A,  A,BiC,+  //.AiBoC,-^..., 

(2)  /MAiBj-f-AoAoB.,^-..., 

(I)  /^,A,-i-A,A,  +  ..., 

de  qnaliicmc,  de  troisième,  de  deuxième  et  de  première  espèce, 
où  A|,  B,,  ...  sont  des  points  et  h^,  /i-,,  ...  des  nombres  rela- 
tifs. De  ces  formations,  la  première  seule  a  une  signification 
numérique,  les  autres  doivent  être,  pour  le  moment  au  moins, 
considérées  comme  des  symboles  comprenant  des  nombres  et  des 
points,  avec  lesquelles  on  calculera,  conformément  à  certaines 
règles  dans  lesquelles  intcrviendror)t,  d'une  part,  les  habitudes  de 
i'Algèbie  ordinaiie  cl,  d'autre  part,  la  significalion  numérifjue  des 
lormalions  de  (pialrième  espèce.  On  définit  ainsi  l'égalité,  Taddi- 
li<»n,  la  mulliplicalicm  ( jjrogrcssiNe)  de  deux  formations.  Dès  que 
ûiill.  des  Sciences  mathcni.,  1'  st-rio.  I.  XWlIf.  (Juin  ifv'l)  " 
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l'égalité  est  définie,  la  formation  géométrique  apparaît  comme  ayant 
quelque  individualité,  et  Ton  peut  adopter  la  formule  suivante, 
malgré  sa  tournure  quelque  peu  métaphysique  :  Une  formation  géo- 
métrique est  l'être  abstrait  commun  à  toutes  les  formations  égales; 
mais  cette  individualité  se  caractérise  davantage  quand  les  opéra- 
tions d'addition  et  de  multiplication  (progressive)  ont  été  définies. 
II  en  est  de  même  pour  les  nombres  complexes  :  ceux-ci  sont  vrai- 
ment définis  quand  ou  a  défini,  outre  Tégalité,  les  opérations  fon- 
damentales. Ils  sont  alors  autre  chose  qu'un  couple  de  deux 
nombres  réels.  Les  vecteurs,  bivecteurs  et  trivecteurs  s'intro- 
duisent dans  cette  théorie,  de  la  façon  la  plus  naturelle,  comme 
des  formations  géométriques  spéciales.  Cette  théorie  se  complète 
par  la  définition  de  l'opération  indice  (|),  du  produit  interne,  de 
la  notion  d'angle.  On  a  alors  tout  ce  qu'il  faut  pour  introduire  les 
coordonnées  cartésiennes,  reclangidaires  ou  obliques,  coordonnées 
«  dont  la  connaissance  est  indispensable,  dit  xM.  Burali-Foiii, 
pour    lire    les  Livres  où  l'on  en  fait  usage  ». 

Cette  phrasé  a-t-elle,  dans  l'esprit  de  iautetir,  la  signification 
dédaigneuse  qu'on  est  tenté  de  lui  attribuer?  11  se  pourrait  bien, 
d'autant  qu'elle  suit  de  bien  près  l'éloge,  d'ailleurs  mérité,  de  ces 
méthodes  de  Grassmann,  qui  «  fondées  sur  les  propriétés  les  plus 
simples  delà  Géométrie  élémentaire  et  sur  l'usage  d'un  algorithme 
pareil  à  celui  de  l'Analyse  ordinaire,  permettent,  sans  qu'il  soit 
besoin  d'aucun  effort  intellectuel  pour  les  apprendre,  d'opérer 
directement  sur  les  êtres  géométriques  eux-mênies,  point,  droite, 
plan,  sans  avoir  besoin  de  leurs  coordonnées,  en  éliminant  ainsi 
complètement  les  invariants  numériques,  en  leur  substituant  des 
opérations  géométriques  simples  et  précises  >>.  Quoique  l'auteur, 
malgré  le  talent  cju'il  a  dépensé,  ait  assurément  diminué  l'effort 
nécessaire  pour  apprendre  ces  méthodes,  il  ne  l'a  pas  entière- 
ment supprimé,  et  quelques  commençants  continueront  de  s'effa- 
roucher devant  les  abstractions  du  début,  inilis|)ensablcs  à  la 
pleine  intelligence  du  sujet;  ils  auront  tort,  et  je  veux  bien 
admettre  tout  ce  que  dit  ^L  Burali-Forli  ;  il  n'empêchera  pas 
que  ce  qu'il  considère  comme  un  délaut  de  la  Géométrie  analv- 
tique  ordinaire  ap|iaraissc  comme  un  mérite  à  ceux  (pii  se  plaisent 
surtout  aux  Iransformalions  analvtiquos  et  mcnic  à  ceux  qui  sont 
contcnis.   pi-iidaiit  (piils  développent  un  calctil,  de  ne  pas  se  pré- 
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occuper  de  la  slgnificalion  géométrique  de  ce  calcul;  el,  si  même 
ces  derniers,  eux  aussi,  ont  tort,  après  tout,  les  preuves  que 
la  Géométrie  analytique  a  faites  comme  méthode  d'invention 
ne  permettent  pas  encore  d'espérer  qu'elle  disparaisse  devant 
des  méthodes  dont  l'intérêt  propre  est  d'ailleurs  inconteslable, 
et  dont  le  mérite  apparaît  chaque  jour  plus  grand,  par  le  nombre 
(le  faits  déjà  connus  qu'elles  permettent  de  mieux  pénétrer  et 
d'exposer  sous  une  forme  plus  condensée  et  parfois  plus  pro- 
fonde. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  signification  individuelle  des  formations 
géoniétri(jues  et  l'utilité  de  leur  considération  apparaissent  nette- 
ment quand  ou  arrive  à  la  deuxième  Partie,  dans  la  réduction  des 
formations  géométriques  de  première,  de  deuxième  et  de  troisième 
espèces  :  les  réductions  des  formations  de  première  et  de  deuxième 
espèces,  en  particulier,  équivalant  à  la  théorie  du  barjcenlre  et  à  la 
réduction  d'un  système  de  forces.  La  notion  de  coordonnées  se 
généralise  singulièrement  par  la  notion  des  coordonnées  d'une 
formation  géométrique.  La  définition  des  produits  régressifs,  puis 
l'exposition  du  principe  de  dualité,  sous  une  forme  générale,  ter- 
minent celte  deuxième  Partie. 

La  troisième  est  consacrée  à  riiomograpliic.  Celle-ci  est  définie 
d'abord  d'une  façon  très  générale  qui  sera  étendue  encore,  dans 
la  cinquième  et  dernière  Partie,  à  tous  les  systèmes  linéaires  :  à 
ce  concept  général  se  rattache  naturellement  celui  de  Vhoniogra- 
pliie  projectile,  au  sens  ordinaire,  qui  trouve  sou  application 
naturelle  dans  la  tliéorie  des  coniques,  exposée  d'une  façon  large 
et  intéressante. 

La  quatrième  Partie  contient  la  théorie  des  courbes  et  des  sur- 
faces, et,  d'une  façon  générale,  des  êtres  géométriques  engendrés 
par  un  point,  une  droite  ou  un  plan,  qui  dépendent  d'une  ou 
plusieurs  variables  numériques  ainsi  (|uc  des  fonctions  numé- 
riques d'un  point. 

On  y  remarc[uera  la  façon  dont  sont  présentées  les  formules 
de  Frenet,  l'introduction  des  paramètres  diflTérentiels  comme 
vecteurs,  les  formes  simples  et  suggestives  des  équations  difle- 
rentielles  des  lignes  de  courbure,  des  lignes  géodésiqucs  et 
asymplotiques. 

Dans  une  Note  de  cinf[  ])agc>,  rpii  If^'iniinc  ces  Lerons  fie  Geo- 
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rtiétrie,  se  trouvent  établies,  d'une  façon  rapide  et  élégante,  plu- 
sieurs propositions  classiques  relatives  à  des  courhes  dont  le  rayon 
de  courbure  satisfait  à  certaines  conditions  simples.         J.  T. 


CURTZE  (Maximiman).  —  Urkunden  zir  Geschichte  der  Mathematik  im 
MiTTELALTER  UND  DER  RENAISSANCE.  I  vol.  gp.  in-8"  clc  G28  pages  (en 
2  fascicules).  Leipzig,  Teubner,  1902. 

Cette  publication,  la  dernière  que  nous  devions  à  l'infatigable 
explorateur  de  manuscrits  que  fut  Max.  Curtze,  forme  les  12®  et  i3^ 
fascicules  des  Abkandlun geii  zur  Geschichte  der  Mathema- 
tlscheii  JVissenschaften.  Elle  comprend  : 

1°  Le  Liber  enibadoruni  de  Savasorda,  texte  de  la  version 
latine  faite  en  1 1 16  sur  l'hébreu  par  Platon  de  Tivoli,  et  traduction 
allemande  de  Curtze; 

2"^  Une  correspondance  en  latin,  échangée  entre  Regiomontanus 
(6  lettres),  Bianchini,  astronome  du  duc  de  Ferrare  (2  lettres), 
Jacob  de  Spire,  astronome  du  comte  d'Urbin  (i  lettre)  et  Christian 
Roder,  professeur  à  l'Université  d'Erfurt  (i  lettre);  ces  lettres 
sont  écrites  de  1462  à  1471'j 

3°  Un  texte  italien  de  V  Artis  metricœ practicœ  compilatio  d'un 
Léonai'd  de  Crémone  qui  vivait  au  xv**  siècle.  Curtze  a  trouvé  cet 
opuscule  assez  important  pour  ajouter  au  texte  une  traduction 
allemande  ; 

4"  Une  très  curieuse  algèbre  allemande  de  la  première  moitié 
du  xvi"  siècle,  composée  sous  forme  de  commentaire  très  dé-ve- 
loppé  à  de  courts  textes  latins  qui  sont  donnés  comme  composés 
par  un  Arabe  du  nom  à'Algebras  et  adressés  à  un  géomètre  du 
nom  Ôl'YIcs,  le  précepteur  d'Euclide,  prince  de  Mégare. 

A.  De  ces  quatre  documents,  le  [u-emier  et  le  troisième  con- 
cernent la  Géométrie  pralicpie,  la  seule,  en  fait,  qui  ait  été  vrai- 
ment étudiée  au  Moyen  âge.  Leur  publication  est  une  véritable 
révélation.  Si,  en  eflet,  rexislencc  du  Traité  de  Savasorda  avait  été 
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signalée  depuis  longtemps  par  Libri,  dans  son  Histoire  des 
Sciences  mathématiques  en  Italie,  les  indications  qu'il  avait 
données  étaient  très  insuffisantes  et  parfois  inexactes;  ainsi  ce 
Traité  contient  bien  la  formule  dite  héronienne  pour  le  calcul  de 
l'aire  d'un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés,  mais  n'en 
donne  nullement  la  démonstration,  ce  qu'a  répété  Chasles  d'après 
Libri. 

Savasorda  est  le  surnom  d'un  juif,  Abraham-bar-Hajya,  qui 
occupait,  au  commencement  du  xu"  siècle,  une  situation  assez  con- 
sidérable au  service  du  comte  de  Barcelone,  et  qui  a  laissé  d'assez 
nombreux  écrits  en  langue  hébraïque.  Lié  avec  Platon  de  Tivoli, 
il  paraît  l'avoir  aidé  dans  ses  traductions  d'auteurs  arabes.  Le 
texte  original  de  son  Traité  de  Géométrie,  qu'il  aurait  composé 
dans  sa  jeunesse  pour  les  Juifs  provençaux,  existe  encore. 

La  traduction  de  Platon  de  Tivoli  est  la  première  qui  ait  en  réa- 
lité introduit  dans  l'Occident  latin  les  éléments  de  la  Géométrie 
grecque,  apportée  en  Espagne  par  les  A.rabes.  Son  importance  his- 
torique est  donc  considérable;  la  composition  du  Traité  de  Sava- 
sorda est  d'ailleurs  assez  satisfaisante  pour  que  Léonard  de  Pise,  au 
commencement  du  xiii*^  siècle,  l'ait  pris  comme  base  pour  rédiger 
sa  Practica  Geometriœ.  Curtze  a  relevé  avec  soin  les  larges  em- 
prunts faits  par  le  Pisan  au  Liber  cmhadoram;  il  relève  aussi  à 
bon  droit  comment  Savasorda  a  enseigné  la  solution  numérique 
des  équations  quadratiques,  en  l'appuyant  sur  des  démonstrations 
géométriques.  La  traduction  de  l'Algèbre  de  Mohammed-al-Khova- 
rismi  par  Gérard  de  Crémone  est  postérieure  d'au  moins  d'une 
génération. 

B.  A  la  différence  de  l'Ouvrage  de  Savasorda,  le  second  Traité 
de  Géométrie  édité  par  Curtze  n'avait  jamais  été  signalé  par  aucun 
historien  des  Mathématiques,  et  la  personnalité  de  l'auteur  n'a  sou- 
levé de  discussion  que  depuis  la  publication  de  ce  Traité. 

D'après  une  note  du  commencement  du  xviii^  siècle  sur  un  des 
manuscrits  qu'il  a  utilisés,  Curtze  a  indiqué  comme  auteur  un 
Leonardus  Maynardiis^  mentionné  par  Vida  comme  mathémati- 
cien renomnjé  à  la  fin  du  xv"  siècle,  et  il  a  assigné  à  l'Ouvrage  la 
date  de  i488  (jue  porte  à  la  lin  le  texte  italien  [Compléta  di'J 
primo  aprilis  \  iHS). 


i66  PKEMIÈUE  rAUTlIi. 

Une  faute  criinpression  clans  la  reproduction  du  texte  de  \  ida, 
donné  par  Curlze  (p.  34  i,  1.  12;  lire  Blasius  au  lieu  de  Plasins), 
souleva  un  scrupule  naturel  de  la  pari  de  Gustaf  Enestrlim.  Il  fit 
remarquer  cpie  la  date  inscrite  sur  le  manuscrit  pouvait  n'être  rpie 
celle  de  la  copie,  ou  bien  celle  de  la  version  italienne  d'un  texte 
qui  existe  en  latin  dans  plusieurs  manuscrits  non  datés,  et  qu'en 
somme  il  n'y  a  pas  même  de  preuve  décisive  que  ce  texte  italien 
soit  de  Léonard  de  Crémone.  Si,  d'autre  part,  il  avait  vécu  avant  le 
célèbre  Biagio  de  Parme,  il  faudrait  le  faire  remonter  jusqu'à  la 
seconde  moitié  du  xiv*^  siècle.  Il  posait  donc  la  question. 

A.  Favaro  répondit  dans  le  même  volume  de  la  Bibliotlieca 
matlœmatica  (igoS),  en  défendant  la  détermination  de  Curtze, 
sauf  pour  la  date  précise  attribuée  à  l'Ouvrage;  le  Plasius  de 
Crémone  mentionné  par  Vida  est  mort,  en  effet,  entre  1/Î92 
et  i5oi.]Mais  l'illustre  savant  italien,  dans  une  communication  du 
3i  janvier  1904  au  Real  Istituto  Venuto,  est  revenu  sur  le  même 
sujet;  il  a  constaté  qu'un  manuscrit  de  la  Laurentienne  contenait  à 
la  suite  de  la  traduction  dEuclide  par  Campanus,  deux  longues 
Notes  datées  de  i4o5  et  i4o4  sous  le  nom  d'un  franciscain 
(frater  ...  ordinis  minorum)  Leonardus  de  Aiitoiiiis  de  Creinona , 
qualifié  de  bachelier  (').  L'une  de  ces  Notes  est  donnée  comme 
faite  à  la  demande  d'un  docteur  padouan  qui  a  cfTcctivement  vécu 
vers  i4oo.  A.  Favaro  remarque  que  l'existence  de  ce  mathéma- 
ticien «  Leonardo  d'Antonii  de  Crémone  »,  vers  le  commence- 
ment du  xv"  siècle,  est  aussi  bien  assurée  que  celle  de  «  Leo- 
nardo Mainardi  »,  à  la  fin  du  même  siècle,  et  que  l'on  peut  se 
demander  désormais  lequel  de  ces  deux  personnages  est  l  auteur 
du  traité  publié  par  Curtze. 

Le  question  est  tranchée  par  un  manuscrit  du  fonds  latin  de  la 
Bibliothèque  nationale  (n"  7192),  dans  lequel  un  copiste  des  pre- 
mières années  du  xvi"  siècle  a  réuni  les  Œuvres  mathématiques 
du  Révérend  Maître  Leonardus  de  Aiitoniis  de  Crémone.  On  y 
trouve,  en  dehors  de  VArtis  melricœ  practicœ  compilatio,  et  des 
Notes  sur  Campanus,  un  long  Traité  d'Arithmétique,  une  Cosmo- 
graphie et  la  description  d'une  horloge  solaire  portative.  Il  n'y  a 


(')  Évidemment  en  Théologie.  Il  n'y  avait  en  cd'cl  ni   iiachclicis.  ni   licenciés, 
ni  docteur*  dan?  les  Facultés  des  Ans. 
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aucune  indication  précise  de  dates;  mais,  d'une  mention  contenue 
dans  le  dernier  Traité,  on  peut  conclure  qu'il  a  été  écrit  après 
i438. 

D'après  les  documents  réunis  par  A.  Favaro,  Leonardo  Mainardi 
de  Crémone  apparaît  plutôt  comme  un  médecin  que  comme  un 
mathématicien  :  peut-être  Vida  le  confondait-il  déjà  avec  son  ho- 
monyme. Il  aurait  cependant  occupé  une  chaire  de  philosophie  à 
Milan,  et  par  suite  a  dû  y  traiter  la  Physique  et  l'Astronomie. 

Si  on  la  reporte  au  commencement  du  xv*^  siècle,  la  Compilatio 
gagne  évidemment  comme  intérêt  historique,  et  l'on  peut,  en  sou- 
scrivant à  une  remarque  d'un  possesseur  de  l'un  des  manuscrits  de 
Léonard  de  Crémone,  dire  que  ce  fut  l'un  des  précurseurs  ignorés 
dont  les  mathématiciens  de  la  Renaissance  utilisèrent  les  travaux 
sans  citer  le  nom. 

C.  La  correspondance  de  Regiomontanus  est  de  beaucoup,  bien 
entendu,  le  document  le  plus  intéressant  parmi  les  quatre 
Urkunden  de  Curlze,  si  l'on  considère  le  point  de  vue  purement 
malhémalique.  Cependant  je  ne  m'y  arrêterai  pas,  parce  qu'elle 
était  déjà  connue  (depuis  1-86),  et  que  Moritz  (^antoren  a  notam- 
ment parlé  dans  ses  Vorlesungen.  L'intérêt  de  la  réédition  de 
Curlze  consiste  en  ce  qu'il  a  publié,  pour  la  première  fois,  les  cal- 
culs de  Regiomonlanus  pour  les  solutions  des  problèmes  que  lui 
posent  ses  correspondants  ou  de  ceux  qu'il  leur  renvoie  en  échange. 
Il  y  a,  dans  l'élude  de  ces  calculs,  nombre  de  petites  énigmes 
intéressantes  à  résoudre.  Curtze,  dans  ses  Notes,  a  accompli  le 
gros  de  la  besogne;  aussi,  eu  égard  à  la  peine  qu'il  s'est  donnée 
sous  ce  rapport,  puis-je  m'étonner  d'une  inadvertance  assez  sin- 
gulière. Pages  I9()  à  ig-j,  dans  un  calcul  astronomique  du  lieu 
vrai  du  Soleil,  il  a  constamment  (i  i  fois)  imprimé  «  Slellaî  »  quand 
il  faudrait  «  Solis  »,  sans  faire  aucune  remanpie  à  ce  sujet.  Y  avait-il 
là  une  abréviation  ambiguë? 

D.  J'arrive  au  Traité  (ÏAlf^ebras.  Curlze  a  adopté  le  titre  :  Die 
yilgebras  des  Initias  Algebras  ad  Ylein  geometram  magis- 
truni  suuni.  J'ai  déjà  rapidement  indiqué  le  roman  historique 
que  contient  cet  Ouvrage;  mais  il  est  inutile  de  le  compliquer,  et 
à  cet  égard  le   litre  donné  par  Curlze  donne  matière  à   criti<|ue. 
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L'addition  du  nom  à' Initias  à  celui  d'Algeb/as  dans  quelques 
rubriques  des  manuscrils  me  j^araît  simplement  due  à  une  fausse 
lecture  pour  Initiant  (commencement);  de  même,  si,  dans  ces 
rubriques,  Vies  est  qualifié  de  maître  ou  de  précepteur  d\4  Igebras, 
c'est  en  contradiction  avec  le  texte. 

Curlze  a  très  bien  fait  ressortir  que  tel  livre  à^Yles,  dans  cette 
Algèbre,  est  simplement  tel  livre  d'Euclide.  Il  a  découvert,  en 
outre,  un  texte  qu'il  publie  et  d'après  lequel  le  véritable  nom 
de  l'auteur  des  Eléments  n'aurait  pas  été  Euclide,  mais  Elias. 
Euclide  ne  serait  qu'un  surnom  signifiant  Vlntrodactcar.  Curtze 
explique  celte  légende  en  admettant,  avec  Canlor,  que  les  Arabes 
auraient  traduit  le  surnom  d'Euclide  chez  les  Grecs,  à  savoir  V Elé- 
mentaire, par  un  mot  dont  on  a  pu  tirer  soit  Elias,  soit  Vies,  et 
qu'ensuite  on  aura  pris  le  surnom  pour  le  nom  et  inversement. 

La  conjecture  est  ingénieuse,  mais  elle  est  loin  d'être  encore 
élevée  à  la  hauteur  d'une  probabilité,  car  l'on  n'a  pas  encore 
retrouvé  dans  la  tradition  arabe  de  texte  établissant  l'emploi 
effectif,  pour  désigner  Euclide,  de  l'épithète  supposée  dont  on 
aurait  tiré  un  nom  d'YIes  ou  d'Elias.  D'autre  part,  cette  conjecture 
n'est  pas  valable  en  ce  qui  concerne  l'auteur  de  l'Algèbre  dont  il 
s'agit,  puisqu'il  oppose  nettement  Vies  à  Euclide  de  Mégare,  qui 
était  alors  généralement  identifié  avec  le  géomètre. 

Il  me  semble  qu'il  ne  faut  pas  trop  s'attacher  à  la  recherche  des 
motifs  qui  ont  conduit  noire  algébriste  allemand  à  choisir  tel  ou 
tel  nom  pour  sa  fiction.  Cet  algébriste  est  incontestablement  un 
mathématicien  de  valeur  pour  son  temps ^  il  est  à  mettre  au 
niveau  de  Christoph  Riidolff,  sinon  de  Michel  Stilèl.  IMais  il  lui  a 
plu  de  raconter  sur  l'origine  de  l'Algèbre  une  fiction  à  la  mode  du 
temps,  qui  était  celui  de  l'Arioste  et  de  Rabelais.  Il  ne  faut  pas 
s'attarder  à  ses  anachronismes  plus  qu'à  ceux  du  Pentagniel  ou 
de  VOrlando  farioso.  Malheureusement  il  a  la  fantaisie  lourde; 
on  le  voit  surtout  dans  les  historiettes  dont  il  a  agrémenté  les  pro- 
blèmes élémentaires  de  son  premier  livre.  C'est  Platon,  Euclide, 
Aristole  et  Pjlhagore  faisant  collation  avec  Algehras  et  lui  don- 
nant à  deviner  leurs  âges.  Cesl  Lameno,  le  grand  arithmélicien,  qui 
pose  une  question  analogue  sur  les  honoraires  qu'Alexandre 
accorde  à  Platon,  à  Aristole  et  à  Pylhagore,  comme  professeurs  à 
la  Haute  Ecole  d'Athènes.  (]'est    llippocrato   qui  fait  acheter  de 
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l'aloès  à  Athènes  par  Galien,  Salomon  qui  envoie  Esope  à  Damas 
pour  y  aclieter  du  samil,  ou  le  philosophe  Aigus  qui  l'envoie 
acheter  du  poivre  à  Paris.  C'est  Nicomaque  qui  vend  des  ouvrages 
de  IMalhématiques  à  Apollonius  et  à  Aristée,  et  Boèce  qui  s'en 
mêle.  Tout  cela  voudrait  être  drôle,  et  ne  l'est  guère.  Notre  auteur 
se  lasse  au  reste  bien  vite  de  ce  jeu  innocent,  et  parfois  il  oublie 
sa  fiction,  et  se  met  à  citer  Euclide  au  lieu  d^l  les. 

Cependant  la  littérature  romanesque  de  l'époque  déguisait  géné- 
ralement des  idées-plus  sérieuses  que  la  forme  dont  on  les  revê- 
tait. Notre  auteur-  semble  être  resté  fidèle  à  cette  tradition.  Au 
premier  abord,  dans  le  récit  que  contient  le  Prologue  fait  en  son 
nom  personnel,  il  peut  être  difficile  de  le  l'econnaître.  Voici  à  peu 
près  ce  récit  : 

Algebras,  l'auteur  du  livre  Gebra  et  Almuchabala,  qu'il  a 
adressé  à  lies,  le  grand  géomètre  d'Egypte,  vivait  au  temps 
d'Alexandre  le  Grand  et  de  Nectanebos.  Son  livre  fut  traduit  de 
l'arabe  en  grec  par  Archimède,  du  grec  en  latin  par  Apulée.  Il  a 
été  connu  de  Mahomet  qui  en  parle  dans  l'Alcorem  ;  il  a  aussi  été 
traduit,  dès  le  temps  d'Alexandre,  par  l'Hindou  Aiiabras  dans  le 
livre  Alvoj-eth,  etc.  Ce  livre  à' Algebras  contieut  tout  ce  qu'on  a 
trouvé  jusqu'à  présent  sur  la  science  des  nombres,  mais  le  texte 
en  est  obscur  et  exige  un  commentaire  détaillé. 

Suit,  également  en  Allemand,  le  Prologue  à' Algebras  adressé 
à  lies.  Nous  y  trouvons  déjà  développée  une  idée  très  juste,  et 
d'une  importance  historique  capitale.  Yles  a  écrit  à  Algebras 
pour  s'enquérir  de  ses  travaux  sur  les  nombres;  Algebras  ku 
répond  qu'il  s'étonne  de  cette  question,  vu  que  le  point  de  départ 
de  ses  travaux  se  trouve  précisément  dans  ce  que  lui,  1  les,  a  écrit 
(dans  son  second  livre  à'' Euclide).  Le  premier  livre  de  notre  au- 
teur est  consacré  à  l'exposé  très  minutieux  de  cette  thèse  qui 
revient  précisément  à  celle  que  Zeuthen  a  si  bien  mise  en  lumière, 
€t  qu'on  peut  maintenant  considérer  comme  classique,  à  savoir 
que  les  Grecs  avaient  une  Algèbre  sous  forme  géométricpie  et  que, 
grâce  à  cette  Algèbre,  ils  pouvaient  aisément  résoudre,  même 
numériquement,  les  problèmes  du  premier  et  du  second  degré, 
ainsi  que  tous  ceux  qui  s'y  rattachent. 

Joignez  à  cette  idée  fondamentale  les  suivantes  qui  ont  leur  part 
de  vérité  : 
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«  La  Science  est  plus  ancienne,  sous  ses  diverses  formes,  que 
ne  le  représentent  les  traditions  courantes;  elle  n'a  pas  été  limitée 
à  un  seul  peuple;  il  est  impossible  d'adniettre  que  le  philosophe 
Euclide  de  Mégare  soit  l'auteur  des  Eléments;  en  tous  cas,  les 
Grecs  eux-mêmes  ont  reconnu  qu'ils  avaient  emprunté  la  Géo- 
métrie aux  Egyptiens.  » 

Vous  avez  les  traits  essentiels  de  la  fiction;  et  il  n'y  a  de  par- 
ticulièrement intéressant  à  relever  que  le  doublet  hindou  à^Alge- 
bras,  parce  qu'il  semble  lié  au  renseignementexactque  les  Hindous 
avaient  pour  le  calcul  plus  d'aptitudes  que  les  antres  peuples,  et 
que  ce  doublet  [Aliabras)  revient  au  Chapitre  X  de  la  2*^  Partie 
du  3®  Livre,  avec  mention  de  son  livre  des  Donnés  (?),  à  propos 
d'un  problème  d'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  alors  que 
l'on  a  ignoré  pendant  longtemps  que  les  Hindous  avaient  traité 
des  problèmes  de  ce  genre. 

Gurtze  relève  à  juste  titre  la  singularité  de  ces  indications  véri- 
diques  dans  un  Ouvrage  dont  l'auteur  semblait  s'être  proposé  de 
déguiser  autant  que  possible  la  vérité  historique,  et  il  revendique 
en  tous  cas  pour  l'auteur  allemand  la  priorité  sur  Bachet  pour  la 
solution  des  problèmes  dont  il  s'agit. 

Sur  le  premier  point,  je  remarquerai,  pour  m'en  tenir  aux 
sources  écrites,  que  notre  auteur  a  pu,  d'une  part,  très  bien  con- 
naître l'origine  hindoue  de  notre  système  de  numération,  avouée  par 
les  Arabes,  expressément  affirmée  par  Maxime  IManude  et  autres 
Byzantins,  et  que  cela  suffisait  pour  qu'il  attribuât  aux  Hindous 
une  aptitude  spéciale  aux  calculs  numériques.  D'un  autre  côté, 
le  Moyen  âge  a  certainement  connu  au  moins  deux  genres  do  pro- 
blèmes indéterminés  du  premier  degré,  à  savoir  le  problème  des 
restes,  et  la  régula  virginnm.  Si  Bachet  a  traité  ces  questions,  il 
ne  s'est  jamais  donné  comme  les  ayant  inventées,  et  il  est  clair 
que,  du  moment  où  elles  ont  été  agitées,  on  eu  a  trouvé  des  solu- 
tions, ne  fût-ce  que  par  des  tâtonnements  méthodiques. 

Le  problème  des  restes  (deviner  un  nombre  dont  on  donne  les 
résidus  par  rapport  à  un  certain  nombre  de  diviseurs)  était  déjà 
connu  de  Léonard  de  Pise,  comme  Gurtze  le  rappelle  d'ailleurs. 
On  l'a  retrouvé  dans  un  texte  byzantin  (iXicornaque,  éd.  Hoche, 
Leipzig,  Teubncr,   1876,  p.  ir)o)avec  une  solution  non  expliquée, 
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mais  qui  paraît  bien  fondée  sur  le  même  principe  que  celle  du 
Traité  à^-Ugebras,  et  qui  est  reproduite  dans  l'Ouvrage  de 
RudollV,  imprimé  en  ijaG.  Regiomontanus  {Uî'kiinden,  p,  264) 
connaissait  certainement  la  solution  générale.  En  tout  cas  on  ne 
peut,  jusc|u'à  nouvel  ordre,  dénier  à  l'auteur  de  ce  Traité  la  prio- 
rité pour  la  rédaction  en  Occident  d'une  solution  claire  et  com- 
plète, qui  est  identique  à  celle  que  l'on  a  trouvée  en  Chine  comme 
remontant  au  ni''  siècle  de  notre  ère  et  perfectionnée  au  viii'^ 
(règle  Ta-jen),  solution  qui  revient  au  fond  à  celle  de  Gauss  dans 
ses  Disquisitiones.  Quant  à  l'histoire  de  la  régula  virgiiiiim  ou 
régula  cœci,  elle  n'est  pas  aussi  avancée.  11  s'agit  de  trouver,  par 
exemple,  trois  ou  quatre  nombres  entiers  dont  on  donne  la  somme, 
ainsi  que  la  somme  de  leurs  produits  par  des  coefficients  déter- 
minés. Les  problèmes  de  ce  genre  sont  souvent  combinés  eji  sorle 
qu'il  n'y  a  qu'une  solution  possible  (les  valeurs  négatives  étant 
écartées  par  les  hvpothèses).  C'est  sur  un  problème  de  ce  genre 
que  notre  auteur  parle  de  l'Hindou  Aliabras. 

On  en  trouve  déjà  un  dans  la  correspondance  de  Regiomontanus 
[Urkunden,  p.  262  et  296)  et  Rudolff  en  traite  dans  son 
Ouvrage  de  losô.  De  même  notre  auteur;  mais  je  ne  puis  consi- 
dérer sa  solution  que  comme  particulière,  et  par  suite  lui  recon- 
naître sur  ce  point  aucune  priorité  sur  Rachet,  qui,  traitant  un< 
problème  du  même  genre  pro|)Osé  dans  une  épigramme  latine  du 
siècle  précédent,  est  parvenu  à  une  solution  complète  et  rai- 
sonnée. 

Je  ne  pense  pas  d'ailleurs  que  l'on  puisse  dire  avec  Curtze  que 
la  solution  de  Bacliet  repose  sur  de  tout  autres  considérations  que 
celle  du  prétendu  Algebras.  La  vérité  est  que  Bachet,  n'em- 
ployant, à  l'exemple  de  Diophante,  de  notations  que  pour  une 
seule  inconnue,  est  de  fait  obligé,  pour  sa  mise  en  équation,  à  des 
détours  qu'il  aurait  facilement  pu  éviter  en  se  servant  des  uola- 
lions  de  Viète;  mais  ce  point  est  tout  à  fait  secondaire. 

Quant  à  la  mention  du  livre  du  Data  d'Aliabras  l'Hindou,  elle 
a  pour  objet  seulement  de  débarrasser  une  équation  des  fractions, 
en  multipliant  tous  les  termes  par  un  multiple  commun  des  déno- 
minateurs. Je  ne  peux  sérieusement  croire  que  llnde  ait  jamais 
influé  sur  la  connaissance  en  Occident  d'une  proposition  aussi 
anciennemcnl  connue  et  praliqiiéc.  Je  suis  donc  assez  porte  à  sup- 
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poser,  jusqu'à  plus  sérieux  indice  du  contraire,  que  celte  mention 
n'a  aucun  rapport  de  fait  avec  les  problèmes  d'analyse  indéter- 
minée, et  que  pour  notre  auteur,  de  même  quVles  signifiait 
Euclide,  Aliabras  désigne  ici  quelque  arithméticien  (')  chez 
lequel  il  aura  trouvé  quelque  règle  donnée  comme  venant  de 
l'Inde,  mais  en  tout  cas  différente  de  celle  dont  il  s'agit  dans  ce 
passage. 

L'Ouvrage  devait  comprendre  huit  ou  même  neuf  livres.  On 
n'en  n'a  retrouvé  que  trois,  peut-être  les  autres  n'ont-ils  jamais 
été  écrits. 

Une  étude  approfondie  de  ce  document,  ainsi  que  des  autres 
ZJrkunden  publiées  par  Curtze,  serait  extrêmement  instructive 
pour  quiconque  désire  étudier  l'histoire  des  Mathématiques  élé- 
mentaires, mais  elle  réclamerait,  il  faut  l'avouer,  une  grande 
patience.  En  tout  cas,  c'est  une  publication  qui  fait  grand  honneur  à 
la  précieuse  collection  des  Abhandlungen,  et  qui  clôt  dignement 
la  carrière  si  remplie  de  son  auteur.  Paul  Taivaery. 


F.  KJ.EIN  und  A.  SOMMERFELD.  —  Ueder  die  Théorie  des  Kreisels. 
Hefl  III  :  Die  storenden  Einflïjsse.  Astroxomische  cxd  geophysikalische 
AxwEXDLXGEx.  i  vol.  iiî-S",.  pages  512-759.  Leipzig,  Teubner,  igoS. 

Ce  fascicule  devait  être  le  dernier  de  l'Ouvrage  dont  le  Bulletin 
a  analysé  les  deux  premiers  (Tome  XXII);  mais  l'abondance  des 
matières  a  forcé  les  auteurs  à  élargir  leur  cadre  primitif,  et  à  réser- 
ver pour  un  dernier  cahier  qui  doit  paraître  cette  année  les  appli- 
cations physiques  et  techniques.  Ce  fait  justifierait  à  lui  seul,  si 
quelqu'un  pouvait  trouver  le  problème  initial  trop  borné,  les  déve- 
loppements, d'ailleurs  si  intéressants  par  eux-mêmes,  donnés  à  la 
théorie  dans  les  deux  premiers  Volumes. 

Avant  d'abandonner  les  considérations  purement  théoriques,  les 


(")  l'ai    c\cmiilc,    Joi\laiuis   Ncinurarius   ou    iiuclque    traduclinn    d'iui  auteur 
araltc. 
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auteurs  étudient  le  mouvement  sans  frottement  d'une  toupie  sur 
un  plan  horizontal  fixe;  on  sait  que  la  solution  de  ce  problème 
dépend  d'intégrales  hjperelliptiques;  le  cas  d'une  vitesse  initiale 
de  rotation  très  grande  correspond  à  un  mouvement  de  l'axe  voi- 
sin d'une  précision  régulière,  qui  est  étudié  en  détail  sur  un 
exemple  numérique. 

Un  remarquable  exposé  des  difTérences  qui  existent  entre  les 
bases  de  la  mécanique  rationnelle  et  celles  de  la  mécanique  appli- 
quée précède  le  résumé  et  l'histoire  de  nos  connaissances  sur  le 
frottement. 

Pour  apprécier  l'influence  du  frottement  sur  le  mouvement  de  la 
toupie,  on  imagine  qu'au  lieu  d'avoir  pour  extrémité  un  point  géo- 
métrique, l'axe  de  ligure  est  terminé  par  une  petite  sphère,  la- 
quelle reste  en  contact  avec  son  plan  tangent  au  point  le  plus  bas. 
Si  le  mouvement  est  voisin  d'une  précession  régulière  (corres- 
pondant au  cas  où  la  projection  de  l'accélération  sur  la  verticale 
est  nulle),  la  réaction  normale  du  point  d'appui  sera  sensiblement 
la  même  que  dans  l'état  d'équilibre;  on  suppose  ensuite  que  la 
réaction  de  frottement  a  pour  effet  principal  d'empêcher  la  toupie 
de  tourner  autour  de  son  axe,  c'est-à-dire  que  le  frottement  de 
pivotement  est  négligeable,  ainsi  que  la  réaction  qui  s'opposerait 
à  l'inclinaison  de  l'axe.  Ces  points  admis  après  une  discussion  dé- 
taillée, on  obtient  aisément,  par  les  formules  de  Lagrange,  les 
équations  qui  définissent  le  mouvement. 

L'incertitude  des  hjpothèses  faites,  en  même  temps  que  la  diffi- 
culté d'intégrer  les  équations  difl'érentielles,  conduisent  les  au- 
teurs à  proposer  une  méthode  d'approximation,  qu'ils  appellent 
graphique.  Voici  en  quoi  elle  consiste  essentiellement  :  On  peut, 
par  un  changement  de  variables,  ramener  l'intégration  du  sjstèmc 
à  celle  d'une  seule  équation  de  la  forme 

la  fonction  f{u^  r)  croît  1res  rapidement  à  partir  de  la  valeur  zéro; 
de  sorte  que,  si  l'on  construit  la  courbe  dite  de  poursuite  avant 
pour  éfpialion  /'(«,r)^o,  et  qu'on  suppose  l'origine  d'une 
courbe  intégrale  voisine  de  celle-là,  la  courbure  deviendra  rapi- 
dement   1res   grande;    la    concavité   est    d'ailleurs    dirigée  vers    la 
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courbe  de  poursuite,  si  bien  que  la  courbe  intégrale  se  rappro- 
ciiera  de  la  courbe  de  poursuite,  viendra  la  couper  en  un  point 
qui  sera  d'inflexion,  et  oscillera  de  part  et  d'autre  de  celte  courbe 
de  poursuite. 

Si  l'on  admet  que  la  résistance  de  l'air  introduit  un  couple  dont 
la  direction  est  celle  de  l'axe  de  rotation,  on  a,  dans  les  équations 
d'Euler,  trois  termes,  — )./?,  — A</,  — Ax;  que  l'ellipsoïde 
d'inertie  soit  aplali  ou  allongé,  on  arrive  à  cette  conséquence 
que  l'axe  de  rotation  a  une  position  limite  dans  la  toupie,  laquelle 
est  dans  chaque  cas  un  axe  ayant  un  moment  d'inertie  maximum. 
En  assimilant,  comme  l'a  indiqué  Stone,  le  frottement  des  marées 
sur  l'écorce  terrestre  à  une  telle  résistance,  on  pourrait  expliquer 
ainsi  comment  la  rotation  de  la  Terre  a  pu  autrefois  s'efFecluer 
autour  d'un  axe  très  différent  de  l'axe  de  la  figure  et  être  ramenée 
au  mouv^ement  actuel. 

Dans  le  cas  où  la  toupie  est  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati, 
l'aplatissement  nouveau  introduit  par  l'élasticité  doit,  à  première 
vue,   changer  son  mouvement  de  rotation;  si  l'on  désigne  j)ar  le 

mot  cllipticité  le  rapport — ^ — ,  C  et  A  étant  les  moments  princi- 
paux d'inertie,  l'ellipsoïde  de  la  masse  en  rotation  sera  la  somme 
de  celle  que  prendrait  une  sphère  élastique  en  rotation  autour 
d'un  diamètre  avec  la  même  vitesse,  et  de  l'ellipticité  primitive.  11 
est  remarquable  que  la  période  de  précession  ne  dépend  pas  de 
l'élasticité  du  sphéroïde,  et  qu'elle  est  la  même  que  dans  le  cas  où 
la  masse  serait  absolument  rigide. 

L'influence  de  l'élasticité  du  support  est  assez  complexe;  pour 
l'évaluer,  on  suppose  que  le  support  estremplacé  par  un  jioint  ma- 
tériel soumis  à  une  l'orce  verticale  qu'on  ])ourra,  en  première 
approximation,  considérer  comme  la  somme  de  deux  termes,  l'un 
proportionnel  à  l'enfoncement  du  point  matériel,  l'autre  à  la 
vitesse  de  ce  point;  on  doit  étudier  lé  mouvement  du  système 
constitué  par  la  toupie  et  ce  point  matériel  ;  les  équations  difteren- 
lielles  qui  déterminent  l'enfoncement  et  la  variation  d'inclinaison 
de  l'axe  de  la  toupie  sont  linéaires,  cl  l'équation  caractéristique  est 
du  4*^  degré. 

Par  d'ingénieuses  considérations  géométri(|ucs,  les  auteurs  dis- 
cutent  cnsMile  \v.   mouvement  (rime  touju'c  dcint   le  point  dapimi 
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glisse  avec  froltement  sur  un  plan  horizonlal  et  monlrenl  que  ce 
j)oiiil  (rappui  décrit  une  sorte  de  spirale. 

Arrivons  maintenant  aux  applications;  elles  sont  divisées  en 
deux  groupes  :  les  applications  astronomiques,  ayant  rapport  au 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre  supposée  absolument  rigide  et 
soumise  à  l'attraction  combinée  du  Soleil  et  de  la  Lune;  d'autre 
part  les  applications  dites  géopkysiques,  c'est-à-dire  l'étude  des 
déplacements  de  l'axe  terrestre  sous  l'influence  des  déformations 
du  globe,  ou  des  transports  de  masse  à  sa  surface. 

La  méthode  adoptée  pour  l'étude  de  la  précession  et  de  la  nulation 
astronomique  est  l'extension  de  celle  indiquée  par  Gauss  pour  le 
calcul  des  inégalités  séculaires  dans  le  mouvement  de  translation 
des  planètes.  Bappelons-en  le  principe  en  deux  mots  :  soit  V  le 
potentiel  dû  à  l'ai  traction  d'un  corps  qui  décrit  une  orbite  ellip- 
tique suivant  la  loi  de  Kepler  ;  on  peut  développer  Y  en  série  tri- 
gonométrique  dont  les  arguments  ont  pour  période  la  durée  T  de 
la  révolution  du  corps  attirant,  et  le  terme  non  périodique  de  cette 

série  est  ;„    /  \  cU. 

Supposons  maintenant  que,  sur  chaque  élément  de  l'ellipse,  on 
]>lace  un  élément  dm  de  masse  attirante;  le  potentiel  dû  à  cet  élé- 

ment  est  V  - — ,  m  étant  la  masse  du  corps  attirant;  le  potentiel 
total  de  l'anneau  elliptique  est—      \  dm;  s'iVou  pose  dm  = '.^^, 

dt  étant  le  temps  mis  par  le  corps  attirant  pour  parcourir  l'élé- 
ment d'arc  que  recouvre  la  niasse  dm,  les  deux  intégrales  sont 
égales;  il  en  résulte  que  le  potentiel  de  l'anneau  donne  la  partie 
séculaire  du  potentiel  dû  au  corps  mobile  sur  l'ellipse. 

Si  l'on  veut  calculer  le  coefficient  de  cosQ/?--dans  le  déve- 
loppement de  V,  on  remplacera  dm  par  in'^  coszn-  f^dt\  on  est 

ainsi  conduit  toutefois  à  introduire  des  masses  négatives,  de  sorte 
que  la  masse  totale  distribuée  sur  l'anneau  est  nulle,  tandis  ([ue, 
dans  le  cas  du  terme  séculaire,  elle  est  égale  à  m. 

On  pourra  donc,  pour  déterminer  la  précession  luni-solaire,  dis- 
tribuer les  masses  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  leurs  orbites.  Mais 
on  peut  remarfpier  de  plus,  |)ar  la  considération  delà  formulebien 
connue  <pii  exprime  le  potentiel  du  à  l'attraction  d'un  corps  très 
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éloigne,  que  ce  potentiel  ne  dépend,  lorsqu'on  néglige  les  termes 
du  troisième  ordre,  que  des  moments  d'inertie  du  système;  il  sera 
donc  permis  de  remplacer  la  Terre  par  un  corps  ayant  mêmes 
moments  d'inertie,  et  il  sera  naturel  de  choisir  une  sphère  entourée 

à  l'équateur  d'un  anneau  homogène  dont  la  masse  sera  2  — ô7~> 

puisque  les  attractions  exercées  par  les  différents  points  de  l'an- 
neau solaire  sur  la  sphère  passent  par  le  centre,  il  suffira,  pour  cal- 
culer le  couple  qui  influe  sur  la  rotation,  de  considérer  l'action 
exercée  par  les  anneaux  solaire  et  lunaire  sur  l'anneau  terrestre. 

La  rétrogradation  des  nœuds  de  l'orbite  lunaire  s'explique  à 
l'aide  du  même  procédé,  si  l'on  admet  que  l'action  du  Soleil  laisse 
invariable  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune,  et  que  la  variation 
de  l'excentricité  de  cette  orbite  est  un  phénomène  indépendant  de 
celui  dont  nous  parlons.  11  faut  ici  considérer  l'attraction  de  l'an- 
neau solaire  sur  l'anneau  lunaire. 

En  ce  qui  concerne  la  nutation  astronomique  (qu'il  faut  se 
garder  de  confondre  avec  ce  que  les  auteurs  appelaient  précédem- 
ment la  nutation  libre),  c'est-à-dire  la  partie  périodique  du  dépla- 
cement de  l'axe  terrestre  due  aux  actions  extérieures,  on  est  obligé 
de  faire  une  nouvelle  extension  de  la  méthode  de  Gauss,  outre  celle 
qui  a  rapport  aux  termes  ayant  pour  périodes  les  sous-multiples 
de  l'année  ou  du  mois  lunaire,  dont  nous  avons  indiqué  le  prin- 
cipe. 11  faut,  en  effet,  tenir  compte  du  déplacement  de  l'orbite 
lunaire,  et  surtout  obtenir  les  termes  ayant  même  période  que  la 
révolution  des  nœuds.  On  considérera  la  zone  sphérique  engendrée 
parla  révolution  de  l'orbite  lunaire  autour  de  l'axe  de  l'écliplique; 
cette  zone  étant  parcourue  deux  fois  dans  une  révolution  com- 
plète, on  distinguera  les  deux  côtés  de  sa  surface  l'un  de  l'autre, 
et,  sur  chacun  des  éléments  de  surface,  on  étendra  un  élément  de 
masse  qui  sera  le  produit  de  l'élément  de  masse  de  l'anneau  lunaire 
(supposé  circulaire)  par  le  rapport  7=r  et  par  la  ligne  Irigonomé- 

tri(pie  qui  figure  dans  le  terme  à  évaluer.  Les  équations  de  Lagrange 
définissent  les  angles  0,  cp,  'l  d'Euler,  et  rinlégration  par  approxi- 
mation, en  supposant  les  dérivées  0'  et  -V  très  petites  vis-à-vis  de 
la  rotation  /-qui  demeure  constante,  fournit  les  termes  principaux 
de  la  nutation.  De  ces  formules,  on  conclut  inversement,  comme 
on  sait,  l'clliplicité  de  la  Terre  et  la  masse  de  la  Lune. 
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La  ihéorie  complèle  de  la  précession  cl  de  la  nutation  ne  paraît 
pas  pouvoir  se  faire  à  l'aide  des  considérations  précédentes,  et  il 
semble  bien,  comme  l'indique  d'ailleurs  le  Livre,  que  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  exposée  par  Tisserand  dans  le 
deuxième  volume  de  sa  Mécanique  céleste  garde  une  supériorité 
considérable  au  point  de  vue  de  la  rigueur,  sinon  de  l'élégance. 

Au  contraire,  pour  ce  qui  a  trait  aux  déplacements  du  pôle  dus 
aux  changements  de  forme  de  la  Terre,  la  discussion  est  basée 
sur  des  résultats  d'observation  récents  coordonnés  par  les  études 
de  M.  Chandler  sur  la  variation  des  latitudes,  et  sur  des  recherches 
théoriques  qui,  jusqu'à  présent,  n'avaient  pas  été  présentées  sous 
une  forme  didactique. 

Avant  d'arriver  aux  résultats  d'observation  il  faut  revenir  sur 
le  problème  de  la  rotation  de  la  Terre  (en  négligeant  les  influences 
extérieures)  pour  étudier  d'une  façon  complète  la  nutation  libre, 
qu'on  appelle  dans  ce  cas  le  cycle  eulérien,  qui  provient  de  ce  que 
l'axe  de  figure  ne  coïncide  pas  exactement  avec  l'axe  de  rotation. 
On  obtient  aisément  cette  conclusion  que  les  deux  cônes  décrits 
par  l'axe  de  rotation  dans  l'espace  et  à  l'intérieur  de  la  Terre  sont 
de  révolution;  l'oscillation  dans  l'espace  a  une  période  un  peu 
plus  petite  que  le  jour  sidéral;  à  la  surface  du  globe,  la  période  est 
de  3o4  jours  sidéraux,  mais  l'ouverture  du  premier  cône  est  envi- 
ron 3o5  fois  plus  petite  que  celle  du  second.  Par  conséquent,  la 
variation  diurne  des  latitudes,  qui  sont  toujours  rapportées  à  l'axe 
de  rotation,  est  moindre  que  le  800"  de  l'amplitude  qui  correspond 
au  cycle  eulérien.  Cette  simple  discussion  était  d'autant  plus  néces- 
saire qu'un  astronome  qui  est  en  même  temps  un  géomètre  dis- 
tingué a  pu  faire  une  confusion  à  cet  égard. 

Les  observations  n'ont  jamais  montré  l'existence  d'une  période 
eulérienne  de  3o4  jours  dans  la  variation  des  latitudes  ;  il  faut  dire 
que  l'erreur  due  à  la  réfraction  astronomique,  qui  ne  s'éliminera 
pas  de  sitôt,  a  été  longtemps  un  obstacle  à  la  discussion  des  résul- 
tats; certains  astronomes  sont  même  encore  sceptiques  à  cet  égard. 
Il  semble  pourtant  hors  de  doute,  après  les  travaux  de  M.  Chandler, 
qu'un  balancement  de  l'axe  de  rotation  terrestre  se  produise  dans 
une  période  de  i4  mois.  Un  comité  international  a  provoqué  depuis 
1891  des  recherches  en  divers  observatoires;  elles  montrent  que 
les  courbes  obtenues  en  des  points  dillérenls  du  globe  ont  même 

Bull,  des  Sciences  mathéin.,  ■>.'  série,  t.  XWHI.  (Juin  ni<)'|.)  i> 
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période  d'oscillation,  et  que  les  phases,  en  des  méridiens  ù  180" 
l'un  de  l'autre,  sont  opposées.  M.  Albrecht,  qui  centralise  les  obser- 
vations, a  tracé  une  courbe  figurant  la  marche  du  pôle  à  la  surface 
de  la  Terre  depuis  1891  ;  cette  courbe  tourne  autour  de  l'axe  de  fl- 
eure (le  rayon  moyen  étant  environ  de  4-)  et  affecte  une  forme  1res 
irréoullère;  il  n'existe  donc  pas  que  la  période  de  i4  mois.  Pour 
discuter  la  question,  M.  Sommerfeld  emploie  un  procédé  gra- 
phique qui  nous  semble  digne  d'être  signalé  :  soit  (v  l'affixea:+  /y 
d'un  point  de  la  courbe;  s'il  existe  plusieurs  périodes  t,,  To,  .  .  ., 
o"  a  ,  , 


w  =  ae      ^'  +  rt  e 


"i,^be'    '■^■^+//e 


Afin  d'éliminer  la  période  principale  t,  ,  qui  se  calcule  en 
comptant  le  nombre  de  tours  accomplis  par  la  courbe  dans  le  plus 
long  temps  possible,  on  forme  la  différence  u',^^,— «v,  qui 
s'écrit 


2/71—  ,      —'iiT^Z- 


Cette  différence  se  détermine  graphiquement  par  le  vecteur  qui 
joint  les  points  de    la  courbe  qui  se  rapportent  aux  époques   t 
et  f  4-  -,  ;  on  obtient,  en  transportant  ces  vecteurs  à  l'origme,  une 
nouvelle  courbe  sur  laquelle  on  peut  opérer  de  même  que  sur  la 
première.  Bien  que,  comme  l'on  s'en  rend  compte  immédiatement, 
la  construction  de  cette  seconde  courbe  soit  sujette  à  des  erreurs 
qui  peuvent  être  doubles  de  celles  de  la  première  si  les  positions 
aux  temps  ^  et  «  +  t,   sont  affectées  d'erreurs  de  sens  contraire, 
cette  construcllon  montre  que,  en  dehors  de  la  période  de  1 4  mois 
de  M.  Chandler,  il  existe  une  période  annuelle,  dont  l'ampbtude 
est  à  peu  près  la  moitié  de  la  première. 

Il  s'agit  d'expliquer  tbéoriquement  ces  deux  périodes;  pour  la 
seconde,  on  pensera  tout  de  suite  aax  mouvements  annuels  pro- 
duits par  le  Soleil  à  la  surface  de  la  Terre,  tels  que  les  courants 
maritimes,  ou  atmosphériques;  mais,  pour  la  première,  comme  il 
n'existe  aucune  influence  extérieure  ayant  la  période  de  i4  mois, 
ni  aucun  déplacement  observable  pour  nous  ayant  celte  période,  on 
doit  faire  une  hypothèse  sur  la  constitution  interne  de  la  Terre 

Il  est  difficile  d'admettre  cpie  l'intérieur  de  la  Terre  est  lluide, 
ou.  plus  cxaclemcnt,  «p.'à  rinlérieur  de  la  Terre  se  produisent  des 


COMPTES    RENDUS   ET    ANALYSES.  179 

inouvemenls  réguliers;  l'écorce,  ainsi  que  l'a  indiqué  Lord  Kelvin, 
doit  élre  assez  épaisse  pour  résister  aux  marées  internes  (sans 
quoi  il  n'y  en  aurait  pas  à  la  surface),  et  le  frottement  dans  la 
masse  de  densité  très  grande  voisine  du  centre  doit  entraîner  toutes 
les  couches  dans  le  mouvement  commun  de  rotation.  La  cause  de 
la  période  de  i4  mois  doit  donc  être  cherchée  dans  l'élasticité  de 

la  Terre,  laquelle  modifie  l'elliplicité       .       et,  par  suite,  la  durée 

du  cvcle  euléricn. 

Pour  traiter  le  problème,  on  ne  doit  pas  se  conlcnlcr  de  ce  qui 
a  été  dit  plus  haut  sur  l'élasticité  d'une  toupie,  car  Taltraction  des 
diverses  parties  du  globe  doit  ici  être  prise  en  considération.  Dans 
sa  jSatiiral  Philosophy^  Lord  Kelvin  s'était  déjà  occupé  de  cette 
question;  les  auteurs  tiennent  compte,  en  outre,  d'un  travail  |)lus 
récent  de  M.  Hough;  ils  divisent  le  problème  en  plusieurs  autres, 
dans  lesquels  ils  délerminent  successivement,  sans  viser  à  une 
complète  rigueur,  l'ellipticité  qu'aurait  la  Terre  si  sa  masse  avait 
été  primitivement  sphéri([ue  et  lluide,  celle  qu'elle  aurait  acquise 
sous  l'influence  de  l'élasticité  quand  le  coefficient  est  celui  de 
l'acier,  puis  l'elliplicité  que  prendrait  la  Terre  si  l'élasticité  cessait 
d'agir  actuellement;  la  conclusion  est  que  l'existence  delà  période 
de  i4  mois  peut  s'expliquer  par  un  très  faible  coefficient  d'élasli- 
cilé  de  la  masse  terrestre. 

L'étude  de  l'influence  des  mouvements  qui  s'opèrent  à  la  sur- 
face de  la  Terre,  dont  le  plus  important  constitue  le  phénomène 
des  marées,  est  de  même  décomposée  en  plusieurs  problèmes  ;  on 
cherche  d'abord  la  variation  des  moments  d'inertie  due  à  un  trans- 
port de  masse;  on  évalue,  suivant  les  beaux  travaux  de  M.  Vito 
VoUerra,  le  déplacement  de  l'axe  de  rotation  produit  par  un  mou- 
vement tel  que  celui  d'un  courant  marin  s'opérant  sans  que  la 
distribution  des  masses  varie;  on  suppose  en  dernier  lieu  qu'une 
masse  se  déplace  périodiquement^  on  trouve,  comme  cela  était  à 
prévoir,  que  le  pôle  se  meut  suivant  la  même  période.  L'influence 
des  marées  est  étudiée  à  part;  elle  est  tout  à  fait  négligeable. 

On  lira  avec  un  grand  intérêt  le  dernier  Chapitre  consacré  aux 
preuves  de  la  rotation  de  la  Terre  que  fournissent  le  gyroscope  de 
Koucaull  et  le  barogyroscope  de  Gilbert;  il  nous  paraît  bien  ditli- 
cilc  de  résumer   les  élégantes  considéralions   géométricpics  qii  il 
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conlient,  de  même  que  nous  ne  pouvons  que  signaler  les  précieux 
renseignemenls  hisloriques  et  bibliographiques  répandus  dans 
tout  l'Ouvrage.  L.  Picaut. 


LEBESGUE  (Henri).  —  Leçons  sur  l'intégration  et  l\  recherche  des 
FONCTIONS  PRIMITIVES.  (Colleclioa  de  monographies  sur  la  Théorie  des 
fonctions,  publiées  sous  la  direction  de  M.  Emile  Borel ).  Paris,  Gaulhier- 
Villars,  1904. 

M.  Lebesgue  a  été  chargé  pendant  l'année  scolaire  1 902-1903  du 
cours  fondé  au  collège  de  France  par  la  famille  Peccot,  cours  pro- 
fessé pendant  plusieurs  années  avec  tant  d'éclat  par  M.  Borel.  Les 
leçons  de  celui-ci  ont  été  publiées  et  sont  entre  les  mains  de  tous 
les  géomètres;  M.  Lebesgue  rassemble  aujourd'hui  les  siennes, 
et  elles  font  partie  d'une  collection  de  JMonographies  sur  la 
théorie  des  fonctions  publiées  sous  la  direction  de  M.  Borel. 

M.  Lebesgue  s'est  proposé  de  reprendre  dans  son  enseignement 
quelques-unes  des  recherches  qui  avaient  fait  l'objet  de  sa  Thèse, 
en  les  faisant  précéder  d'une  histoire  des  notions  d'intégrales  et 
de  fonctions  primitives.  En  lisant  la  Préface  de  M.  Lebesgue,  on 
voit  qu'il  a  eu  des  scrupules.  Il  n'est  pas  sans  avoir  entendu  dire 
qu'il  est  des  mathématiciens  qui  n'ont  pas  grande  sympathie  pour 
ces  études  subtiles  sur  les  fonctions,  et  préféreraient  voir  les  jeunes 
géomètres  se  lancer  dans  d'autres  voies;  aussi  s'eflorce-t-il  de 
nous  persuader  que  ce  n'est  pas  l'amour  de  la  complication  qui 
l'a  conduit  à  introduire  une  définition  de  1  intégrale  j)lus  générale 
(juc  celle  de  Riemann.  Je  veux  bien  l'en  croire,  mais  je  présume 
(pie  la  nécessité  n'a  pas  été  bien  dure  pour  lui.  j\L  Lebesgue  n'a 
j)as  besoin  de  s'excuser;  il  y  a  profit  pour  la  philosophie  des  Mathé- 
matiques que  de  telles  (jueslions  soient  agitées  de  temps  en  temps 
par  des  esprits  aussi  déliés  (pie  le  sien,  et  il  est  très  naturel 
(prellcs  le  soient  dans  un  cours  comme  celui  de  la  fondation 
Peccot,  (pii  n'a  d'autre  objet  que  de  permettre  à  un  jeune  savant 
d'exposer  le  fruit  de  ses  réilexions  sur  les  Mathématiques.  La 
Miauvaisf   liunieiir  de  ceux   (jui  regretteraient  de   voir  des   audi- 
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leurs  enfermés  pendant  vingt  leçons  dans  un  sujet,  profond  sans 
doute,  mais  étroit  malgré  l'apparence,  n'a  pas  Heu  de  s'exercer, 
comme  elle  pourrait  le  faire,  s'il  s'agissait  d'un  enseignement 
d'une  autre  nature.  Au  surplus,  M.  Lebesgue  a  montré  ailleurs 
qu'il  n'était  pas  disposé  à  s'enfermer  dans  un  seul  coin  de  la 
Science. 

La  définition  de  l'intégrale  d'après  Cauchy  et  Dirichlet,  puis 
celle  de  Riemann  occupent  les  deux  premiers  Chapitres.  Nous 
voyons  déjà  s'introduire  la  notion  d'un  ensemble  de  mesure  nulle, 
qui  reviendra  dans  la  suite,  et  la  condition  pour  qu'une  fonction 
bornée  soit  intégrable  au  sens  de  Riemann  s'énonce  en  disant  que 
l'ensemble  de  ses  points  de  discontinuité  est  de  mesure  nulle. 
Quand  une  fonclion  bornée  n'est  pas  intégrable,  on  peut  cepen- 
dant pour  chaque  intervalle  attacher  à  cette  fonction  deux  nombres 
parfaitement  définis;  ce  sont  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut 
considérées  pour  la  première  fois  par  M.  Darboux. 

La  mesure  des  ensembles  est  ensuite  étudiée  en  se  plaçant  au 
point  de  vue  de  M.Jordan.  A  tout  ensemble  borné  de  points  dans 
un  espace,  on  fait  correspondre  une  étendue  extérieure  et  une 
étendue  intérieure,  et  cette  notion  revient  à  l'intégrale  par  excès  et 
à  l'intégrale  par  défaut  pour  une  fonclion  convenablement  choisie. 
L'ensemble  est  mesurable  quand  ces  deux  étendues  sont  égales. 
Ainsi,  dans  le  cas  du  plan,  quand  les  deux  étendues  extérieure  et 
intérieure  sont  égales,  le  domaine  est  dit  quarrable.  L'aire  n'existe 
que  pour  un  domaine  dont  la  frontière  est  de  mesure  superficielle 
nulle;  on  sait  que  la  frontière  d'un  domaine  peut  ne  pas  jouir  de 
celle  propriété,  puisque,  comme  l'a  montré  le  premier  M.  Poano, 
il  existe  des  courbes  passant  par  tous  les  points  d'un  carré.  Après 
cette  étude  de  la  mesure  des  ensembles,  il  est  facile  de  présenter 
sous  une  forme  géométrique  la  définition  de  l'intégrale,  et  notam- 
ment des  intégrales  par  excès  et  par  défaut. 

Après  une  étude  sur  la  classe  importante  des  fonctions  que 
M.Jordan  appelle  à  variation  bornée,  M.  Lebesgue  s'occupe  de  la 
recherche  des  fonctions  primitives.  Les  notions  d'intégrale  indé- 
finie et  de  fonction  primitive  sont  difTcrentes,  comme  l'a  montré 
pour  la  première  fois  Riemann,  en  construisant  une  fonclion 
bornée  et  intégrable  dont  l'intégrale  indéfinie  n'a  pas  de  dérivée 
pour  les  points  formant  un  ensemble  partout  dense.  L'opération 
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de  l'inlégralion  pouvant  conduire  à  des  fondions  n'ayant  j)as 
partout  de  dérivées,  on  est  conduit  à  envisager  les  nombres  dé- 
rivés; c'est  ce  que  fait  M.  Lebesgue.  On  obtient  ainsi  en  chaque 
point  les  quatre  nombres  dérivés  à  gauche  et  à  droite  introduits 
par  du  Bois-Rajmond  et  M.  Dini.  Une  fonction  est  déterminée,  à 
une  constante  additive  près,  quand  on  connaît  la  valeur  (supposée 
finie)  de  l'un  des  nombres  dérivés  pour  chaque  valeur  de  la  variable; 
la  question  devient  plus  complexe,  si  la  valeur  n'est  pas  finie,  et 
l'on  doit  à  M.  Scheefer  d'intéressantes  remarques  sur  ce  sujet 
qu'approfondit  M.  Lebesgue,  Restant  dans  les  cas  les  plus  simples, 
nous  signalerons  cet  énoncé  qui  repose  et  rassure  le  lecteur  :  si 
une  dérivée  est  intégrable,  il  j  a  identité  entre  ses  fonctions  pri- 
mitives et  ses  intégrales  définies. 

Le  calcul  effectif  des  fonctions  primitives  ne  se  fait  presque 
jamais  au  moyen  de  l'intégrale  définie.  On  utilise,  quand  il  est 
possible,  certaines  règles  élémentaires;  parfois  aussi  l'on  se  sert 
de  développements  en  séries,  en  utilisant  quelques  propositions 
simples  relatives  aux  séries  uniformément  convergentes.  A  ce 
sujet,  M.  Lebesgue  démontre  d'une  manière  originale  que  toute 
fonction  continue  est  une  fonction  dérivée,  sans  avoir  recours  à 
l'intégration.  Notons  encore  quelques  remarques  sur  l'intégrale 
définie  déduite  des  fonctions  primitives,  et  un  intéressant  exeznplc 
dû  à  M.  Volterra  d'une  fonction  dérivée  non  intégrable  au  sens  de 
Riemann. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  fonctions  sommables;  c'est 
le  plus  peisonnel  de  l'Ouvrage.  L'auleur,  après  être  revenu  sur  la 
mesure  des  ensembles,  arrive  à  la  notion  des  fonctions  qu'il  nomme 
mesurables.  Une  fonction /(.r),  bornée  ou  non,  est  mesurable  si, 
quels  que  soient  a  et  ,3,  l'ensemble  des  valeurs  de  x,  pour  lesquelles 
/(a:)  est  compris  entre  a  et  [i,  est  niesurable  ;  la  notion  est  d'une  ex- 
trême généralité  et  l'on  ignore  s'il  existe  des  fonctions  non  mesu- 
rables. Iva  mesurabilité  ne  diffère  pas  de  la  sommabilité,  quand  il 
s'agit  de  fonction  bornée;  la  définition  de  l'intégrale  t|ui  en  résulte 
est  plus  générale  que  celle  de  Riemann  et  comprend  celle-ci 
comme  cas  particulier.  Je  ne  suis  pas  éloigné  de  penser  que 
M.  Lebesgue  a  raison,  quand  il  dit  dans  sa  Préface  que  sa  défi- 
nition est  plus  simple  que  celle  de  Riemann  et  aussi  facile  à 
saisir.  M.  Lebesgue  remanjuc  encore  avec  justesse,  je  crois,  que 
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la  nolion  de  fonction  sommable  suggère  des  procédés  plus  rapides 
de  démonstration.  Il  n'est  pas  rare,  ajoutons-le,  que  dans  maintes 
tliéories  on  ait  des  démonstrations  plus  rapides  et  plus  compréhen- 
sives,  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  général;  la  vue  du  cas 
trop  spécial  peut  cacher  les  raisons  simples  des  choses.  Il  ne  faut 
pas  d'ailleurs  cpie  ceci  devienne  une  excuse  pour  les  amateurs  de 
théorèmes  dont  la  généralité  nuit  à  l'intérêt,  mais  je  n'ai  pas 
besoin  de  dire  que  ce  n'est  pas  le  cas  de  M.  Lebesgue  qui  termine 
par  quelques  applications  sur  la  recherche  des  fonctions  primitives 
et  la  rectification  des  courbes.  On  se  rappelle  aussi  que,  dans 
sa  Thèse,  M.  Lebesgue  a  montré  qu'il  a  le  souci  des  problèmes 
particuliers,  en  traitant  diverses  questions  très  curieuses  relatives 
aux  surfaces  et  aux  courbes  gauches. 

Le  Livre  de  M.  Lebesgue  répond  bien  au  but  qu'il  s'était  pro- 
posé; il  sera  lu  avec  profit  par  ceux  qu'intéresse  l'élude  appro- 
fondie des  principes  de  l'Analyse.  11  est  rédigé  avec  soin,  et  l'on 
y  suit  bien  le  développement  historique  des  notions  fondamen- 
tales. Souhaitons  que,  quelque  jour,  les  notions  nouvelles  que 
l'on  s'elForce  d'introduire  dans  Fx^nalyse  mathématique  montrent 
leur  fécondité  en  avançant  la  solution  de  tant  de  problèmes  depuis 
longtemps  posés,  ou  que  pose  chaque  jour  le  développement  ré- 
gulier des  théories  aujourd'hui  classiques  tant  en  Analyse  pure 
qu'en  Physique  mathématique.  Le  mot  inutile  n'a  guère  de  sens, 
quand  il  s'agit  des  abstractions  mathématiques;  nous  aimons  à 
nous  dire,  avec  Lagrange,  que  «  tout  est  bon  en  Mathéma- 
tiques )).  On  peut  craindre  seulement  que  certaines  spéculations 
soient  parfois  prématurées,  et  penser  qu'il  ne  faut  pas  d'excès 
même  dans  des  choses  aussi  excellentes  que  la  philosophie  des 
mathématiques. 

Emile  Picard. 
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FORSYTH  (A.-R.).  —  A  Treatise  on   differextial   équations.  Third 
édition,  i  vol.  in-8",  xvi-5ii  pages.  Londres,  Macmillan,   i(jo3. 

Il  ne  faut  pas  confondre  ce  Trailé  avec  la  Tlieory  of  diffe- 
rential  équations  du  même  auteur  ;  c'est  un  livre  plus  modeste 
et  qui  s'adresse  à  un  public  plus  nombreux  ;  mais  le  succès 
même  qu'il  a  eu  montre  son  utilité  ;  le  voici  à  sa  troisième 
édition:  la  première  ne  remonte  qu'à  i885.  En  outre,  il  a  été 
traduit  en  allemand  par  M.  H.  Maser.  Ce  succès  tient  assurément 
aux  qualités  du  livre,  à  sa  clarté  et  à  son  caractère  pratique  :  sans 
doute,  quand  on  l'a  feuilleté,  on  se  dit  que  le  lecteur,  après 
l'avoir  étudié,  aura  encore  bien  des  choses  à  apprendre  ;  mais  il 
aura  des  vues  nettes  sur  ce  que  sont  les  équations  difrérenlielles 
et  sur  la  façon  dont  on  les  traite  ;  s'il  s'astreint  à  résoudre  les 
nombreuses  questions  que  M.  Forsyth  a  recueillies  dans  les 
Mémoires  originaux,  dans  les  livres  antérieurs  au  sien,  dans  les 
feuilles  d'examen,  ou  qu'il  a  construites  lui-même,  et  qu'il  a 
accumulées  dans  son  Traité,  le  lecteur  est  sûr  de  ne  pas  oublier 
les  règles  et  d'acquérir  une  véritable  habileté  dans  la  matière, 
qui  lui  sera  sing-iilièrement  précieuse  s'il  veut  pousser  ses  études 
plus  loin.  Il  montrerait  d'ailleurs  quelque  ingratitude  envers 
l'auteur  s'il  n'abordait  point,  après  cela,  sa  belle  Théorie  des 
équations  différentielles. 

Bien  que  M.  Fors^  th,  à  l'occasion,  ne  craigne  pas  d'introduire 
dans  son  Traité  les  variables  complexes,  il  ne  faut  chercher 
dans  son  Livre  ni  une  théorie  des  (onctions  analytiques,  ni  les 
longs  développements  nécessaires  à  l'établissement  rigoureux  des 
lliéorèmes  d'existence;  c'est  essentiellement  les  procédés  d'inté- 
gration qu'il  entend  développer,  et  c'est,  d'ordinaire,  les  variables 
réelles  qu'il  a  en  vue  ;  aussi  insiste-t-il  avec  raison  sur  les  inter- 
prétations géométriques,  qui  éclairent  singulièrement  la  roule  |)our 
les  commençants  et  qui  fournissent  tant  d'applications  intéres- 
sa//, des  Sciences  mathem.,  2°  série,  t.  XXVIII.  (Juillet  190',.)  i3 
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sanles.  On  s'en  rend  compte  dès  les  premières  pages  de  son 
Livre,  lorsqu'il  s'occupe  des  solutions  singulières  des  équations 
du  premier  ordre. 

A.près  une  courte  introduction  relative  à  la  formation  des  équa- 
tions différentielles,  et  aux  propriétés  fondamentales  des  détermi- 
nants fonctionnels,  l'auteur  développe  la  suite  des  cas  classiques 
où  l'on  sait  ramener  aux  quadratures  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre. 

Signalons,  à  la  fin  de  ce  Chapitre,  une  courte  Note  consacrée  à 
l'ingénieuse  méthode  que  l'on  doit  à  M.  Range  pour  la  résolution 
numérique  des  équations  différentielles.  Viennent  ensuite  deux 
Chapitres  consacrés  aux  équations  différentielles  d'ordre  supé- 
rieur, en  particulier  aux  équations  linéaires  à  coefficients  constants. 
La  méthode  d'intégration  par  séries  donne  l'occasion  d'insister 
sur  les  équations  de  Legendre,  de  Bessel  et  de  Riccati.  L'équation 
différentielle  de  la  série  hypergéométrique,  les  diverses  formes 
de  ses  solutions,  les  relations  qui  existent  entre  elles  occupent  un 
peu  plus  d'un  Chapitre,  car  il  faut  bien  y  revenir  à  propos  de  la 
méthode  d'intégration  par  intégrales  définies. 

La  théorie  des  équations  aux  différentielles  totales  est  traitée 
avec  détail  ;  elle  donne  à  l'auteur  l'occasion  de  poser  le  problème 
de  Pfaff.  M.  Forsyth  s'occupe  ensuite  des  équations  simultanées  ; 
il  introduit  les  multiplicateurs  de  Jacobi  et  donne  l'application 
classique  au  cas  des  forces  centrales. 

Les  deux  derniers  Chapitres  se  rapportent  aux  équations  aux 
dérivées  partielles.  Après  avoir,  pour  les  équations  du  premier 
ordre,  classé  les  intégrales  et  les  avoir  interprétées  géométrique- 
ment, dans  le  cas  de  deux  variables,  l'auteur  examine  une  suite 
de  types  simples,  expose,  dans  le  même  cas,  la  méthode  de 
Lagrange  et  Charpit,  indique,  pour  le  cas  général,  la  méthode  de 
Jacobi  et,  d'après  Bour,  la  théorie  des  équations  simultanées  aux 
dérivées   partielles. 

Pour  les  équations  du  second  ordre,  on  trouvera,  outre  le 
développement  des  méthodes  de  Monge  et  d'Ampère,  un  très 
grand  nombre  d'exemples  et  d'indications  se  rapportant  à  des 
types  particuliers.  •'•   ^- 
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COURSAT  (E.).  professeur  ;i  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Cours 
d'Analyse  mathématiqui:,  Tome  II,  i*"^  fascicule,  3o4  pages.  Paris,  Gauthier- 
Yillars,  1904. 

Celte  première  Partie  du  second  Volume  est  consacrée  à  l'étude 
des  fonctions  analjliques  ;  elle  s'arrête  au  point  où  commencera 
la  théorie  des  équations  différentielles.  L'ordre  historique  a  été 
suivi  autant  que  possible;  le  point  de  vue  de  Cauchv  est  celui 
auquel  1  auteur  se  place  le  plus  souvent  et,  sans  doute,  le  plus  vo- 
lontiers. Outre  les  résultats  et  les  démonstrations  qui  appartiennent 
entièrement  à  ^I.  Goursat,  on  trouvera  presque  à  chaque  page, 
dans  l'exposé  de  théories  déjà  bien  approfondies,  des  modifications 
ayant  pour  effet  de  rendre  plus  concrets  et  de  serrer  d'aussi  près 
que  possible  les  raisonnements;  ce  Cours  paraît  de  plus  en  plus 
avoir  pour  caractères  la  rigueur  et  la  précision  concise. 

Chapitke  XIII  :  Fonctions  élémentaires  cV une  variable 
complexe  (p.  i--\).  —  Ce  Chapitre,  placé  en  tète  du  Volume, 
débute  par  les  généralités  sur  les  fonctions  d'une  variable  com- 
j)lexe  (continuité,  dérivées,  fonctions  uniformes  ou  multiformes, 
fonctions  analytiques),  et  les  propriétés  des  séries  entières  (cercle 
de  convergence,  convergence  uniforme,  séries  de  séries). 

On  en  fait  de  suite  l'application  à  Tétude  des  transcendanles 
élémentaires  :  exponentielle,  logarithmes,  ^"^  fonctions  circu- 
laires. Pour  introduire  l'exponentielle  l'on  cherche  une  série  entière 
telle  que  la  fonction  f{z)  définie  par  cette  série  jouisse  de  la  pro- 
pri('lé 

La  solution  générale  de  ce  problème  permet  d'obtenir  sim- 
plement l'extension  donnée  par  Abel  à  la  formule  du  binôme  pour 
le  cas  d'un  exposant  quelconcpie. 

Le  problème  de  la  représentation  conforme  est  posé  en  général; 
il  est  traité  en  délail  sur  des  exemples  bien  choisis. 

Le  Chapitre  se  termine  par  les  propriétés  des  produits  infinis, 
établies  sans  l'intermédiaire  des  logaiilhnies. 
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Chapitre  XIV  :  Théorie  générale  des  fonctions  analytiques 
d'après  Cauchy  (p.  75-i54)-  —  On  va  suivre  dans  ce  Chapitre 
les  conséquences  logiques  de  la  d(^finilion  des  fondions  analy- 
liques  en  distinguant  soigneusement,  dans  chaque  question,  les 
])ropriétés  des  fonctions  qui  sont  admises  et  celles  qui  sont  les 
conséquences  des  hj'pothèses. 

La  définition  des  intégrales  prises  le  long  d'un  chemin  du  plan 
de  la  variable  complexe  suppose  seulement  la  continuité  de  la 
fonction. 

Pour  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  :  Si  une  fonction 
est   holomorphe   à   l'intérieur  dhine  courbe  fermée  et  sur  la 

courbe   elle-même,   V intégrale     if[z)clz  prise  le  long  de  la 

courbe  est  égale  à  zéro,  la  démonstration  maintenant  classique 
de  M.  Goursat  suppose  l'existence  de  la  dérivée  mais  non  la  conti- 
nuité de  cette  dérivée;  de  plus  le  fait  que,  dans  l'aire  considérée, 
le  rapport 

/(  Z^It)  -fi  Z  } 

h 

tend  uniformément  vers  f'{z-)  n'est  pas  admis,  il  est  démontré 
comme  conséquence  de  l'existence  de  la  dérivée  dans  l'aire  et  sur 
le  contour. 

La  formule  de  Cauchy  donnant  la  valeur  d'une  fonction  holo- 
morphe en  un  point  x  intérieur  à  une  aire  A,  quand  on  connaît 
les  valeurs  de  la  fonction  sur  le  contour,  est  une  conséquence 
presque  immédiate  du  théorème  fondamental.  A  l'aide  de  celle 
formule  on  f;ut  voir  que,  si  une  fonction  f{z)  est  holotnorpiic 
dans  une  aire  A,  la  suite  des  dérivées  de  f{:-)  est  illimilée  et 
toutes  ces  dérivées  sont  holomorphes  dans  l'aire  A;  il  convient 
de  remarquer  que  ceci  suppose  seulement  l'existence  de  la  pre- 
mière dérivée. 

Après  les  séries  de  Taylor  et  de  Laurent,  on  donne  la  série  de 
fractions  rationnelles  de  M.  Appell,  convergente  à  l'inlérieur  de 
triangles  limités  par  desarcs  de  cercle,  puis  la  série  de  M.  Painlevé 
donnant  le  développement,  en  série  de  polvnomes,  d'une  fonction 
holomorphe  à  l'inlérieur  d'un  contour  Y  et  continue  sur  ce 
contour. 

Les  séries  de  fonctions  holomorphes  sont  étudiées  à  l'aide  de  la 
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formule  de  Cauch}'^  appliquée  successivement  aux  termes  de  la 
série  ;  on  trouve  ainsi  très  simplement  les  dérivées  d'une  fonction 
définie  par  une  telle  série. 

Puis  viennent  les  généralités  sur  les  fonctions  méromorphes,  des 
détails  précis  sur  les  points  singuliers  essentiels,  le  théorème  des 
résidus  avec  des  applications  à  des  calculs  d'intégrales  et  à  la 
théorie  des  équations. 

Chapitre  XV  :  Fonctions  uniformes  (p.  1 55-236).  —  L'ex- 
pression d'une  fonction  entière  sous  la  forme  d'un  produit  de 
facteurs  primaires  est  obtenue  d'abord  directement  par  une  mé- 
thode qui  se  rapproche  de  celle  de  Weierstrass.  On  passe  ensuite 
à  l'étude  des  fonctions  uniformes  qui  admettent  une  infinité  de 
points  singuliers  ayant  pour  seul  point  limite  le  point  à  l'infini. 
On  démontre,  pour  ces  fonctions,  le  ihéorème  de  Miltag-Leffler 
et  l'on  en  déduit  une  seconde  méthode  pour  obtenir  la  décom- 
position  d'une   fonction    entière    en    facteurs    primaires. 

Longtemps  avant  les  travaux  de  Weierstrass,  Cauchy  avait  déduit 
de  la  théorie  des  résidus  une  méthode  pour  décomposer  une  fonc- 
tion méromorphe  eu  une  somme  d'une  infinité  de  termes  rationnels. 
Cette  méthode  est  exposée  ici  sous  une  forme  généralisée  et  elle 
est  appliquée  au  développement  de  la  fonction  cotx. 

Les  théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  uniformes  trouvent 
une  application  dans  une  étude  sur  les  fonctions  elliptiques  qui 
vient  à  la  suite  et  qui  forme  une  excellente  introduction  à  la  théorie 
de  ces  fonctions.  Après  avoir  défini  les  fonctions  pw,  Ç«,  o'm,  on 
donne  l'expression  générale  d'une  fonction  elliptique  :  1"  à  l'aide 
de  dn\  2"  à  l'aide  de  "Qu  et  de  ses  dérivées;  3°  à  l'aide  de  pu  et 
àe  p' u,  puis  les  formules  d'addition,  l'intégration  des  fonctions 
elliptiques  et  les  propriétés  j^rincipales  de  la  fonction  II(«)  de 
Jacobi.  Les  notations  sont  celles  de  Weierstrass,  sauf  une  modi- 
fication   peu    importante,    relalivc    aux    périodes     (on    écrit    ici 

IW  =   2/«(0  -f-  2/î(o'), 

L'inversion  est  traitée  avec  un  soin  tout  particulier,  Il(^)  dési- 
gnant un  polynôme  du  quatrième  degré,  l'intégrale 
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peut  acquérir  au  point  :;  une  infinité  de  déterminations  qui  sont 
comprises  dans  les  formules 


a  ^  ii{z)  +  ■?. m (0  -^  2 n o/,         zt  =  [  —  u  [^z  )  -{-  i m (m  -\-  •?. n  m  , 


it{z)  désignant    l'intégrale   prise  suivant  un    chemin   déterminé. 
M.  Goursat  démontre  que  la  fonction 


*(-)  =  P 


lu 0^ ,  w 


est  de  la  forme  — -7  (a,  b,  c,  d  désignant  ici  des  constantes),  et 

il  tire  heureusement  parti  de  ce  résultat.  Il  établit  avec  rigueur  la 
proposition  :  Etant  donnés  deux  noml)res  Oo  et  ^'■^  tels  que 

0-3  __  ,,-   o-î 

ne  soit  pas  nul,  il  existe  une  fonction  elliptique  pu  dont  g2  et  ^«"s 
sont  les  invariants. 

La  méthode  indiquée  ensuite  pour  obtenir  z  et  vl^(^)  en  fonc- 
tion de  u  est  simple  et  je  crois  nouvelle,  au  moins  dans  la  forme 
où  elle  est  donnée  ici.  On  j  est  conduit  en  remarquant  que,  si  l'on 
coupe  une  cubique  passant  par  l'origine  pixv  Y  =  tx,  les  coor- 
données des  points  d'intersection  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  t  et  d'un  radical  portant  sur  un  polynôme  du  qua- 
trième degré  qui,  égalé  à  zéro,  donne  les  tangentes  menées  de 
l'origine. 

La  représentation  paramétrique  d'une  courbe  du  premier  genre 
est  obtenue  à  l'aide  d'une  transformation  birationnelle  ramenant 
à  la  cubique jK"=  4^^  —  g'2-c  —  "'3. 

Chapitre  XVI  :  Prolongement  analytique  (p.  23--263).  ^— 
Après  une  iutroduction  permettant  de  concevoir  qu'il  soit  possible 
de  définir  une  fonction  analvtique  quand  on  regarde  comme 
données  les  valeurs  en  un  point  a  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées 
successives,  en  d'autres  termes,  quand  on  connaît  un  seul  élément 
de  la  fonction,  M.  Goursat  trouve  utile  de  compléter  la  notion  de 
fonction  analytique  d'après  Cauchy  en  énonçant  d'une  façon  ex- 
plicite la  convention  suivante  : 

Soient  J\  (c)  et  f-^i^)  deux  fonctions  holoniorphes  respect i- 
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renient  dans  deux  dires  A,,  A^  ayant  une  partie  commune  et 
une  seule,  A'.  Si  dans  la  partie  commune  h!  on  afi(z)  =f.,(z), 
nous  regarderons  f\{z)  et  f2{z)  comme  formant  une  seule 
fonction  F(:;)  définie  dans  la  région  A,  +  Ao  par  les  égalités  : 

F{z)=fi^)         dans        A,; 
F(^)=/2(-*)         dans         Ai. 

Un  exemple  montre  riitililé  qu'il  y  avait  à  préciser  cette  con- 
vention. 

Le  problème  général  du  prolongement  analytique  peut 
s'énoncer  ainsi  :  Trouva-  la  valeur  de  la  fonction  en  un  point  [ii 
quand  on  se  donne  Vêlement  qui  correspond  au  point  (x  et  quon 
fait  décrire  à  la  variable  un  chemin  déterminé  allant  de  a 
en  |j.  11  est  étroitement  lié  à  la  recherclie  des  points  singuliers  de  la 
fonction.  On  fait  voir  comment  l'étude  des  équations  différentielles 
algébriques  se  rattache  à  la  théorie  du  prolongement  analytique. 

Cette  théorie  est  complétée  par  des  exemples  d'espaces  lacu- 
naires et  de  coupures  essentielles  ou  non  essentielles,  et  l'on 
rapproche  des  résultats  précédents  les  fonctions  affectées  de  cou- 
pures, définies  à  l'aide  d'une  intégrale  dépendant  d'un  paramètre, 
qui  ont  été  envisagées  d'abord  par  Hermite  et  rattachées  ensuite 
par  M.  Goursatàla  théorie  de  Cauchy. 

Ch.vpitue  XVII  :  Fonctions  analytiques  de  plusieurs  va- 
riables (p.  264-3o4).  —  Les  généralités  par  lesquelles  commence 
ce  Chapitre  ont  principalement  pour  but  de  préparer  une  étude 
rigoureuse  des  fonctions  implicites.  Définition  d'une  fonction 
F(::,  z'')  holomorphe  dans  les  aires  A  et  A'  ])rises  respectivement 
dans  les  plans  des  variables  z  et  z\  puis  des  cercles  de  conver- 
gence associés. 

Pour  définir  les  intégrales  doubles 


If 


V i z,  z')dz,  dz' , 

on  considère  le  cas  simple  où  la  variable  z  décrit  un  chemin  C 
dans  son  plan  et  la  variable  ;;'  un  chemin  (7  dans  son  plan.  On 
trouve  l'extension  des  théorèmes  de  Cauchy,  et  en  particulier  la 
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formule 

Cl       «^  c  ' 


D'après  le  théorème  de  Weierstrass,  une  fonction  holomorphe 
F(x^y),  qui  s'annule  pour  a:=  o,  y  =  o,  peut  être  décomposée 
en  deux  facteurs  holomorphes  dont  l'un  est  un  polynôme  entier 
en  y,  d'un  degré  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  y  =z  o 
dans  l'équation  F(o,j')  =  o.  La  démonstration  donnée  ici  de  ce 
théorème  est  en  partie  nouvelle  ;  on  verra  avec  quel  soin  on  établit 
que  les  deux  facteurs  sont  holomorphes,  en  se  servant  de  la  for- 
nude  de  Gauchj  étendue  au  cas  de  deux  variables. 

Les  dix  pages  suivantes  contiennent  une  introduction  à  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  et  une  démonstration  du  théo- 
rème d'Abel  sur  les  intégrales  de  fonctions  algébriques,  avec  une 
application  aux  intégrales  hyperelliptiques.  11  serait  difficile  de 
donner,  en  si  peu  de  pages,  plus  d'idées  importantes  clairement  et 
largement  exposées. 

Enfin,  l'extension  de  la  formule  de  Lagrange  aux  équations 

a.  —  a  —  xf{x,y)^o,         y  —  b—  'i-^{x,y)  =  ^, 

extension  obtenue  par  les  méthodes  de  Cauchy,  forme  un  complé- 
ment à  la  théorie  des  fonctions  implicites. 

La  seconde  Partie  du  Volume  doit  contenir  les  équations  diffé- 
rentielles, les  équations  aux  dérivées  partielles  et  les  éléments  du 
calcul  des  variations.  Les  travaux  si  appréciés  de  M.  Goursat  sur 
ces  sujets  nous  garantissent  à  l'avance  l'intérêt  que  doit  présenter 
encore  cette  seconde  Partie  de  son  Ouvras-e, 

E.  Lacour. 
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MELANGES. 


LE  PROBLÈME  MODERNE  DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES; 

Par    m.   p.   PAINLEVÉ. 


Le  problème  de  ^intégration  dans  V ancienne  Analyse. 

La  théorie  des  équations  difFérentielles  est  née  avec  le  Calcul 
infinitésimal.  C'est  l'étude  scientifique  des  phénomènes  naturels 
qui  avait  guidé  Newton  et  Leibniz,  comme  leurs  prédécesseurs, 
jusqu'à  leurs  découvertes  définitives  :  une  Ibis  acquises  les  deux 
notions  fondamentales  d'intégrale  et  de  différentielle,  c'est  encore 
léLude  de  la  nature  qui  devait  en  diriger  les  premières  aj^plica- 
lions.  Grâce  à  ces  deux  notions,  la  méthode  expérimentale,  inter- 
prétée, analysée,  allait  donner  tous  ses  fruits.  C'est  fju'cii  effet, 
à  travers  le  phénomène  fini,  toujours  complexe,  grossièrement 
simplifié,  la  différentialion  atteint  le  pliénomène  élémentaire;  elle 
décompose  toute  modification  dans  le  temps  et  l'espace  en  une 
combinaison  de  modifications  infinitésimales,  j'entends  de  modifi- 
cations infiniment  brèves  n'intéressant  que  des  particules  infini- 
ment petites  de  matière.  C'est  en  différentiant  que  Galilée  déduit 
de  ses  expériences  sur  le  plan  incliné  les  lois  de  la  pesanteur,  (pie 
Newton  déduit  des  lois  de  Képle'r  le  principe  de  la  gravitation  uni- 
verselle. Le  but  de  l'intégration  est,  au  contraire,  connaissant  les 
lois  élémentaires  d'un  phénomène,  de  reconstituer  le  phénomène 
fini.  Comment  superposer,  comment  sommer  cette  infinité  de  mo- 
difications infiniment  petites  qui  composent  la  modification  totale? 
C'est  ce  problème,  réciproque  du  premier,  mais  (Tune  dilliculté 
autrement  profonde,  qui  constitue  l'objet  du  Calcul  intégral  :  il  se 
Irachiit,  en  général,  par  des  équations  différentielles  ordinaires  ou 
aux  déiivées  partielles  (suivant  que  le  phénomène  dépend  d'une 
seule  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes),  et  tout  l'effort  con- 
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siste  à  iiilégrer  ces  équations  difTércntielIes,  connaissant  les  condi- 
tions initiales  ou  aux  limites  du  phénomène.  L'étude  du  mouve- 
ment d'un  solide  pesant,  celle  du  mouvement  de  n  points  qui  s'at- 
tirent suivant  les  lois  de  Newton  (problème  des  n  corps),  voilà 
deux  problèmes  types  de  Calcul  intégral,  de  difficulté  bien  dilTé- 
rente.  Laissant  de  côté  le  vaste  champ  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  si  heureusement  renouvelé  ces  dernières  années,  je  ne 
parlerai  ici  que  des  équations  différentielles  à  une  variable. 

Le  Calcul  infinitésimal,  à  peine  inventé,  prit  un  développement 
prodigieux. 

Appliquant  à  tous  les  ordres  de  phénomènes  physiques  les  prin- 
cipes de  ce  Calcul,  les  successeurs  de  Newton  et  de  Leibniz 
accumulent  en  moins  d'un  siècle  les  plus  éclatantes  décou- 
vertes. Comme  ils  se  limitent,  dans  chaque  classe  de  faits,  aux 
exemples  simples,  rudimentaires,  qui  se  présentent  les  premiers, 
les  problèmes  qu'ils  ont  à  traiter  sont  naturels  et  peu  compliqués, 
réductibles  à  des  cas  connus  (quadratures,  équations  différen- 
tielles linéaires,  etc.).  Leur  imagination,  toujours  soutenue  et 
guidée  par  le  problème  réel,  démêle  avec  une  admirable  perspi- 
cacité le  jeu  d'opérations  élémentaires  auquel  se  ramène  Tinté- 
gi'ation  des  systèmes  différentiels  rencontrés.  En  élucidant  des 
types  particuliers,  ils  mettent  en  évidence  de  nombreuses  pro- 
priétés générales  que  l'avenir  vérifiera  rigoureusement  :  degré 
d'indétermination  des  intégrales,  rôle  des  constantes,  des  fonc- 
tions arbitraires,  des  conditions  aux  limites,  etc.  Les  sciences 
théoriques  et  expérimentales  se  développent  dans  une  étroite  con- 
nexilé  :  tout  progrès  en  Analyse  a  son  retentissement  immédiat  en 
Physique,  et  réciproquement.  C'est  l'époque  la  plus  glorieuse  et 
la  plus  féconde  dans  l'histoire  des  Mathématiques,  l'époque  où  il 
semble  vraiment  qu'elles  soient  la  clef  de  l'Univers.  On  ne  saurait 
mieux  comparer  cet  afflux  de  vérités  nouvelles  qu'au  mouvement 
d'une  vague  qui  occupe  en  un  instant  l'espace  grand  ouvert  devant 
elle  et  qui  s'arrête  au  pied  d'une  ceinture  de  granit.  La  vague 
s'arrêta  quand  tout  ce  qui  était  inlégrable,  dans  les  problèmes 
naturels,  fut  intégré. 

INIais  toutes  les  tentatives  faites  pour  intégrer  à  l'aide  d'opéra- 
tions simples  ((piadralures  et  autres)  une  équation  différentielle 
quelconque  avaient  échoué.  Il  était  donc  plus  (jue  vraisemblable 
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qu'une  telle  réduction  était  chimérique.  La  seule  ressource  qui 
restât  aux  chercheurs,  c'était  d'aborder  directement  l'étude  de 
l'intégrale  par  des  méthodes  d'approximations  successives  bien 
adaptées.  Tel  est  l'eflort  qui  s'imposait  aux  Mathématiques  vers 
l'époque  où  l'œuvre  de  Cauchj  commence.  C'est  cet  efTort  qu'elles 
ont  tenté,  et  qui  dirige,  explique  et  justifie  leur  développement 
dans  tout  le  cours  du  dernier  siècle. 

Le  problème  moderne  de   V intégration.   Introduction 
des  variables  complexes. 

La  lâche  qu'allaient  remplir  Cauchy,  ses  contemporains  et  ses 
successeurs,  était  (au  moins  en  apparence)  singulièrement  plus 
ingrate  que  celles  des  mathématiciens  du  xviii^  siècle,  et  ses  l'é- 
siillats  moins  brillants.  C'est  ce  qui  explique  pourquoi  certains 
esprits,  un  peu  superficiels,  estiment  qu'il  y  a  un  abîme  entre 
l'Analyse  moderne  et  l'Analyse  d'il  y  a  cent  ans.  Les  Mathéma- 
tiques, à  les  en  croire,  se  seraient  volontairement  détournées  de 
la  réalité  pour  devenir  une  sorte  de  science  de  curiosité,  vivant 
sur  elle-même,  un  jeu  d'esprit  dont  le  seul  intérêt  serait  la  diffi- 
culté et  dont  les  efforts  ne  sauraient  plus  contribuer  d'aucune 
manière  à  l'étude  rationnelle  de  l'Univers.  De  toutes  les  transfor- 
mations qu'aient  subies  les  Mathématiques,  l'introduction  systéma- 
tique des  imaginaires  est  celle  qui  a  le  plus  contribué  à  créer  ce 
malentendu. 

Cette  introduction  n'était-elle  qu'une  fantaisie?  Pouvait-on 
1  éviter  ou  s'imposait-elle  de  par  la  nature  des  choses?  i'our  com- 
prendre qu'elle  s'imposait,  il  suffit  de  consulter  l'histoire  même 
de  la  Science.  De  tous  les  modes  de  développement  d'une  fonc- 
tion réelle,  le  plus  simple,  celui  qui  s'est  présenté  tout  d'abord, 
c'est  le  développement  en  série  de  Taylor.  Or,  si  l'on  ne  considère 
que  les  valeurs  réelles  de  la  variable,  les  caprices  de  cette  série, 
de  sa  convergence  semblent  échapper  à  toute  loi  :  une  fonction 
réelle,  partout  continue  ainsi  que  ses  dérivées,  telle  gur:  -—     —  , 

n  est  représentée  par  sa  série  de  Taylor  (jue  sur  un  segment  limité 
de  l'axe  des  ;r,  alors  que  c*"  est  représenté  pour  x  (juelconque. 
Qu  on  introduise  les   valeurs  complexes  de  la  variable,  et  tout 
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s'éclaire.  Ce  sonl  les  points  singuliers  imaginaires  qui  influent  sur 
ic  développement  et  en  arrêtent  la  convergence,  même  pour  les 
valeurs  réelles  de  la  variable. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  discuter  les  circonstances  algé- 
briques qui  ont  engendré  à  la  fois  les  quantités  imaginaires  et 
les  conventions  de  calcul  qui  les  concernent.  Que  ces  conventions 
soient  légitimes  puisqu'elles  n'impliquent  aucune  contradiction, 
c'est  là  un  fait  qui  est  hors  de  conteste,  en  dépit  des  obscurités 
dont  on  s'est  plu  parfois  à  entourer  la  question.  Le  paradoxe,  ce 
n'est  pas  que  ces  conventions  soient  légitimes,  c'est  qu'elles  soient 
utiles  et  fécondes.  De  cette  utilité,  la  théorie  de  la  série  de  Taylor 
est,  à  elle  seule,  une  preuve  suffisante. 

Je  sais  bien  que  les  séries  de  poljnomes,  récemment  décou- 
vertes, qui  généralisent  et  peuvent  remplacer  la  série  de  Tajlor, 
jouissent  de  la  remarquable  propriété  de  converger  sur  l'axe  réel 
jusqu'au  premier  point  singulier  de  la  fonction.  Mais,  bien  loin 
d'aller  contre  l'intervention  des  imaginaires,  cette  découverte  la 
justifie,  puisqu'elle  résulte  elle-même  de  la  théorie  des  fonctions 
de  variables  complexes. 

Le  succès  couronna  d'ailleurs  immédiatement  l'emploi  des  ima- 
ginaires. Le  calcul  des  limites  établit  rigoureusement  toutes  les 
propriétés  fondamentales  des  équations  différentielles,  et  donna 
une  base  solide  à  la  théorie.  L'équation  différentielle  de  Legendre 

('J^)'=<.-r')(.-'.=7'. 

était  demeurée  stérile  tant  qu'on  s'était  restreint  aux  variables 
réelles;  rien  ne  la  distinguait  des  équations  analogues  où  le  second 
membre  est  un  polynôme  de  degré  quelconque.  Eu  embrassant 
le  champ  complexe,  Abel  et  Jacobi  découvrent  d'un  coup  la 
double  périodicité,  la  représentation  de  y{^r)  par  des  séries  en- 
tières très  convergentes,  fondent  la  théorie  des  fondions  ellip- 
tiques, qui  engendre  à  son  tour  toute  la  théorie  des  fonctions 
anal^-tiques  uniformes.  Plus  lard^  ce  sont  les  propriétés  si  fécondes 
des  équations  différentielles  linéaires,  et  tant  d'autres  brillantes 
découvertes.  L'introduction  des  imaginaires  était  donc  bien  dans 
la  nature  des  choses.  Ce  n'est  point  par  caprice  que  les  mathé- 
maticiens y  ont  eu  recours,  ni  pour  dissimuler,  sous  d'obscures 


MÉLANGKS.  197 

complications  scholastiques,  leur  impuissance  à  traiter  les  pro- 
blèmes réels.  Bien  au  contraire  :  s'ils  ont  étendu  leurs  spécula- 
lions  au  cliamp  complexe,  c'est  pour  éclairer,  pour  élucider  les 
difficultés  trop  profondes  du  champ  réel. 

Les  variables  imaginaires  une  fois  introduites,  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  pouvait  être  tentée  dans  deux  voies 
différentes  : 

i"  On  pouvait  cherclier  à  la  ramener  à  des  équations  simples 
(quadratures,  équations  linéaires,  etc.),  c'est-à-dire  poursuivre 
(conformément  aux  traditions  de  Tancienne  Analyse)  Vinlé- 
gration  formelle  de  l'équation; 

2"  Si  l'on  n'apercevait  aucune  réduction  de  ce  genre,  on  pou- 
vait cherclier  à  étudier  l'intégrale  générale  par  approximations, 
dans  tout  son  champ  réel  et  complexe,  à  mettre  en  évidence  ses 
propriétés,  ses  singularités,  etc. 

Je  voudrais  justifier  en  deux  mots  les  termes  à'ititégnilion  fur- 
melle  cpie  j'ai  employés  au  sujet  du  premier  problème.  Je  re- 
marque d'abord  qu'une  équation  |)rise  au  hasard  ne  comportera 
en  général  aucune  intégration  formelle.  De  plus,  même  si  une 
équation  est  intégrée  formellement,  l'élude  des  relations  entre  la 
fonction  et  la  variable  n'est  pas  achevée.  C'est  ainsi  que  l'équa- 
tion de  Jacobi,  citée  plus  haut,  équivaut  à  la  quadrature 


v/i— j  -}{^- i^-y-) 


mais  cette  cpiadrature  ne  met  nullement  en  évidence  les  propriétés 
de  la  fonction  j)/(-2^)'  Une  remarque  analogue  s'applique  aux  équa- 
tions linéaires,  ainsi  ([u'aux  équations  de  définition  ties  fonctions 
aulomorphes  (équations  qui,  comme  on  sait,  se  ramènent  formel- 
lement à  une  équation  de  Riccati).  En  définitive,  on  peut  dire 
qu'en  toute  logique,  l'intégration  d'une  équation  dillérenlielle  se 
décomposera  en  deux  ojiérations  successives  : 

1°   Réduction  de  l'équation  à  des  équations  irréductibles; 
2"  Elude  directe,  dans  tout  le  champ  réel  et  complexe,  de  l'inté- 
grale de  CCS  équations  irréductibles. 
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De  V irréductibililé  des  équations  différentielles. 
Théorie  des  groupes. 

Mais  ici,  une  question  se  pose  :  la  théorie  de  la  réductibilité 
des  équations  différentielles  a  fait  l'objet  de  travaux  variés  et  con- 
sidérables; toute  la  théorie  des  groupes  s'y  rattache.  Or,  que 
faut-il  entendre  exactement  par  ce  mot  réductibilité?  Quand  dira- 
t-on  qu'une  équation  difi'érentielle  est  irréductible?  Si  elle  est 
réductible,  comment  précisera-t-on  sa  réductibilité? 

C'est  seulement  dans  ces  dernières  années  qu'on  est  parvenu  à 
une  définition  de  la  réductibilité,  vraiment  générale  et  philoso- 
phique et  qui  embrasse  tous  les  cas  particuliers.  Cette  définition 
est  même  si  récente,  elle  soulève  des  difficultés  si  délicates  qu'on 
ne  peut  dire  encore  qu'elle  ait  reçu  droit  de  cité  en  Mathématiques, 
mais  elle  sera  classique  avant  quelques  années.  \  oici  cette  défi- 
nition. 

Considérons  une  équation  différentielle  algébrique  ('),  que  je 
choisis  d'abord  du  premier  ordre;  soit  l'équation 

l'intégrale  générale  j/'(jc)  de  cette  équation  dépend  d'une  constante 
arbitraire,  soit  m;  autrement  dit,  l'équation  (e)  définit  une  fonc- 
tion y  de  deux  variables  x^  z^,  ou  plutôt  une  infinité  de  telles 
fonctions  (qui  se  déduisent  d'une  quelconque  d'entre  elles  en 
remplaçant  u  par  une  fonction  arbitraire  de  u).  Si  l'on  veut 
encore,  il  est  loisible  de  considérer  u  comme  l'onction  de  x,y\ 
cette  fonction  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 

,^.  du        du   . 

ax         ûy 

qui  équivaut  à  l'équation  (e). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (t')sera  dite  réductible  si  l'on 
peut  adjoindre  à  l'équation  (E)  d'autres  équations  (algébriques) 

(')  Je  me  limite  ici  aux  équations  algobriciues,  mais  il  sei-ait  facile  détendre 
la  lliéoiic  à  des  équations  dilTérentielies  quelconques,  en  élargissant  (comme  en 
Algèbre)  le  domaine  de  rationalité. 
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en  X,  1',  u,  —)  -—>  -T-^j  •  •  •'  qui  soient  compatibles  avec  1  équa- 
tion (E)  sans  en  être  une  conséquence. 

Tous  les  types  classiques  d'équations  du  premier  ordre  (équa- 
tion linéaire,  équation  de  Riccati,  etc.)  rentrent  dans  cette  défini- 
tion. Par  exemple,  pour  l'équation  linéaire,  on  peut  adjoindre  à 
l'équation  (E)  la  condition 

De  même,  si  l'équation  admet  un  facteur  intégrant  algé- 
brique À(j;,  j'),  on  peut  adjoindre  à  l'équation  (E)  l'équation 

Ou 

D'une  manière  générale,  quel  que  soit  le  mode  d'intégration 
qu'on  imagine  (intégration  par  quadratures  de  différentielles  to- 
tales ou  par  combinaison  de  quadratures  superposées,  etc.),  on 
vérifie  qu'il  n'échappe  pas  à  la  définition  précédente. 

Il  n'est  pas  difficile  de  comprendre  pourquoi,  si  l'on  veut  bien 
pi'éciser  les  opérations  dont  dispose  Vintégration  fortneUe  :  elle 
doit  définir  la  fonction  j^(;r,  u)  par  des  procédés  tels  qu'on  puisse, 
à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  non  transcendantes  (déri- 
vations, éliminations,  etc.),  vérifier  si  cette  fonction  j'(.r,  u)  satis- 
fait bien  à  l'équation  donnée;  les  séries,  les  intégrales  définies  lui 
sont  interdites,  et  plus  généralement  tous  les  procédés  dont  on  ne 
|)eut  vérifier  la  justesse  qu'à  l'aide  d'opérations  transcendantes. 
En  dernière  analyse,  l'intégralion  formelle  pourra  toujours  être 
réduite  à  ceci  :  substitution  à  l'équation  (E)  d'un  certain  système 
d'équations  algébriques  aux  dérivées  partielles,  portant  sur  x^ 
j',  u  et  d'autres  variables  ou  fonctions  auxiliaires,  système  tel 
qu'on  puisse,  à  l'aide  d'un  nombre  limité  de  dérivations  et  d'éli- 
minations, vérifier  s'il  définit  au  moins  une  fonction  u(x,y)  qui 
soit  solution  de  l'équation  (E). 

Mais,  dans  ces  conditions,  il  sera  loisible  (moyennant  un  nombre 
fini  de  dérivations  et  d'éliminations)  de  déduire  du  système  auxi- 
liaire les  relations  qu'il  entraîne  entre  x,  y  et  a.  Si  ces  relations 
se  réduisent  à  l'équation  (E)  ou  à  ses  conséquences,  le  système 
auxiliaire  n'est  d'aucune  utilité,  car  son  intégration  se  laisse  dé- 
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composer  en  deux  opérations  successives,  dont  la  première  est 
l'intégration  de  (E).  Si,  au  contraire,  ces  relations  ne  sont  pas 
conséquences  de  (E),  l'équation  donnée  (e)  est  réductible  au  sens 
que  nous  avons  défini. 

La  définition  s'étend  d'ailleurs  d'elle-même  à  une  équation  (ou 
à  un  système  dilTérentiel)  d'ordre  quelconque.  S'il  s'agit,  par 
exemple,  d'un  svslème  du  deuxième  ordre 

(S)  ^^=f(x,y,z),  ^^_^(x,j,z), 

on  regarde  jK  et  ^  comme  fonctions  de  x  et  des  deux  constantes 
arbitraires  «,  c,  ou  (si  l'on  veut)  u  et  f  comme  fonctions  de  jt, 
V,  z',  ces  fonctions  u,  v  vérifient  le  svstème 

,„,  du        du   .       du  dç         di'    .       <)i> 

Le  système  S  est  dit  réductible,  si  l'on  peut  adjoindre  au  svs- 
tème 'Z  d'autres  équations  algébriques,  portant  sur  x^  y,  u,  r  et 
les  dérivées  partielles  de  m,  t',  équations  qui  soient  compatibles  (  '  ) 
avec  S  sans  en  être  des  conséquences.  Nous  appellerons  système 
réduit  le  svstème  formé  par  S  et  les  équations  adjointes. 

Cette  définition  admise,  on  peut  établir  une  proposition  qui 
domine  toute  la  théorie  de  la  réductibilité  et  que  j'énonce  dans  le 
cas  du  premier  ordre  : 

Quand  une  équation  différentielle  est  réductible,  parmi  les 
systèmes  réduits  il  en  est  toujours  un,  d'ordre  différentiel 
minimum,  qui  Jouit  des  propriétés  suivantes  :  i"  il  est  auto- 
morphe,  c" est-ci-dire  que  sa  solution  générale  u{x.y)  se  déduit 
d'une  solution  particulière  quelconque  Ui{x^y)  par  les  trans- 
formations u  =  '^(«()  d'un  groupe;  a**  tous  les  autres  systèmes 
réduits  se  déduisent  de  celui-là  en  y  remplaçant  u  par  une 
fonction  \J{u)  qui  vérifie  une  équation  différentielle  algé- 
brique [en  «,  U)  arbitrairement  choisie. 

Cet  énoncé,  qui  s'étend  immédiatement  à  une  équation  difiV- 
rentielle  d'ordre  quelconque,  donne  la  raison   profonde  du  rôle 

(')  J'entends  par  là  que  S  et  les  équations  adjointes  ont  au  moins  une  solu- 
tion M,  V  commune,  où  u  et  v  sont  deux  fonctions  distinctes  de  x,  y,  z. 
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capital  et  presque  exclusif  que  joue  la  théorie  des  groupes  dans 
la  réduction  des  équations  difTérentielles.  Il  fait  éclater  l'impor- 
tance d'une  énumération  complète  des  groupes  continus  finis  et 
infinis  à  une,  deux,  trois,  etc.  variables. 

C'est  ainsi  que  l'énumération  si  simple  des  groupes  continus  à 
une  variable  entraîne  ce  théorème  : 

Quand  une  équation  du  premier  ordre  est  réductible,  quatre 
cas  seulement  peuvent  se  présenter  :  i"  l'équation  s'intègre 
algébriquement  ;  2"  elle  admet  un  facteur  intégrant  algé- 
brique; 3"  elle  admet  un  facteur  intégrant  dont  le  logarithme 
a  ses  deux  dérivées  premières  algébriques;  4"  une  intégrale 
première  u(x,  y)  est  donnée  par  un  système  différentiel  dont  la 
solution  générale  est  de  la  forme 

aux-\-  h  ,  .      ,      , 

u  =  ;     (a.  b.  c,  a  constantes  arbitraires), 

cui  -\-  a  ' 

système  qui  se  ramène,  comme  on  sait,  à  une  équation  de 
Riccati. 

Considérons  encore  une  équation  du  second  ordre  dont  le  coef- 
ficient difTérenliel  ne  dépend  que  de  x,  y;  soit  l'équation 

dz  .         ^ 

avec 

dx 

Une  telle  équation  n'est  pas  irréductible,  car  elle  admet  un  dernier 
multiplicateur  égal  à  l'unité,  et  l'on  peut,  par  suite,  adjoindre  au 
système  S  l'équation 

du  ôv        du  ôv 
dx  Oy        dy  dx 

Si  le  coefficient  dififérenliel  '^{x,  j)^)  est  une  fonction  algébrique 
(|uclconque,  aucune  réduction  ultérieure  n'est  possible.  Dans  l'hy- 
pothèse où  l'équation  comporte  une  réduction  nouvelle,  l'énumé- 
ration que  Sophus  Lie  a  faite  des  groupes  continus,  finis  ou 
infinis,  à  deux  variables,  suffit  à  démontrer  que  deux  cas  seu- 
lement   se    présentent    :    //    existe    des    intégrales   premières 
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u(a:,y,  z)  qui  sont  données  par  un  système  différentiel  algé- 
brique dont  la  solution  générale  est  :  i°  soit  de  la  forme 
u  =  aUi  +  bui-'r  c  («,  b,  c  constantes  arbitraires);  2°  soit  de  la 
forme  n  =  y  {u  t)  (y  foncAion  arbitraire). 


De  l'intégration  analytique  d'une  équation  irréductible. 
Intégrales  uniformes. 

Supposons  maifllenant  que  nous  sovons  en  présence  d'une 
équation  reconnue  irréductible  (').  Quel  est  le  but  idéal,  si  l'on 
peut  dire,  qu'il  convient  de  se  proposer  en  l'étudiant?  Quand 
dira-t-on  que  l'intégration  de  cette  équation  est  parfaite,  au  sens 
moderne  du  mot? 

L'équation  déjà  citée 

(bien  que  réductible)  va  nous  servir  d'exemple.  Sans  doute,  cette 
équation  équivaut  à  une  quadrature,  mais  l"intégi"ale  jj^(.r)  n'était 
pas  exprimable  explicitement  à  l'aide  des  transcendantes  élémen- 
taires connues  :  Abe!  et  Jacobi  ont  pourtant  intégré  cette  équation 
en  représentant  y{3c)  par  le  quotient  de  deux  séries  entières, 
très  convergentes  et  qui  mettent  en  évidence  toutes  les  propriétés 
de  la  fonction  dans  le  domaine  réel  et  complexe. 

D'une  manière  générale,  une  équation  difTérenlieile  irréduc- 
tible devra  être  regardée  comme  intégrée  si,  par  un  procédé  quel- 
conque d'approximation  indéfinie  (série,  fraction  continue,  inté- 
grale définie,  etc.),  on  arrive  à  représenter  l'intégrale  générale  dans 


(')  Mous  nous  sommes  occupés  exclusivement  de  la  réductibililé  de  Vintégrate 
générale  d'une  équation  différentielle.  Quand  certaines  solutions  particulières 
(mais  non  l'iiitégrale  générale)  sont  réductibles,  par  exemple  sont  algébriques, 
on  convient  de  dire  encore  que  l'équation  considérée  est  irréductible,  mais  com- 
porte des  solutions  exceptionnelles.  Les  considérations  indiquées  plus  baut  sur 
l'intégration  formelle  montrent  que  toute  solution  exceptionnelle  satisfait  néces- 
sairement à  une  équation  diflérenticllc  (algébrique)  d'ordre  moindre  :  en  fin  de 
compte,  l'étude  d'une  solution  exceptionnelle  se  ramène  à  l'élude  d'une  équation 
différentielle  d'ordre  moindre,  dont  l'intégrale  générale  est  réductible,  ou  dont 
aucune  solution  n'est  réductible  :  toutes  les  solutions  de  la  nouvelle  équation 
sont  solutions  exceptionnelles  de  la  première. 
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tout  son  domaine  d'existence  (réel  et  complexe),  avec  une  erreur 
aussi  petite  qu'on  veut  et  dont  on  saura  donner  une  limite,  la 
représentation  niellant  en  évidence  les  propriétés  fondamentales  de 
l'intégrale,  permettant  de  tenir  compte  des  conditions  initiales,  elc. 
Parmi  les  fonctions  analytiques,  les  fonctions  iiniforraes  sont 
celles  dont  les  propriétés  et  les  modes  de  représenlalion  sont  les 
plus  simples  et  les  mieux  étudiés.  Il  est  donc  naturel  de  recher- 
cher, en  premier  lieu,  les  équations  différentielles  dont  l'intégrale 
générale  peut  être  définie  en  égalant  à  zéro  des  fonctions  uni- 
formes, et  notamment  les  équations  différentielles  qui  possèdent 
des  intégrales  premières  uniformes.  Si,  par  exemple,  une  équa- 
tion du  premier  ordre  admet  une  intégrale  première 

P(^,  y^  =  const., 

où  P  est  une  fonction  entière  de  x^  y  qu'on  sait  développer  en 
série  de  Mac-Laurin,  il  est  clair  que  la  connaissance  de  cette  inté- 
grale sera  singulièrement  précieuse.  Il  restera  toutefois  à  résoudre 
l'équation  implicite  par  rapport  à  la  fonction  y.  Il  ne  faut  pas 
d'ailleurs  se  dissimuler  que  la  recherche  de  telles  intégrales  pre- 
mières est  un  problème  de  la  plus  profonde  difficulté. 

Mais  il  est  un  cas  particulier  (encore  que  fort  étendu),  où  le 
problème  peut  être  abordé  dès  maintenant  avec  succès  :  c'est  le 
cas  où  l'intégrale  générale  j)'(:r)  est  elle-même  une  fonction  uni- 
forme dans  tout  son  domaine  d'existence.  Le  problème  ainsi  par- 
ticularisé est  une  généralisation  directe  des  découvertes  d'Abel  et 
de  Jacobi. 

Si  on  se  limite  au  premier  ordre,  le  problème  ne  conduit  qu'à 
des  résultats  connus.  Mais  il  en  va  tout  autrement  j)oiir  les  équa- 
tions d'ordre  supérieur.  C'est  ainsi  que,  dès  le  second  ordre,  on 
rencontre  des  types  d'équations  entièrement  nouveaux,  qu'on  sait 
épuiser,  et  dont  le  plus  simple  peut  recevoir  la  forme  canonique 

(i)  J^"=  6_/2-T-  X. 

L'intégrale  générale  de  celte  équation  est  une  fonction  méro- 
rnorphe  qui  se  laisse  représenter  par  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions entières,  à  savoir  par  l'expression 

d    ii'j.        d-  , 
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u  désignant  une  fonction  entière  qui  vérifie  l'équation  très  simple 

du  troisième  ordre 


--iz'^-^  xz—  z  =  o, 

2 


OU 

u 


Cette  fonction  entière  u{x)  est  développable  en  série  de  Mac- 
Laurin,  les  coefficients  se  calculant  par  dérivations  successives  : 
on  connaît  donc  une  représentation  très  simple  de;>'(^)  dans  tout 
le  plan  complexe,  représentation  entièrement  analogue  à  celle  de 
la  fonction  j)  par  la  fonction  cr.  On  sait  d'ailleurs  étudier  le  mode 
d'indétermination  des  fonctions  u{.t)  et  j)'(:r)  pour  ^  =  =c;  le 
o^enre  de  ii{x)  est  2,  son  ordre  f,  sa  croissance  est  régulière;  la 
distribution  des  pôles  et  des  zéros  de  y{.x)  est,  dès  lors,  nette- 
ment précisée. 

D'autre  part,  on  peut  montrer  qu'au  point  de  vue  de  l'intégra- 
tion formelle,  l'équation /'=  6j-- +  j?  rentre  dans  la  classe  la  plus 
générale,  la  classe  irréductible  des  équations 

y'=  ?(^,  7); 

autrement  dit,   nul    procédé    ancien    d'intégration    ne   peut    rien 
ajouter  à  la  connaissance  du  dernier  multiplicateur  égal  à  l'unité. 
C'est  là  le  premier  exemple  d'une  équation  ditlercntielle  qui  n'est 
attaquable  par  aucune  méthode  d'intégration  formelle  et  qui  com- 
porte, de  par  la  théorie  des  fonctions,  une  intégration  parfaite  au 
sens  moderne  du  mot.  Jusque  dans  ces  dernières  années,  toutes 
les   équations   différentielles  qu'on  savait  étudier  étaient  réduc- 
tibles aux  équations  linéaires,  aux  quadratures  ou  à  leurs  combi- 
naisons :  c'est  parce  qu'on  connaissait  à  l'avance  la  manière  dont 
les  constantes  figuraient  dans  l'intégrale  qu'on  pouvait  pénétrer 
dans  les  propriétés  de  cette  intégrale;  les  équations  cpii  définissent 
les  transcendantes  classiques  (fonctions  elliptiques,  abéliennes  et 
dégénérescences,  fonctions  aulomorphes,  etc.)  n'échappent  pas  a 
celte  remarque.  Au  conlraire,  l'intégrale  ^î'(.r)  de  l'équation  (1), 
regardée  comme  fonction  des  conslanles  x^,  .I05  ,>'o'  ^^^  (P^*^  *^P~ 
port  à  chacune  de  ces  constantes)  une  fonction  uniforme  et  méro- 
morphe,  de  nature  (suivant  l'expression  anglaise)  transcenden- 
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tally  transcendental,  comme  la  fonction  T,  c'esl-à-dire  qui  ne 
vérifie  aucune  équation  différentielle  algébrique.  Il  résulte  notam- 
ment de  ce  qui  précède  que  les  transcendantes  uniformes  }\x') 
définies  par  l'équation  (i)  ne  sauraient  s'exprimer  par  aucune  com- 
binaison de  transcendantes  classiques,  puisqu'une  telle  combi- 
naison, si  enchevêtrée  soil-elle,  vérifie  toujours  un  système  difté- 
rentiel  réductible  aux  quadratures  et  aux  équations  linéaires. 

Les  mêmes  propriétés  appartiennent  aux  autres  types  irréduc- 
tibles d'équations  du  second  ordre  dont  l'intégrale  générale  est 
uniforme. 

On  peut  encore,  généralisant  un  peu  le  dernier  problème,  étu- 
dier les  équations  différentielles  dont  l'intégrale  est  une  fonction  à 
n  branches  ou  a  ses  points  critiques  fixes.  Mais  quels  que  soient 
les  progrès  que  doivent  accomplir,  par  la  suite,  ces  difficiles  pro- 
blèmes et  les  problèmes  plus  vastes  de  même  nature,  il  est  bien 
évident,  d'une  part,  qu'on  n'épuisera  jamais  toutes  les  équations 
parfaitement  inlégrables.  d'autre  part,  qu'une  équation  prise  au 
hasard  ne  rentrera  pas  dans  ces  tvpes  spéciaux.  L'intérêt  de  ces 
classes  remarquables  d'équations,  qui  est  évident  au  point  de  vue 
purement  mathématique,  pourrait  donc  sembler  moindre  au  point 
de  vue  des  applications,  si  l'on  ne  savait  quel  bénéfice  les  mé- 
thodes générales  retirent  toujours  de  problèmes  difficiles  et  précis, 
élucidés  à  fond.  C'est  sur  cette  dernière  idée  que  je  voudrais  in- 
sister, pour  terminer,  en  parlant  de  l'intégration  approximative 
et  directe  des  problèmes  réels. 

LHnlégration  approchée  dans  Le  domaine  réel. 

Quand  une  équation  diflerentielie  (pii  se  présente  dans  une 
application  ne  comporte  (ou  ne  paraît  comporter)  ni  intégration 
formelle,  ni  intégration  analytique,  comment  en  aborder  l'étude 
dans  l'état  actuel  de  la  Science?  La  seule  ressource  est  de  l'atta- 
quer directement  à  l'aide  des  procédés  d'approximation  aujour- 
d'hui acquis,  en  se  laissant  guider  autant  que  possible  par  le 
phénomène  réel  que  traduit  l'équation.  Le  problème,  dans  ces 
conditions,  peut  revêtir,  comme  on  sait,  un  double  aspect  :  se 
propose-t-on  de  reconnaître  s'il  existe  des  solutions  périodiques, 
si  une  trajectoire  est  fermée,  etc.,  la  question  est  d'espèce  qualila- 
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tivn;  au  contraire,  la  détermination  approchée  de  la  position  d'un 
mobile  à  un  instant  quelconque  est  d'espèce  quantitative.  Prenons 
comme  exemple  le  problème  des  n  corps  :  la  question  de  savoir 
si  notre  sj'stème  planétaire  est  stable  rentre  dans  la  première  caté- 
gorie, le  calcul  des  épliémérides  dans  la  seconde.  Les  deux  pro- 
blèmes, qualitatif  et  quantitatif,  sont  d'ailleurs  loin  d'être  indé- 
pendants :  leur  connexité  est  étroite;  tout  progrès  de  l'un  est  un 
progrès  de  l'autre. 

Les  travaux  considérables  suscités  à  la  fin  du  dernier  siècle  par 
le  ])roblème  qualitatif,  leur  brillante  application  au  problème  des 
trois  corps  sont  trop  connus  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'j  insister 
davantage.  Je  voudrais  seulement,  dans  ce  domaine  strictement 
réel,  signaler  l'influence  fécondante  de  la  théorie  des  fonctions 
analytiques.  Je  n'en  citerai  que  deux  preuves.  On  sait  le  rôle  capital 
que  jouent,  dans  la  discussion  des  courbes  définies  parles  équations 
difiérentielles,  les  points  singuliers  (nœuds,  cols,  centres,  etc.), 
points  qui  correspondent  à  ces  valeurs  des  variables  pour  lesquelles 
les  coefficients  différentiels  ont  la  forme  |  :  jamais  les  allures  des 
intégrales  au  voisinage  de  ces  valeurs  n'auraient  été  élucidées,  si  les 
analystes  n'avaient  été  rompus  par  avance  aux  singularités  des 
fonctions  anah  lic[ues  et  à  leurs  modes  de  développement.  La  se- 
conde preuve  cpio  j'ai  en  vue,  c'est  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles dépendant  d'un  paramètre,  théorie  qui  seule  a  permis 
la  recherche  des  solutions  périodiques,  et  qui  est  née  du  calcul 
des  limites. 

Quant  au  problème  quantitatif,  il  doit  plus  encore  aux  fonctions 
analjtiipies.  Les  procédés  d'approximation  applicables  aux  équa- 
tions difiérentielles  réelles  sont  aujourd  hui  nombreux,  simples, 
plasti(pies;  ils  s'adaptent  aux  difiérenls  modes  de  conditions  ini- 
tiales :  conditions  initiales  de  Cauchy,  ou  (comme  pour  léquilibre 
des  fils)  valeurs  de  la  l'onction  pour  deux,  valeurs  données  de  la 
variable,  etc.  11  est  parfaitement  vrai  que  ces  procédés  peuvent 
être  exposés  sans  la  considération  d'imaginaires,  et  que  Gauchv 
les  avait  indi(jués  au  moment  même  où  il  jetait  les  premiers  fon- 
dcnicnls  de  la  lliéoiie  des  fonctions  analytiquj's.  Mais  précisément, 
ils  étaient  en  quelque  sorte  tombés  en  sommeil;  s'ils  se  sont  ra- 
nimés, c'est  sous  l'inlluence  des  méthodes  et  des  raisonnements 
analytiques  (pii  seuls  perjxieltaient  d'aller  au  fond  des  choses. 
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Considérons,  par  exemple,  la  première  mélhodé  de  Caucliy,  la 
plus  élémentaire,  celle  qu'on  peut  apppeler  la  méthode,  des  diffé- 
rences, puisrprelle  consiste  à  regarder  les  équations  dilîérenlielles 
comme  limites  d'équations  aux  différences.  On  sait  aujourdluii 
que,  dans  cette  méthode,  la  convergence  vers  lintégrale  est  assurée 
tant  que,  partant  des  conditions  initiales,  on  ne  rencontre  pas  une 
singularité  x  =  «  des  fonctions  >(jc),  z{x)^  ....  Mais  cette  singu- 
larité peut  être  de  deux  espèces  suivant  que,  x  tendant  vers  a,  les 
fonctions  j',  z,  . .  .  tendent  vers  des  valeurs  déterminées  ou  sont 
indéterminées.  La  difficulté  est,  dans  le  second  cas,  d'une  nature 
autrement  subtile  que  dans  le  premier;  si  l'on  a  su  la  prévoir,  c'est 
grâce  à  l'étude  classique  des  points  essentiels  analytiques;  si  l'un 
commence,  non  sans  peine,  à  la  discuter,  c'est  grâce  à  la  théorie 
des  fonctions,  en  employant  ses  modes  de  raisonnement  sur  la 
croissance,  le  genre  et  l'indélerminalion  à  l'infini  d'une  fonction 
entière. 

En  particulier,  le  problème  quantitatif  des  trois  corps  doit  à 
l'Analyse  des  variables  complexes  ses  derniers  progrès.  On  a  établi 
en  effet,  dans  le  cas  de  trois  corps  (mais  non  dans  le  cas  de  /î), 
que  les  coordonnées  des  points  restent  finies  et  déterminées  quel 
que  soit  t.  Il  suit  de  là  que  seul  le  choc  proprement  dit  peut  donner 
lieu  à  difficulté.  D'autre  part,  on  est  parvenu  récemment  à  former 
la  condition  analytique  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait 
choc  au  bout  d'un  temps  fini.  Il  ne  reste  plus  qu'un  dernier  effort 
à  tenter  pour  que  le  problème  quantitatif  des  trois  corps  soit  théo- 
riquement résolu. 

Mais,  pour  ne  parler  que  des  résultats  acquis,  il  convient  de  ne 
pas  oublier  que  les  méthodes  d'approximation  applicables  aujour- 
d'hui à  une  équation  diirérentielle  quelconque,  si  elles  sont  encore 
théoriquement  imparfaites,  se  montrent  pourtant,  dans  une  foule 
de  cas,  dune  efficacité  très  sufiisante.  C'est  ainsi  que  le  problème 
quantitatif  des  11  corps,  que  j"ai  choisi  comme  type,  n'est  pas  rigou- 
reusement résolu  jusqu'ici;  mais  les  éphémérides  de  notre  système 
solaire  n'en  sont  pas  moins  calculées  pour  trois  siècles  avec  une 
surprenante  précision.  Il  faut  d'ailleurs  se  garder  de  croire  que 
la  puissance  des  méthodes  actuelles  soit  épuisée  par  cet  effort. 
Admettons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  de  calculer  les  j)Osi- 
tions  mutuelles,  dans  10 000  ans,  des  astres  du  système  solaire, 
avec  une  erreur  plus  petite  que  8  rayons  terrestres  :  les  méthudes 
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acluelles  fournissenl-elles  sûrement  le  niojen  théorique  d'cflec- 
liier  ce  calcur?  Non,  il  y  a  une  restriction,  mais  combien  légère! 
que  voici.  Si  les  lois  de  Kepler  étaient  exactes,  la  dislance  de  deux 
astres  donnés  du  sjstème  resterait  supérieure  à  un  minimum  o;  il 
est  bien  invraisemblable  que  d'ici  loooo  ans  cette  distance  s'abaisse 

au-dessous  de  -5  par  exemple.  Or  les  procédés  modernes,  moyen- 
nant un  nombre  fini  d'opérations  qu'on  peut  limiter  d'avance, 
permettront  sûrement  d'affirmer:  ou  bien  qu'on  possède  les  éphé- 
méridcs  pour  loooo  années,  avec  l'approximation  voulue,  ou  bien 
que,  dans  cet  intervalle,  la  distance  de  deux  des  astres  est  devenue 

moindre  que  le  minimum  supposé  t-  En  un  mot,  l'état  du  système 

solaire  sera  calculé,  pour  loooo  ans,  avec  l'exactitude  exigée,  à 
moins  que,  durant  cette  période,  notre  système  ne  se  soit  invrai- 
semblablement déformé  :  auquel  cas  la  marche  même  du  calcul 
avertirait  de  celte  déformation.  Tel  est  le  degré  de  perfection  et 
d'imperfection  des  procédés  généraux  de  calcul  dont  on  dispose 
aujourd'hui. 

Ces  indications,  si  insuffisantes  qu'elles  soient,  peuvent  donner 
quelque  idée  du  labeur  colossal  qu'ont  accompli  les  analystes,  au 
cours  du  dernier  siècle,  dans  le  seul  domaine  des  équations  dififé- 
rentielles.  Intégration  formelle;  intégration  analytique,  aussi  par- 
faite que  possible,  dans  le  champ  complexe;  intégration  approchée 
dans  le  domaine  réel  :  telles  sont  les  trois  directions  dans  lesquelles 
se  sont  développées  les  Mathématiques.  Au  centre  de  toutes  ces 
recherches,  la  théorie  des  fonctions  apparaît  comme  jouant  un  rôle 
directeur  et  prépondérant.  11  n'en  faut  pas  conclure  que  ce  rôle 
lui  appartiendra  toujours.  Il  n'y  a  aucune  absurdité  à  penser  qu'elle 
sera  jugée  un  jour  de  la  même  manière  dont  nous  jugeons,  par 
exemple,  l'œuvre  arithmétique  de  Gauss,  c'est-à-dire  qu'elle  appa- 
raîtra comme  une  des  parties  les  plus  harmonieuses  et  les  mieux 
construites  de  l'édifice  mathématique,  mais  comme  un  monument 
du  passé.  Peut-être  possédera-t-on  alors  des  méthodes  d'investi- 
gation plus  puissantes  et  plus  profondes,  qui  permettront  de 
s'altaquer  hardiment  aux  équations  différentielles,  en  ne  se  sou- 
ciant que  du  problème  réel  qu'elles  traduisent.  Mais  ces  méthodes 
fécondes  et  vivantes,  c'est  de  la  théorie  des  fonctions  qu'elles  seront 
nées. 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 


RIEMANN  (B.).  —  Gesammelte  matiiematische  Werke.  Naclitrage  herausge 
geben  voa  31.  Noethcr  uiid  JF.  Wlrtiiiger.  i  vol.  in-8",  viii-ii6  pages, 
9  figures.  Leipzig,  Tealjiier,  1902. 

Les  manuscrits  de  Riemann  contiennent  pai'fois,  au  milieu  de 
calculs,  une  citation  grecque  ou  latine,  quelques  vers  qui  l'avaient 
frappé;  MM.  Noether  et  Wirtinger  ont  relevé,  en  particulier,  la 
parole  célèbre  que  Tacite  prête  à  Germanicus  mourant  : 

Non  hoc  prœcipuuin  ainicorum  munus  est,  prosequi  clef  une- 
tum  igncwo  qaestu,  sed  quœ  voluerit  meminisse,  quœ  manda- 
ver  il  consequi. 

Ils  auraient  eu  le  droit  de  prendre  pour  épigraphe  de  leur  publi- 
cation cette  parole,  dont  ils  n'ont  pu  manquer  de  faire  une  appli- 
cation à  leur  propre  travail.  (Quoique  les  résultats  de  ce  travail 
aient  pu  être  condensés  dans  un  petit  nombre  de  pages,  on  sent 
bien  qu'il  a  dû  être  considérable,  tant  en  raison  de  la  difficulté 
propre  de  sujets  que,  sans  doute,  les  éditeurs  connaissent  à  fond, 
qu'en  raison  de  la  nature  des  matériaux  qu'ils  avaient  à  leur  dis- 
position :  ces  matériaux  se  réduisaient  parfois  à  des  notes  sténogra- 
phi(]uesou  prises  au  crayon.  On  ne  peut  cpie  leur  savoir  gré  d'avoir 
consciencieusement  étudié  ces  manuscrits  et  ces  notes,  d'en  avoir 
éclairci  les  passages  obscurs,  d'avoir  minutieusement  vérifié  ou 
rectifié  les  dates,  et  celte  reconnaissance  doit  s'étendre  à  tous 
ceux  qui  les  ont  aidés  de  leurs  souvenirs,  de  leurs  conseils  et  de 
leurs  communications.  Ils  énumèrenl  avec  précision,  dans  la  pré- 
face, les  diverses  ressources  qu'ils  ont  eues  et  remercient  comme 
il  convient  ceux  qui  les  leur  ont  apportées. 

La  part  qui  revient  à  chacun  des  deux,  éditeurs  dans  les  éclair- 
cissements et  dans  les  notes  est  d'ailleurs  spécifiée  et  ces  notes 
sont  signées  de  l'initiale  de  lun  ou  de  l'autre. 

J'ai  entendu  citer  le  cas  d'un  savant  illustre  qui  a  enseigné  pcn- 
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dant  de  longues  années  une  autre  science  que  les  mathématiques 
et  qui  ne  mettait  pas  son  enseignement  au  courant  de  ses  propres 
découvertes,  publiées  depuis  longtemps;  on  ne  m'a  point  dit  si 
c'était  par  modestie  ou  par  routine.  Quoi  qu'il  en  soit,  ce  n'était 
pas  le  cas  de  Riemann  :  ses  cours  étaient  très  en  avance  sur  ses 
publications;  sa  gloire  n'en  a  pas  été  diminuée;  ses  disciples,  en 
poursuivant  son  œuvre,  «  se  sont  souvenu  de  ce  qu'il  avait  voulu, 
ont  exécuté  ce  qu'il  avait  recommandé».  Il  n'j  avait  pas  moins  un 
grand  intérêt  à  connaître  exactement  l'excitation  première,  la  source 
à  laquelle  remontent  tant  de  beaux  travaux,  directement  parfois, 
d'autres  fois  sans  que  les  auteurs  l'aient  su  eux-mêmes.  Jusqu'à 
quel  point  Riemann  s'était  avancé  dans  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes,  des  équations  linéaires  du  second  ordre  et  de  la  pro- 
priété fondamentale  du  quotient  de  deux  solutions  d'une  telle 
équation_,  dans  la  théorie  de  la  série  hjpergéométrique  et  des  fonc- 
tions modulaires,  c'est  ce  qu'on  saura  désormais,  grâce  à  AOI.  Noe- 
iher  et  Wirtinger,  par  la  publication  du  cours  qu'il  a  fait  sur  ces 
sujets  de  i852  à  i856.  J.  T. 
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SDR  LA  LIAISON  ENTRE  LA  THÉORIE  DE  LA  TRANSFORMATION  DES 
FONCTIONS  ELLIPTIQUES  ET  LA  THÉORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  RÉDUC- 
TION DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES. 

Pau  m.  J.  DOLDMA. 

1.   Pour  plus  de  sim[)licité  nous  considérons,  dans  cette  (iOmmu- 
nication,  les  intégrales  abéliennes  de  la  lorme 


r     dx  r{.r  —  ()d.r 

J   v/ÏÏ(T]'     J      v/ïïû\) 
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où 

R(x)  =  {x  —  Xi){j;—  X2){x  —  X3)  {x  —  Xi)  {x  —  x^). 

En  posant 

nous  avons  le  développement  de  x  avec  la  partie  principale 
u   ^,        X  run(a)  =  o. 

Par  conséquent,  si  la  réduction  de  l'intégrale  (i)  est  possible  à 
l'aide  de  la  substilulion 

nous  devons  avoir  les  deux  points  suivants  :  1°  les  degrés  des 
polynômes  fx  et  '.o^x)  sont  respectivement  (A" +  3)  et  /v;  2°  les 
degrés  des  polynômes  f{x)  et  'f(^)  sont  k  et  {k -{-  3).  Dans  ce 
dernier  cas,  pour  a?  =  go,  nous  aurons 

P(m)  —  Ci  =  o,        «  =  Wj. 

Par  cette  raison  de  l'équation  (2)  nous  aurons  un  développe- 
ment de  la  forme 

a;-3F(jK)  = p  (w,)-f-  ..., 

F(j)/-)  est  une  fonction  hoIomorj)lie  dey  =  ->  et 

F(o)jz^o. 

Les  raisonnements  sont,  pour  les  deux  cas  mentionnés,  entière- 
ment identiques;  c'est  pourcpioi  nous  considérons  seulement  le 
premier  cas.  Supposons  d'abord  que  les  degrés  des  polynômes  J{x) 
el  'j'{x)  sont  respectivement  2/i  -^-  3  et  2/1.  Pour  les  valeurs  de  x, 
satisfaisant  à  l'équation 

nous  aurons 

p(u)  =  -x. 
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En  désignant  les  racines  de  l'équalion 

o(ar)  =  o 
par 

^1,      i.i,      Ç3,       •••! 

nous  avons 

Au  voisinage  du  point 

X  —  ^,  =  o 

nous  avons  un  développement  de  la  forme 
F(w)  est  une  fonction  holomorphe,  et 

F(o)5ziO. 

Et,  comme  x  est  une  fonction  holomorphe  dans  toute  l'étendue 
du  plan,  à  l'exception 

nous  devons  avoir  ou 

ki  =  2, 

ou 

A/  =  1  ; 

dans  ce  dernier  cas,    ç/  est  un  point  de   ramification.   Par  celle 
raison,  nous  avons  les  deux  hvpothèses  suivantes  : 

(I)      <fix)  =  {x-ki)H^-Uy---i^  —  U-i)H^  —  ^i){^-^2), 

Conformément  à  la  formule  (1)  nous  obtiendrons,  évidemmenl, 
les  résultats  suivants  : 

'^        (x-i^iy^{x-^,y^...{x-l,-i)Hx  —  Xi){x-Xi)' 
}(r,u-e  )=  (^  -  ^i)H^  -  P^y  -  •  .(^  -  ?>a^i)H^-:r,) 

{r-^,,r-(x-i,r-...{x-l,-OH^  —  ^x){^-^^.)' 
h(pu  -  e-s)  =  (.r  —  Y,  )Hx  —  y.,)^  .  .  .  ( .r  —  y«+i  Y{x  —  3-5)  _ 

K-i'  —  i\)-{x-UyK..{x-':,n-iy''^-c  —  xi){x  —  Xi) 
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Conformément  à  la  forme  (II)  nous  avons 

(x  — o(i)-(x  —  y.-2)' ..  .(.r —  :(„)-( X —  .Ti)(x —J'.2)(x  —  X3) 


lipu  —  e.) 


(X  ~  %y-( X  —  ^.)-  .  .  .  (^  —  'Pn^lYi^  -  ^i) 

{X —  'r^yi(x  —  ^,y^  ...{x  —  ^n)- 


Si  la  réduction  est  possible  à  l'aide  de  la  formule 


les  quantités 


'^u 

aj, 

•  •  )         S'ïi+li 

?I> 

?.,      •■ 

..,  p„+l, 

ïl) 

72) 

•  •  ^      T«+l 

sont,  évidemment,  les  racines  de  l'équation 

f{x)o{x)  —  ':;\x)f^x)  =0. 

2.  Il  est  clair  que  la  réduction  est  possible  aussi  dans  le  cas  où  le 
degré  du  polynôme  '-p(^)  est  un  nombre  impair  (a/z  +  i),  le  degré 
du  nominateur  y  (x)  est  pair  (2/i  +  4)-  Alors  nous  obtiendrons  les 
trois  cas  de  la  réduction. 

I"  En  posant 

(f(x)  =  {x—^i)-(^-  b)- . . .  (^  —  ^«  r-{^ — ^i)> 

nous  avons 

(x  —  ai  )-(x  —  -Xi)-  ..  .  (x  —  a,;+,)2(j'  —  x-,)  (x  —  X3) 


/.(pu  —  ei)  = 
lipu  —  e,)  = 


{x—fiiy-{x  —  l,f...{x  —  Uï'i^  —  ^i  ) 

(x—  ^jY-i^r-  ;^,)2...(ar— ^„+i)Ma"  — 3-t)(3"  — .r.,) 

i  ^  —  ^i)-{3r  —  lîY  .  .  .  {X  —  U)^(-^  —  ^i) 


2t4  première  partie. 

ou  encore 

},(nu  —  e    ^  =   '^■^  ~  ^1  )^  •  •  •  (^  —  ^"  )-(-^  —  X2)(X  —  X3)(X  —  a-t)  (X  —  X5) 

)^,3,,    ,x       {.v-^p,nx-'^,r-...{x-^,,^,)^ 

>fpjf_e  )=        (^  -  Yi  )-  (^  -  vo  )^ .  ■ .  (37  —  Y„+2)'- 
2"  En  posant 

(p(;r)  ={x—'riy-...(x  —  ^n-iY  {oc  —  Xi)  {X  —  Xi)  {X  —  X^), 

nous  avons 

A  {pu  —  e<>)  =  ■ ■ ■ j 

i-'^  —  'zifi^  —  ii)-  •  ■  ■  i-^  — ?«-iJH^  — -^U  (37  —  372)  (37  —  3-3) 

X(p«-e3)   =    ■ (3;-Y,>^(3--y,)^...(3;-Y„+2)^ 

(^—^çir-{^—U)---  ■  i-z-— ^«-i)-(^— ^lU^— ^2;  (37—373) 

3"  Enfin,  si  nous  avons 

^{x)^ix-^,y-...{x-U-iyR{x), 

nous  obtiendrons  les  trois  formules  de  la  réduction 

.                              (x  —  y.iY-(.r  —  y..2y...(x  —  ci.„+2)- 
h(pu  ~  ei)=  ^ , 

0{X) 

Mpu-C)  --.  (^-^)-(.r-^2)^..(.r-6„.2)!^ 


X(p?<  — 6-3)  = 


(;r  — Yi)2(,r  —  Y2't--.-(.?-  — Y,,+2)^ 


ç(.r  ) 
Dans  toutes  les  formules  précédentes  nous  avons 

),  =  ! 

9 

3.   Il  est  facile  de  prouver  que,  dans  tous  les  cas  où  la  rédiiclion 
de  l'intégrale  (1)  est  possible  à  l'aide  des  formules  précédentes,  le 
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polynôme  R  (r)  peiil  renfermer  seulement  deux  paramètres  arbi- 
traires. Considérons,  par  exemple,  le  cas  où 

o{x)  =  (x-  ^iy{x  —  l2)H^  -  b)- . . .  (^  -  UY- 

Posons 

f(or)       . 
cp(a7) 

f{x)  étant  un  polynôme  du  degré  2  «  +  3.  Alors  f{x)  renferme 
2«  +  3  paramètres  arbitraires;  <^{x)  renferme  n  paramètres 

Çl)       Ç2)        Ç3)         ■  •  •  )        Ç«  > 

en  outre,  parmi  les  quantités 

nous  avons  deux  arbitraires;  donc  nous  avons 

2^-1-3-+- 71 -H2  =  3n  +  5 

paramètres  arbitraires,  A  l'aide  de  ces  3w+  5  quantités  il  faut 
satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

1"   Il  faut  que  le  polynôme 

/(,r)  — eicp(a-) 

soit  divisible  par  le  polynôme 

{x  —  Xi){x  —  X-i)  {x  —  Xi) 

du  troisième  degré,  et  le  quotient 

f{x)  —  ex^{x) 

(.r  — .Tj)  (X  —  X.2){x  —  Xi) 

doit  être  un  carré  parfait;  il  faut  donc  remplir  (n  +  3)  condi- 
tions. 

2°  11  faut  que  le  polynôme 

fix)  —  eiO{x) 
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soil  divisible  par  (:r  —  x..,)^  et  le  qiiolient 

f{x)  —  eio{x) 
X  —  x^ 

doit  être  un  carré  parfait;  par  conséquent  il  faut  remplir  (/?  +  2) 
conditions. 

3°  Enfin  le  poljnome 

f{x)  —  eiO(x) 

doit  être  divisible  par  (j?  —  Xj),  et  le  quotient 

/(a7)  — ^3ç(r) 

doit  être  un  carré  parfait.   Nous   devons  remplir  (/î  +  2)  condi- 
tions. Le  nombre  total  des  conditions  à  remplir  sera 

rt  +  3  -r-  n  +  2  -{-  /i  -T-  2  =^  3  /i  -I-  7 . 

De  ce  qui  précède,  il  suit  que  nous  devons  avoir  les  deux  équa- 
tions des  conditions  entre  les  coefficients  du  poljnome 

R(.r)  =  a:-5_t-  ax"^-^  bx'^-\-  ex  +  d. 

4.  Proposons-nous  d'étudier  la  réductibililé  des  intégrales  de  la 

forme 

[x  —  t)  dx 


I- 


^R{x) 
t  est  une  quantité  indéterminée.  Posons 


<f{x) 


=  >■]'(?<,  ^2,^3) 


Nous  considérons  seulement  le  cas  où  les  degrés  des  polynômes 
/(x)  et  cp(.r)  sont  respectivement  2/?-f-i  et  in.  Le  poly- 
nôme 'j(^)  peut  avoir  l'une  des  trois  formes  suivantes  : 

1"        cp(.r)=      {x  —  ciiy-(x  —  (x,y-...{x  —  OL„)\ 

2°        o(.r)=      {x  —  oiiy-{x  —  cii.y-...{x  —  o^„-iy{x  —  Xi){x  —  Xi), 

3"        tp(^)=      (x—aiy-ix  —  a^y... 

X  (x  —  a„_2)2(a:  —  x i)  {x  —  x-y)  {x  —  X3)  {x  —  X:,). 
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Si  nous  avons 

<^{x)  =  (x  —  OLiYiz  —  ao)'  ..  .(x  —  a,.,  )^ 

alors 

Cr  —  ?i  V-f.T ?-)V2  .  .  .f.r—  :„)2Cr  —  .r,) 

A (  p  »  —  <'i  )  =  '■ ; : ■>  ' 

i-r  —  r^i  f-ix  —  ri,y-  ...(x  —  7]„y-(T  —  T,) 

^  -  {X  —  'Xi)Ux  —  0i.2)  ..  .{X  —  7.,i)- 

(X —  ::i)-(  X  —  Z;)-.  .  .  (X—Zn-I  )-(x  —  X:0  i  X  —  X  ■_,)  (  X-^Oj) 

'^P"-"^^= ^x-.o^i^-^.y...i^-^.)' 

Si  nous  avons 

(f(x)  =  (x  —  oii^ix  —  :>.2y- . . .  (x  —  a„_i)2(ar— ■a7i)(a7  — a-.), 

il  vient 

(x  —  iiy-(x  —  uy'---(^  —  uy-(^-^^) 


X(jDM  —  ^i)  = 

lipu  —  eo)  = 
X{pu  —  e:i)  = 


{X  —  7iiy(x  —  OLoy  .  .  .  {X  —  CCn-iy{X  —  Xi)  {X  —  Xo) 

Cr  —  r|i)V.r  — -f|2)-  ■  .  ■  (  .r  —  r,,,  )^(a"  —  j-j) 

(x  —  ^iy(x  —  L2)'  ...(x  —  Zny-(^  —  ^ô) 


Q{  X  } 

Enfin,  dans  le  cas  où 

^(X)  =  {x  —  ^iy  .  ..(x  —  a„_2)(>—  Xi)  (x  ~  Xi)  (x  —  X3)  {x  —  X;,), 

la  rcduclion  est  évidemment  impossible. 
Il  est  facile  de  prouver  que,  si 

<i>(x)  =  (x  —  'xiyi(x  —  '^.2y...{x  —  y.,i)^-  =  ['H^)]-, 
;i)     ;2,     •  •  •)    ç«) 
''il,      'la,      .-.,     i]n, 

sont  les  racines  de  l'équation 

(3)  f{x)^h{x)  —  -i^'{x)f{x)  =  o. 

Au  voisinage  du  point 

X  —  /  =  o 

nous  aurons  un  développement  avec  la  partie  principale 

1 

("  — v)-, 
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V  étant  une  constante.  De  l'équation 

nous  avons  le  développement 

(x  —  t)- 
F(t)^(x  —  t)¥'(t)-\-  ■ ^F"(Ô-t-..-  =l[pv-h(u  —  v)p'^/-+-..  .], 

F(0  =  Xp(v). 

Par  conséquent 

F'(0  =  o,         p'(v)^o, 
donc 

Et  comme  le  degré  de  l'équation  (3)  est  3n,  toutes  les  racines 
de  cette  équation  sont  comprises  dans  le  Tableau  suivant  : 

■îli         -52)  •  •  •  )        Ç«i 

'il;       ''j  2 .        •  •  •  )        'i  f!  5 
•îl)         V2,         •  .  •  )        ^«-1,        ^> 

d'oii  il  suit  que 

/'(x)'!^(x)--2'y(T)f(x) =A(x  —  t) 

(a:  — i,).  ..(.r—£„)(a7  — -/),).  ..(J7—-r]„)(.f—!:i)...(.r  —  r„_i)  ' 

A  est  un  facteur  numérique. 

5.   Comme  le  degré  du  polynôme  f{x)  est  égal  à  2/i  +  i,  nous 
avons  2«-l-i  paramètres  arbitraires.  Comme 

nous  avons  encore  n  paramètres  arbitraires.  En  outre,  parmi  les 
trois  quantités 

ei,     e-i,     C3, 

nous  avons  deux  arbitraires;  donc  nous  avons 

2  /l  H-  I  -l-  /i  -j-  ?.  =  3  /i  -I-  3 

paramètres  arbitraires.   A    l'aide   de   ces    3/1  +  3    quantités   nous 
devons  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 
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1°  De  l'équalion 


f{x)  __  /{x)  —  e,o{x)  _  (x  —  \,y...{x  —  \n)Hx  —  x,) 

on  voit  que  le  polynôme 


9(^)       ^^  9(-^)  ?(^) 


f{x)  —  eio{x) 

doit  être  divisible  par  [x  —  x^  ),  et  le  quotient 

f{x)  —  e^oix) 

X  —  Xi 

doit  être  un  carré  parfait;   donc  nous  aurons  les  (n  +  i)  condi- 
tions. 

2"  De  l'équation 

f{x)  _       _  /(.r)  — e.cp(a")  _  (x  —  Tii)^ .  .  .  (a-  —  -r^ny  (x  —  Xj) 

nous  avons  encore  les  (/i  +  i)  conditions. 

3°  De  l'équation 

/(^)  _  ^^  _  .A.r)-e3cpr.r) 

~  cp(a7) 

on  voit  que  le  polynôme 

f{x)  —  e3o{x) 

doit  être  divisible  par 

{x  —  Xz){x  —  X:,)  (X  —  Xs), 

et  le  quotient 

/(x)  —  63  o(x) 


(x  —  X:i)(x  —  X'^)  (x  —  Xs) 


doit  être  un  carré  parfait.  Par  cette  raison  il  faut  satisfaire  à  (n  -\-  3) 
conditions.  Nous  avons  donc 

/?  -H  I  -h  /i  -f- 1  -h3  -i-n  —  r=3«-f-'i 
conditions.  Par  conséquent,  nous  devons  avoir  une  seule  équation 
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des  conditions  entre  les  coefficients  du  polynôme 

R(x)  =  (x  —  cci)  (x  —  Xi)  (x  —  T3)  (x  —  X:,)  =  x-^-+-  ax^-r-  bx--{-  ex  -+-  d. 

Dans  le  problème  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques, 
le  nombre  des  conditions  à  satisfaire  est  toujours  égal  au  nombre 
des  paramètres  arbitraires. 

6.  Rédaction  par  la  substitution  du  second  ordre.  —  INous 
considérons  un  seul  exemple  qui  se  rattache  à  notre  Communica- 
tion antérieure  (').  Soit  donnée  l'intégrale 


/, 


(  X  -+-  t }  d.i 


i^(  X  -^  (i  )(  x^  -\-  bx-  -^  ex  -\-  d) 
Posons 

En  désignant 

4(ei— e2)  =  cr,         4(ei  — e3)  =  T, 

nous  obtiendrons 

[:r2-l-C'2a-i-(7).r  +  a--f-a  j]  \x'-  -^  {'1%  -^- ~.) x  -\-  %''■  -\-  az\  =  x*  -\-bx'^-\-cx  -hd. 
D'oili  il  suit  que 


ou 


ou 
ou 


4a4-r2ei  =  o,         3ei= — a; 
6a-  -+-2a((7-i-T)4-a((7-i-':)  +  j-:  =  b 

6  a-  —  (  a  +  2  a  )  4  a  -t~  CT  =  b 


dT  =  6  -{-  4  «  a  -t-  '2  a-  ; 

3°  /\7.^  -h  {%-  -i-  -^aoL)  (<j  -^  -z)  -^  -j^aisz  =  c, 

d'où 

4°  d  =  oc'*  —  ^aoi^  -+-  ■îa-'x-  -{-  ^a^i  -h  a-b. 

(')  Bid/.  (tes  Sciences  matii.,  •.!"  série,  t.  WVII,  juin  iyo3. 
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De  l'équation  3°  nous  aurons 

c  —  xab 

a-  —  lat  A ; =  o, 

4rt 


Des  formules  précédentes  nous  obtiendrons  encore 

(6)  (c  —  "}.  ab y- ^  %  a- {-2 cl — ac). 

En  diflférentiant  l'équation  (4),  nous  trouvons 

{x  -\-  ■x){x  -¥-  o.a  —  a)  =  o, 

d'où  il  suit  que 

t  ^=  ia  —  a. 

D'après   l'équation   (5),   nous   aurons  pour  t  les  deux  valeurs 
suivantes  : 


/    „        'lab  —  c 
^1  =  a  —  I  /  «5  H , 

/   „        lab  —  c 


Par  conséquent  nous  avons  les  deux  intégrales  réductibles 


,    /    ,        •i.ob  —  c 

X  -^  a  —  4  /  a-  H 

^^  ^"  dx, 


v/(a-  -h  «J  (a-*  -i-  bx-  -h  ex  -\-  d ) 


1/    ,        lab  —  c 
/  a-  H 
.1  a 

dx; 


\/{x  -{-  a){x^  -h  bx'^  -+-  ex  -^  d) 

les  coefficients 

a,     6,     c,     t/ 

satisfont  à  la  condition  (6). 

La  détermination  des  autres  éléments  de  la  réduction  se  fait  à 
l'aide  des  formules 

^  +  T  =  —  \'x,         ~-  =  b  -\-  ^ciT.  -^  i a^, 

c'est-à-dire 

iiei  =  —  4a,         iG(ei  —  €2)  (ei  —  e,i)  =  b  -\-  ^a-x  -f-  in^. 
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En  posant 


nous  aurons 
c'est-à-dire 


c  =  2«6 

a  =  a  3=  a, 

ai  ;=  o,  3^2  =  2a, 

f,  =^  •>,  a,         ^2  =  O) 

d^a'-b. 


Par  conséquent,  dans  ce  cas  particulier,   nous  avons  les  deux 
intéffrales  réductibles 


X  dx 


J   \/{x  -h  a){x'>-\-  àx^-^  labx  ~h  a^b) 
(x  -h  ia)  dx 
^{x  -{-  a){x'*-h  bx--+-  2abx  -h  a-b) 


En  concordance  avec  le  théorème  très  connu  de  M.  Picard  ('), 
nous  avons  les  deux  intégrales  réductibles,  dépendantes  d'une 
même  courbe  du  genre  deux. 

7.  Avant  de  passer  à  la  réduction  par  les  substitutions  du  troi- 
sième ordre,  nous  étudierons  d'abord  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques  du  même  ordre. 

Transformation  du  troisième  ordre.  —  Soit  donnée  l'intégrale 
/■•'■  dx 

Posons 

r^' dx^ r^ dy^ 

X  ^kx^-gtx-g,      J ^  v/4j3_^^_^' 

,    .        x^ -\- ax-^  bx -^  c       -,      —    — \ 

?(^)  =  — x^^^—^, —  -  p(«.  ^^^  ^3), 

a,  b,  c,  a  étant  des  indéterminées.  Nous  avons 

5?3+(rt  —  (',)a7-+(i>-{-2aci)j7-f-c  —  aVi  =  (r  —  ^)2(a:— ei), 
x^-^-{a  —  ei)x-^{b  +  i7.ei)x  -^  c  —  'x''-ei={x  —  r^y-^x  —  e^), 
.r3-i-  (  rt  —  ^3)5-2+  (6  -4-  o.aë^).r-+-  c  — aV3=  (.r  —  r  )2(.r  —  ^3), 

(')  Didl.  de  la  Société  math.,  t.  MI,  p.  i53. 
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où 

sont  les  racines  de  l'équation 

c'est-à-dire 

(7)  37*  —  ooLx-  —  {b  -\--?.ai)x  —  (6a  +  2c)  =  o. 

De  la  divisibilité  des  polynômes 

x^  -\-  {a  —  ei)a72-i-  (ô  +  2aei):r  H-  c  —  a-gj , 
x^ —  i^x  +  \-^ 

nous  concluons 

i"  2^-1- a  —  ej  =  — ei, 

2°  2^3-1-  ^2  (a  —  gj)  —  c_|_a2ei  =  o, 

De  ces  équations  et  de  leurs  analogues,  nous  trouverons 

De  l'équation  ('-),  nous  avons 

donc 

a  =  —  2  a. 

II  est  facile  de  prouver  que 

2(?ei  +  Tjgj  4-  ^63)  =  2^  ^<?i  =  b  —  7.-, 

Ayant  l'équation 

x^ -— a  x'^ -i- b  X -\- c        —       {x  —  ei)(x  —  ^)^ 
—  ei  = 


nous  [)()serons 

37  =  ei; 
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alors 

(  8  ^ —^ =  2  ?  —  2  a  ; 

par  conséquent 
Mais 

•^  ^1  _    l6,^o  73-1-  36,^3  a2 — ,^2,^:i 

^ioL  —  eiy^"        (/,a3— ^2^-  — ^3J-*      ' 
par  conséquent 
(9)     (i6^2a='+36,^3a2  — ^2^3)(^  —  a2)-+-(24^oa2+ 72^37 -|-2^|)c  =  o. 

De  l'équation  (8),  nous  obtiendrons 

=2ta  —  2cei — îo:--i-  '2  0Lei. 

ri  —  ex 

D'où  il  suit  que 


ou 


^^  a  —  t'i  .^  X  —  Cl  ' 

Et  comme 


2 
2 


»  2-*        o  3 

I  12X2  —    o-., 


a  —  ^1         4  ^^  —  »'2  3C  —  A'j 
nous  aurons 

(10)  ^4a3  4-  -23C  +  ■îgz){b  —  a^)  -i-  (p.ia^  —  ^^2)0  =  o. 

Des  équations  (9)  et  (10)  on  pont  conclure 

b  —  a-=  o,         c  =  0; 

mais  alors  l'équation  (7)  prendra  la  forme 

x^—  3a.r2-h  3a- J-  —  a'' =  (.r  —  a)3, 
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ce  qui  esl  impossible;  donc 

(i6^2a^-f-36^3a2— i,'-.^3),     (24^2a2-^  j-i^'sX  +  2^1) 

ou 

(/,ir2a3+  .4ié'3a^-  48  ^"las-,  68  ^-0^-3  a'-  -  (2^-|  +  144^-2  )a  -  ^S'ÎSS  =  o 

OU 

(48ai—  .^4  r>-.,a2_48^-3a  — ^|)(2^2a  +  3^-3)  =  o. 

D'où  il  résulte  l'équation 

(m)  48ai— 24^2-/2- 48^35'-  — ^1  =  0; 

par  conséquent 


=«  =  ?{   ^'    .^•2,    A'i)     (  M- 

Ce  résultat  concorde  complèlement  avec  la  solution  transcen- 
dante du  proJDlème  de  la  transformation  (-). 

8.   Il  est  facile  de  prouver  que 

2^-<?i  =  —  3  c, 

Posons,  pour  abréger, 

b  —  a-  =  7,  c  ^  T. 

L'équation  (8)  nous  donne 

af  eia  +  2;-  =  \  d'- —  ol^z) ('■'■- —  2e,a  -i-  ef  ); 
d"()ù 


(')  Halphen,  Traite  des  fondions  ellipliques,  etc.,  t.  III,  p.  214. 
(-)  liull.  des  Sciences  math.,  2°  série,  t.  XWII,  novcinbic  igoS. 

Hull.  des  Sciences  mat/iém.,  2«  série,  t.  WV'III.  (Août  1904.) 
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ou  h'ien 

a"''  -i-  (j  a-:  =  1 2  a^  7  —  1 8  aT 

OU 

(T- —  I2a(7  =  laaT. 

A  l'aide  de  récfuation  (lo),  nous  obtiendrons 

(I2a2— ^o)(7^  — r2a7)-î-i2a7('4a3^^2a-^5^3)  =  o. 
Et  comme 

d  =  b  —  OL'  ^  o, 

nous  avons 

2  i  ,£-2  a^  -+-  72  ^3  '^  -^  2  .^S 

(7  = 

Maintenant  remarquons  que 

(12-/2—  ^2)2  =14  îa'^—2|^oa2 +^|. 

De  l'équation  (i  i),  nous  avons 

i44a*=  72^2a-+i44^.3a-i-  3^"!: 

par  conséquent 

(I2a2— i,'2)2=  48^2^'-^- 144^3'^ -^-4^1  =  2('M^2a--^72^3  2c  +  2^|). 

Par  conséquent 

cr==(6_a2)=         6a2_i^2, 

T=         c         =— (2a3-Hi^2a-i-^3)- 

Pour  les  coefficients  de   l'équation  (7),   nous  obtiendrons  les 
expressions  suivantes  : 

6  H-  aaa  =  3a2 — ^ff.,, 
2C-K     6a  =  4a3— 3  «-oï  — 2^3. 

Par  cette  raison,  l'équation  (7)  aura  la  forme  suivante 
(12)'  ars— 3a:r2— (3a2— i^2)-r  — (4^^— 2*2^  — 2^3)  =  «• 
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Les  racines  de  cette  équation  sont 


^3=P(-^  -r-M-^ 


9.  Détermination  des  invariants  g2,  g's-  —  De  l'équation 

«  — ei=~2^  —  ei     (n"  7), 
nous  avons 

2a-Hei=  2^  —  e,, 

•la  -f-  62  =  2'f^  -h  e-2, 

2  a  4-  es  =  2  ^  -f-  es  ; 
d'où  il  suit 

4^2 —  2ae3+  eiC;  =  4  î'I  -^  ^^2^  H-  2ei'r]  -t-  Ci  e^, 

4  a"-—  2a «2+  ^163=  4^Ç  -1-263^  -+-  2eiw  -h  eiCs, 

4  ^-  —  2 a ei  -f-  Co 63  =  4 '0^  +  2 63 T,  -;-  2 ^2  ^  +  ^2 ^3  i 
donc 

I2a2— 1^2  =  —  i2a-+2g-2— a  ^j^^'i— ic-?'2'> 

(r5)  ,^2  =  120a- — 9,^'-2. 

En  outre,  nous  trouvons  facilement 

8a3-|^a--|^=8ïr.;:-42'''^<'^<   :    2  ^^^^^3  -  {  ^3. 
De  cette  équation,  nous  trouvons  facilement 
(«4)  ^3=  3i2a3—  42^2ît  —  27^3. 

10.  .]fultiplication  complexe.  —  En  posant 

de^  é(|uations  (i3)  et  (i/j)  nous  aurons 

(I-1-+    9)^2==i2oa2, 

([i.3-1- 27)^3=    3i2a3— 4t^2a, 


•228  pkemièuiî:  l'AiniE. 

En  mullij)liaiit  r('([ualion  (i  i)  par 

([JL2-t-9)2(tX^-}-27), 

nous  oblientlrons 

li.''  —  /\i  ;x5  —  285  \x^  —  739  ;J-^  —  1710  [x-  —  4o5  =  o. 

11.     Réduction    du    troisième    ordre.    —    Nous    considérons 
d'abord  un  excmpl<;,  très  intéressant,  indiqué  par  Hermite. 
On  demande  de  réduire  l'intégrale 

,    . ,  r  {X  —  t)  dx 

(I.-))  /    ,  ===  =  » 

à  une  intégrale  elliptique,  t  étant  une  quantité  inconnue. 
Posons 

(16)  x^'-^^a ^  ^P^"'  ^^'  ^'■^''  =  '^^^•■^• 

De  l'équation   (16)   nous    obtiendrons   les   trois   formules   sui- 
vantes : 

.-r'*-r-  (  a  —  4^1  )x''-^-  S.r  -^  y  —  iGrtej        (.r  —  :  C-Cr  —  .ri  ) 
Ï^TT^^ =  -^^—Va =-î(J^'^-^')' 

x^-^  (a  —  4'?-')-Z'--i-  Sa;  -t-  Y  —  r()«e.>        (x  —  r  i-(  .r  —  .r,  ) 

'■, 7 ^ =  ; ^  =  4  (  P  «  —  e,  ), 

a^--r-4«  .r2— 4  a  ^^^ 

a''*-T-  Ta  —  4c'3  ).r--r-  &57  -i-  v  —  iGac's        ('.r  —  "C  )-{  x  —  .Ts  ) 
OÙ 

sont  les  racines  de  l'équation 

x'^-^Zax-^b  =0, 
et 

sont  les  racines  de  l'équalion 

•^'  {x)  =  o, 
c'est-à-dire 

x'^-^{\ia—  fl)x2-^(8«a  —  ■i^)x  -^  \o^  =  o; 
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par  conséquent 

satisfont  à  l'équation 

(17)     x^~  tx--7-  {yt--r-  1-i.a  —  (3)37  -H  f^-r-  (laa  —  ^â)<  ^-  8aa  —  i-r  =  o. 

De  la  divisibilité  des  polynômes 

3^3 _l_  (a  —  4^1)'^''^  ^.r  4-  Y  ^  i6aei, 
(^  — ;)-  =  -^-— -2;^^;-, 

nous  concluons 


1°  2^3— (  a  —  4(-,  )Ï2— Y -i- i6a*i  =  o, 


,^    ZJ         \  î     ^_     C^ 


1  j;--f-2(a  —  4ei);-t-p  =  o, 

3'  2;-Ha  —  4^1  =  —  ^1- 

D'où  il  suit  que 

de  même 

•iLXz^'p  —  ;= 
donc 

De  même,  nous  obtiendrons  facilement 
De  l'équalion 


x' -T- a  3-2 -}- S  a" -i- 7  (r  —  i)^(x  —  Xi) 

; 7- -  —  Ui=  '-TT—^ ■■ 

x--h  ^a  X--  -î-  4  rt 


nous  aurons 


=  —  1l. 
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d'où 

(18)  (^-4a)a^i    ,   Y-4^^  ^„t. 

par  conséquent 

Et  cornine 

jLd  x'\  —  ^a        4«^-T-^'^'  ji^a7j4-4«        4<^^-î-6"' 

nous  obtiendrons 


4  a» +62  4a'^-i-6"^ 


— -2^ 


(19)  9«6p  +  9«-Y  +  (26-  —  i6a3)i  =  36a- 6. 

De  l'équation  (18)  nous  aurons 

p       /.,       4«C!i  — 4«)    ,    (y  —  f^ae^)xl 

vFï  -i-  4a  a7î  +  4<^  ' 

d'où 

3.S  — i-2a  — 4«(^-4a)V  ^_^^(-^_  jrtei)y-r^^^  ^oV  ï. 


(•20)       ( lO'-—  Q.Sa^)''^  -^  ç)ab-(  —  '2^a'- bt  —  {/ia^ -{-  b-2 )fi  =  36ab\ 

De  l'équation  (18)  nous  aurons  encore 

(^  — 4a)ï.ri-f-(Y  -  4«x)£  =  ■li^xl-hSa^'-; 
d'où 

(!3-4a)2^^i-^(Y-4«a)2^  =  '->-2^--^-ï-i-8aVt2. 

D'après    les    formules    trouvées    plus    liaul    pour    les   fonction: 
symétriques 


li-'^    2«'    1^'^'"    li- 
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nous  avons 

(21)  ^^—i8ixp-h^t-h^ar-—îty=o. 

Des  équations  (19)  et  (20)  nous  trouvons 

[^  — '  ï  — F^^ — ô — ' 

7  a  oja- 

Par  conséquent,  l'équation  (21)  nous  donne 
(•22)         ()aH*—(ç)oab  ~  63a'^)t^-i- (-jS^  —  \-26ab  —  2062)^2  —  o. 

On  peut,  à  l'aide  de  l'équation  (i  8)  et  des  fonctions  symétriques, 
former  une  autre  équation  définissant  t.  En  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  cette  nouvelle  équation  et  l'équa- 
tion (22),  nous  trouverons  la  valeur  t.  L'une  des  solutions  de 
l'équation  (22)  est 

^  =  0, 

c'est  ce  qui  donne  l'intégrale  réductible 

X  dx 


f 


\^(  X-  ^  f[  a  )  {  x^  ^  ô  a  X  -r-  b  ) 


indiquée  par  Hermite  et  citée  par  plusieurs  autres  auteurs. 

Nous  avons  calculé  les  éléments  de  la  réduction  de  cette  inté- 
grale dans  le  Mémoire  :  Recherche  analytique  sur  la  réduction 
des  intégrales  abcliennes  ('). 

12.   Considérons  encore  un  exemple.  Soit  donnée  l'intégrale 

(x  -^  a)  dx 


f 


Posons 


En  désignant 


^(x  -t-  a){x'■^-^-  iabx  -f-  c)(x  -\-  d) 


kr— QTi  =  4(P"-  e,)=^{x). 

{^X  T-   jJ  )'■ 


4(^1—63)  =  T, 


(')  Bull,  des  Sciences  math.,  2"  série,  t.  XWII,  juin  1908. 
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nous  aurons 

1"     a73-i-(3a4-cr)3-2-f-(3a2-l-2P(T)a7-f-(aî-H  ^^<y)  =  x^  -i-3abx-^c; 
■2"    x^  +  (3a  ^  z)x'-  -^  {3  a^  -h  ipz)cc  -h  {a^-^  ^^i)  =  (x  ^  d){x  +  i)\ 

—  H  étant  la  racine  de  l'équation 

'^'(x)  =  o, 
par  conséquent 

Il  est  facile  de  prouver  que 

,       a  —  b 

a  =  —  3  a,  b  = • , 

\c  =  a^ —  3  ab--+-  6a-b, 
1     =  (/  —  ^a     -r-  o6, 
5a--^  zab  —  ib-  —  8 ad  —  8bd  =  o 

ou 

(a-+-  b){5a  —  3b  —  Sd)  =^  o. 

Tl  ne  peut  pas  prendre 

a  -i-  6  =  o, 
car  alors 

P  =  «,         o(x)  =  X  -r-  a, 

ce  qui  est  impossible;  donc 

8^  =  5«  —  3  6. 
En  outre 

5i  a  -h  Q.yb 


CI  +  ■:  =  I2ej  =■ 


8 


ija-hob  -a  —  Çib  \oa 

j2  32  02 
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GEISSLER  (K.).  —  Anscii.viliche  Grlndlagen   der   matiiematisciien  Erd- 

KUNDE.    ZlM    SeLBSTVERSTEHEN  L'Nl)  ZLR   UxTERSTUTZl  XG   DES  UNTERrUCIITS. 

I  vol  in-8%  vii-99  pages,  62  figures.  Leipzig,  Teubiier,  1904. 

Le  Livre  de  M.  Gcissler  expose,  en  supposant  chez  le  lecleur  1res 
))eu  de  connaissances  malhématiques,  ce  qu'il  va  de  plus  essentiel 
dans  le  mouvement  ap|)arent  des  étoiles,  du  soleil  et  des  planètes. 
C'est,  si  l'on  veut,  une  Cosmographie  descriptive,  très  élémenlaire. 
L'effort  pour  rendre  les  choses  claires  sans  appareil  mathématique 
mérite  d'être  signalé. 

Une  autre  particularité  de  ce  Livre  est  dans  ces  nombreuses 
questions  posées  à  la  fin  de  chaque  paragraphe.  Elles  sont  destinées 
à  faire  réfléchir  le  lecteur,  à  piquer  sa  curiosité,  à  le  convaincre 
(ju'il  a  compris  ou  qu'il  n'a  pas  compris.  Peut-être,  après  une 
lecture  attentive,  ces  questions  le  suivront-elles  dans  une  prome- 
nade, et  contribueront-elles  à  créer  ou  à  développer  chez  lui  le 
sens  scientifique. 

Le  livre  de  M.  Geissler  m'a  fait  penser  à  un  enseignement  cpii 
me  paraît  possible  et  qui  ne  serait  pas  dénué  d'intérêt  :  l'ensei- 
gnement de  la  Cosmographie  conçu  comme  préparant  l'enseigne- 
iuenl  de  la  Géométrie.  Cet  enseignement  sérail,  bien  entendu, 
essentiellement  descriptif:  il  donnerait  l'occasion  de  présenter, 
;tu  fur  et  à  mesure  qu'il  se  déroulerait,  sous  une  forme  intuitive, 
un  certain  nombre  de  notions  géométriques  essentielles  sur  la 
droite  et  le  cercle,  sur  les  droites  et  plans  parallèles  ou  perpendi- 
cidaircs,  sur  les  mouvements  de  Iranslalioa  et  de  rotation,  sur  la 
s|)l«ère,  sur  les  coordonnées;  avec  de  bonnes  figures  et  un  très 
|)clit  nombre  d'appareils,  avec  beaucoiq)  de  soin  et  de  patience 
chez  le  maître,  qui  ne  devrait  pas  craindre  les  digressions,  cela  me 
|)araît  parfaitement  réalisable  ;  tout  en  accjiiérant  la  connaissance 
de  faits  aslronomi(|ues  très  intéressants,  en  d(helo|)paiit  en 
quelque  sorte  leur  imaginatioi.  géométritjue  et  cinémali(pie,  ceux 
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qui  suivraient  un  pareil  enseignement  se  rendraient  peut-être 
compte  de  la  nécessité  d'une  élude  systématique  et  approfondie 
de  celle  Géométrie,  dont  les  débuts,  présentés  sous  la  forme 
euclidienne,  semblent  aux  enfants  si  étranges,  si  secs  et  si 
inutiles.  J.   T. 


MELANGES. 


ÉTUDE  SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DES  MÉTHODES  GÉOMÉTRIQUES, 

lue  le  24  septembre  i^o^  au  conghès  des  sciences  et  des  arts  a  saixt-lovis  ; 

Par  m.  Gaston  DARBOLX. 


I. 

Pour  bien  se  rendre  compte  des  progrès  que  la  Géométrie  a 
faits  au  cours  du  siècle  qui  vient  de  iinir,  il  importe  de  jeter  un 
coup  d'oeil  rapide  sur  l'état  des  Sciences  mathématiques  au  com- 
mencement du  xix"  siècle.  On  sait  ([ue,  dans  la  dernière  période 
de  sa  vie,  Lagrange,  fatigué  des  recherches  d'Analyse  et  de  Méca- 
nique, qui  lui  assurent  pourtant  une  gloire  immortelle,  avait 
négligé  les  Mathématiques  pour  la  Chimie  qui,  d'après  lui,  deve- 
nait facile  comme  TAlgèbre,  pour  la  Physique,  pour  les  spécula- 
tions philosophiques.  Cet  état  d'esprit  de  J^agrangc,  nous  le 
retrouvons  presque  toujours  à  certains  moments  de  la  vie  des  plus 
grands  savants.  Les  idées  nouvelles  qui  leur  sont  ajijiarues  dans  ta 
])ériode  féconilc  de  la   jeunesse   cl    cpi  ils   oui    iniroduilos   dans   le 
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domaine  coinniiin  leur  ont  donné  tout  ce  qu'ils  pouvaient  en 
attendre;  ils  ont  rempli  leur  tâche  et  éprouvent  le  besoin  de 
tourner  vers  des  sujets  tout  nouveaux  l'activité  de  leur  esprit.  Ce 
besoin,  il  faut  le  reconnaître,  devait  se  manifester  avec  une  force 
toute  particulière  à  l'époque  de  Lagrange.  A  ce  moment,  en  eCTct, 
le  programme  des  recherches  ouvertes  aux  géomètres  parla  décou- 
verte du  Calcul  infinitésimal  paraissait  bien  près  d'être  épuisé. 
Des  équations  dilTérentielles  [)lus  ou  moins  compliquées  à  inté- 
grer, quelques  chapitres  à  ajouter  au  Calcul  intégral,  et  il  semblait 
qir'on  allait  toucher  aux  bornes  mêmes  de  la  Science.  La|:)lace 
achevait  rex|)licalion  du  système  du  monde  et  jetait  les  bases  de 
la  Physique  moléculaire.  Des  voies  nouvelles  s'ouvraient  pour  les 
sciences  expérimentales  et  préparaient  l'étonnant  dévelo])pement 
qu'elles  ont  reçu  au  cours  du  siècle  qui  vient  de  finir.  Ampère, 
Poisson,  Fourier  et  Cauchj  lui-même,  le  créateur  de  la  théorie 
des  imaginaires,  se  préoccupaient  avant  tout  d'étudier  ra|)plication 
des  méthodes  analytiques  à  la  îMécanique,  à  la  Phvsique  molécu- 
laire et  semblaient  croire  qu'en  dehors  de  ce  nouveau  domaine, 
qu'ils  avaient  hâte  de  parcourir,  les  cadres  de  la  Théorie  et  de  la 
Science  étaient  définiti\ement  fixés. 

La  Géométrie  moderne,  c'est  un  titre  que  nous  devons  reven- 
diquer pour  elle,  est  venue,  dès  la  fin  du  xviii*'  siècle,  contribuer 
dans  une  large  mesure  au  renouvellement  de  la  Science  mathéma- 
lique  tout  entière,  en  oOrant  aux  recherches  une  voie  nouvelle  et 
li'eonde,  et  surtout  en  nous  monirant,  par  des  succès  éclatants, 
(pie  les  méthodes  générales  ne  sont  pas  tout  dans  la  Science  et  (|uc, 
même  dans  le  sujet  le  plus  simj)le,  il  y  a  beaucoup  à  faire  pour  v\n 
esprit  ingénieux  et  inventif.  Les  belles  démonstrations  géomé- 
trupies  de  Iluyghens,  de  Newton  et  de  Clairaut  étaient  oubliées  ou 
négligées.  I^es  idées  géniales  introduites  par  Desargues  et  l'ascal 
étaient  restées  sans  développement  et  paraissaient  être  tombées  sur 
un  sol  stérile.  Carnot,  par  VEssai  sur  les  transK'cisalcs  et  la 
iicomclrie  de  j>ositioii,  Monge  surtout,  par  la  création  de  la 
(jéométrie  descriptive  et  par  ses  belles  théories  sur  la  généialion 
des  surfaces,  sont  venus  renouer  une  chaîne  cpii  paraissait  brisée. 
Ciràce  à  eux,  les  conceptions  des  inventeurs  de  la  Géométrie  ana- 
lytique, Descaries  et  Fermai,  ont  repris  auj)rès  du  Calcul  inlinité- 
sjmal  de  Leibni/,  cl  de  Newton   la   place    (pion    leur  avait   laissé 
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perdre  el  qirclles  n'auraient  jamais  dû  cesser  d'occuper.  Avec  sa 
Géoméuie,  disait  Lagrange  en  parlant  de  Monge,  ce  diable 
dliomine  se  rendra  immorlel.  El,  en  efifet,  non  seulement  la 
Géométrie  dcsciipllvc  a  |)erniis  de  coordonner  et  de  perfectionner 
les  procédés  employés  d;ins  tous  les  arts,  «  où  la  précision  de  la 
forme  est  une  condition  do  succès  et  d'excellence  pour  le  travail  et 
ses  produits  »  ;  mais  elle  est  apparue  comme  la  traduction  gra- 
phique d'une  Géométrie  générale  et  purement  rationnelle,  dont  de 
nombreuses  et  importantes  recherches  ont  démontré  riieureuse 
fécondité.  A  côté  de  la  Géométrie  descriptive  nous  ne  devons  pas 
d'ailleurs  oublier  de  placer  cet  autre  chef-d'œuvre  qui  a  nom 
V Application  de  l'analyse  à  la  Géométrie  ;  nous  ne  devons  pas 
oublier  non  |)lus  que  c'est  à  Monge  que  sont  dues  la  notion  des 
lignes  de  courbure  et  l'élégante  intégration  de  l'équation  diffé- 
rentielle de  ces  lignes  pour  le  cas  de  rellipsoïde,  que  Lagrange, 
dit-on,  lui  enviait.  Il  faut  insister  sur  ce  caractère  de  l'ensemble 
de  rOEuvre  de  Monge.  Le  rénovateur  de  la  Géométrie  moderne 
nous  a  moiiirr,  dès  le  début,  ses  successenrs  l'ont  peut-être  oublié, 
(|ue  l'alliance  de  la  Géométrie  et  de  l'Analyse  est  ntile  et  féconde, 
que  cette  alliance  est  peut-être  une  condition  de  succès  pour  l'une 
et  pour  l'autre. 

IL 

A  l'école  de  Monge  se  formèrent  de  nombreux  géomètres  :  Ha- 
chette, Brlanchon,  Chappuis,  Binet,  Lancret,  Dupin,  Malus,  Gaul- 
tier de  Tours,  Poncelet,  Cliasles,  etc.  Parmi  eux,  Poncelet  se  place 
au  premier  rang.  Négligeant  tout  ce  qui,  dans  les  travaux  de  Monge, 
se  rattache  à  l'Analyse  de  Descartes  ou  concerne  la  Géométrie  Ind- 
nitéslmale,  il  s'attacha  exclusivement  à  dévelo|)per  les  germes  con- 
tenus dans  les  recherches  purement  géométritpies  de  son  illustre 
devancier.  Eait  prisonnier  par  les  Russes  en  i8i3  au  passage  du 
Dnieper  et  interné  à  SaraloOT,  Poncelet  employa  les  loisirs  que  lui 
laissait  sa  ea|)tivllé  à  la  démonstration  des  principes  qu'il  a  déve- 
lop|)és  dans  le  Traité  des  propriétés  projectiles  des  figures,  paru 
en  18:22,  et  dans  les  grands  Mémoires  sur  les  polaires  réciproqties 
et  sur  les  moyennes  luirtnonicpics,  cpii  remontent  à  peu  près  à  la 
même  ('poipie.  C'est  ilonc  à  Saraloll  (pii-^t  née,  on  pi'ut   le  dire,  la 
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Géoméliio  moderne.  Renouant  la  chaîne  interrompue  depuis  Pascal 
et  Desargues,  Poneelet  introduisit  à  la  fois  l'homologie  et  les  po- 
laires réciproques,  mettant  ainsi  en  évidence,  dès  le  début,  les  idées 
fécondes  sur  lesquelles  la  Science  a  évolué  pendant  5o  ans. 

Présentées  en  opposition  avec  la  Géométrie  analytique,  les  mé- 
thodes de  Poneelet  ne  furent  pas  favorablement  accueillies  par  les 
analystes  français.  Mais  telles  élaient  leur  impoitance  et  leur  nou- 
veauté ([u'elles  ne  tardèrent  pas  à  susciter,  de  divers  côtés,  les 
recherches  les  phis  approfondies.  Poneelet  avait  été  seul  à  décou- 
vrir les  principes;  plusieurs  géomètres,  au  contraire,  apparurent 
presque  en  même  temps  pour  les  étudier  sur  toutes  leurs  faces  et 
pour  en  déduire  les  résultats  essentiels  qui  y  étaient  implicitement 
contenus. 

A  cetle  épo  |ue,  Gcrgonne  dirigeait  avec  éclat  un  Pvecueil 
périodique  qui  a  aujourd'hui  pour  l'iiistoire  de  la  Géométrie  un 
prix  inestimable.  Les  Annales  de  MaUiématiques ,  publiées  à 
JNîmes  de  1810  à  i83i ,  ont  été  pendant  plus  de  quinze  ans  le  seul 
journal  du  monde  entier  exclusivement  consacré  aux  recherches 
de  mathématiques.  Gergonne,  qui  nous  a  laissé  à  bien  des  égards 
lin  excellent  modèle  du  directeur  de  journaux  scientifiques,  avait 
les  di'fauts  de  ses  qualit^'-s;  il  collaborait,  souvent  contre  leurgrt', 
avec  les  auteurs  des  Mémoires  qui  lui  étaient  envovés,  remaniiiit 
lenr  rédaction  et  leur  faisait  dire  quelquefois  plus  ou  moins  qu'ils 
n'auraient  voulu.  Quoi  cpi'il  en  soit,  il  fut  vivement  frap[)é  de 
l'originalité  et  de  la  portée  des  découvertes  de  Poneelet.  On  con- 
naissait déjà  en  Géométrie  quelques  méthode  simples  de  transfor- 
mation des  figures;  on  avait  même  employé  l'homologie  dans  le 
plan,  mais  sans  Tétendre  à  l'espace,  comme  le  fit  Poneelet,  ni  sur- 
tout sans  en  connaître  la  |)uissance  et  la  fécondité.  D'ailleurs  toutes 
ces  transformations  étaient  ponctuelles,  cest-à-dire  qu'elb's  lai- 
saient  correspondie  un  poiutà  un  |)oint.  En  introduisant  Ic^  po- 
laires réciprof|ues,  Poneelet  faisait  au  plus  haut  degré  œuvre 
d'inventeur;  car  il  donnait  le  premier  exemple  d'une  transfor- 
mation dans  laquelle  à  \\n  point  correspondait  autre  chose  (pi'un 
point.  Toute  méthode  de  transformation  permet  de  multiplier  le 
nombre  des  théorèmes,  mais  celle  des  polaires  réci[)ro(|ues  avait 
I  avantage  de  faire  correspondre  à  une  j^roposilion  une  autre 
proposition  d'as])cct  tout  tliU'ércnl.  Il  v  axait  là  un    fait  essentielle- 
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ment  nouveau.  Pour  le  mellre  en  évidence,  Gergonne  inventa  le 
sjslcnie,  qui  depuis  a  eu  lant  de  succès,  des  Mémoires  écrils  sur 
doubles  colonnes,  avec  les  propositions  corrélalives  en  regard;  et 
il  eut  l'idée  de  substituer  aux  démonstrations  de  Poncelet,  c[ui  exi- 
geaient l'intermédiaire  d'une  courbe  ou  d'une  surface  du  second 
ordre,  le  fameux  principe  de  dualité,  dont  la  signification,  un 
peu  vague  d'abord,  fut  suffisamment  éclaircie  par  les  discussions 
qui  s'établirent  à  ce  sujet  entre  Gergonne,  Poncelet  et  Pliicker. 

Bobillier,  Chasles,  Sleiner,  Lamé,  Sturm  et  bien  d'autres  (juc 
j'oublie  étaient,  en  même  temps  que  Pliicker  et  Poncelet,  les  col- 
laborateurs assidus  des  Annales  de  Maihéniatiques.  Gergonne, 
devenu  recteur  de  l'Académie  de  Montpellier,  dut  interrompre  en 
i83  I  la  publication  de  son  journal.  Mais  le  succès  qu'il  a \  ait  obtenu, 
le  goût  des  recherches  cpi'il  avait  contribué  à  développer  avaient 
commencé  à  porter  leur  fruit.  Quételet  venait  de  créer  en  Belgique 
la  Correspondance  mathématique  et pJiysique.  Crelle,  dès  i82(), 
l'aisait  paraître  à  Berlin  les  |iremières  feuilles  de  sou  célèbre  jour- 
nal, où  il  publiait  les  Mémoires  d'Abel,  de  Jacobi,  de  Steiner.  Un 
grand  nombre  d'Ouvrages  séparés  allaient  aussi  paraître,  où  les 
principes  de  la  Géométrie  moderne  devaient  être  magistralement 
exposés  et  développés. 

(^cst  d'abord  en  182-  le  Calcul  barycentrique  de  M(ibius, 
œuvre  vraiment  originale,  remarquable  par  la  profondeur  des  con- 
ceptions, la  netteté  et  la  rigueur  de  l'exposition;  puis  en  1828  les 
Analytiscli-geometrische  Entivlckelungen  de  Pliicker  dont  la 
seconde  partie  parut  en  i83i  et  qui  furent  bientôt  suivis  du 
System  der  analytisclien  Géométrie  du  même  auteur  |)ublié  à 
lîerlin  en  i835.  En  i832,  Steiner  faisait  paraître  à  Berlin  son  grand 
Ouvrage  :  Systeniatisclie  E ntivickelnng  der  Abhdngigkeit  der 
geomelrischen  Gestalten  von  ei/tander,  et,  l'année  suivante,  les 
Geometrische  Constructionen  ausi^efulirt  mittelst  der  sreraden 
Lune  und  eines  festen  Kreises,  où  se  trouvait  confirmée  par  les 
excuq)les  les  j)lus  éléganls  une  jiroposilion  de  Poncelet  relative  à 
l'emploi  d'un  seul  cercle  pour  les  constructions  géométriques, 
hnlin,  en  i83o,  Chasles  envoyait  à  l'Académie  de  Bruxelles,  qui 
heureusement  inspirée  avait  mis  au  concours  une  étude  des  prin- 
cipes (le  la  Géiimélrie  moderne,  sou  célèbre  Aperçu  historique 
sur  l  origine  et  le  d<\el<q)/>e/n('/it  'les  nirlhorlcs  en  Géométrie , 
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suivi  du  Mémoire  sur  deux  principes  généraux  de  la  Science  : 
la  dualité  et  V homographie,  qui  fut  publié  seulement  en  iSSy. 
Le  temps  nous  manquerait  pour  apprécier  dignement  ces  beaux. 
Ouvrages  et  pour  faire  ici  la  part  de  chacun  d'eus.  A  quoi  d'ail- 
leurs pourrait  nous  conduire  une  telle  élude,  sinon  à  une  vérifica- 
tion nouvelle  des  lois  générales  du  développement  de  la  Science. 
Quand  les  temps  sont  mûrs,  quand  les  principes  fondamentaux  ont 
été  reconnus  et  énoncés,  rien  n'arrête  la  marche  des  idées;  les 
mêmes  découvertes,  ou  des  découvertes  à  peu  près  équivalentes, 
se  produisent  à  peu  près  au  même  instant,  et  dans  les  lieux  les 
plus  divers.  Sans  entreprendre  une  discussion  de  ce  genre  qui 
pourrait  d'ailleurs  paraître  inutile  ou  devenir  irritante,  il  importe 
cependant  que  nous  fassions  ressortir  une  différence  fondamentale 
entre  les  tendances  des  grands  géomètres  qui,  vers  i83o,  vinrent 
donner  à  la  Géométrie  un  essor  inconnu  jusque-là. 


m. 


Les  uns,  comme  Chasies  et  Steiner,  qui  consacrèrent  leur  vie 
entière  aux  recherches  de  pure  Géométrie,  opposèrent  ce  (pi  ds 
appelaient  la  synthèse  à  Vanalvsc  et,  adoptant  dans  l'ensemble 
sinon  dans  le  détail  les  tendances  de  Poncelet,  ils  se  proposèrent 
de  constituer  une  doctrine  indépendante,  rivale  de  l'analjse  de 
Descaries. 

l'oncclet  n'avait  pu  se  contenter  des  ressources  insuffisantes 
fournies  par  la  méthode  des  projections;  pour  atteindre  les  imagi- 
naires, il  avait  du  imaginer  ce  fameux  principe  de  continuité  cpii 
a  donné  naissance  à  de  si  longues  discussions  entre  lui  et  Caucliv. 
(Convenablement  énoncé,  ce  principe  est  excellent  et  peut  rendre 
de  grands  services.  Poncelet  lui  faisait  du  tort  en  se  refusant  à  le 
présenter  comme  une  simple  conséquence  del'Analvse;  et  Cauchy, 
d'autre  part,  ne  voulait  pas  reconnaître  que  ses  propres  objections, 
applicables  sans  doute  à  certaines  figtires  transcendantes,  demeu- 
raient sans  force  dans  les  a|)plicalions  faites  jiar  railleur  du 
Traité  des  propriétés  projectiles.  (Quelque  opinion  que  Ton  se 
fasse  au  sujet  d'une  telle  discussion,  elle  montra  du  moins  de  la 
manière  la    plus   cliiirc    cpic   le   sv.«,lèiiic   géométrique   de   Poncelet 
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reposait  sur  une  base  analytique  et  nous  savons  du  reste,  par  la 
publication  malencontreuse  des  cahiers  de  SaratofT,  que  c'est  à  Taide 
de  l'analyse  de  Descartes  qu'ont  été  établis  les  principes  qui  servent 
de  base  au  Traité  des  propriétés  projecthes. 

Moins  ancien  que  Poncelet,  qui  d'ailleurs  abandonna  la  Géo- 
métrie j)Our  la  Mécanique  où  ses  travaux  ont  eu  une  influence 
prépondérante,  Chasles,  pour  qui  fui  créée  en  1847  une  chaire 
de  Géométrie  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
selTorça  de  constituer  une  doctrine  géométrique  entièrement  in- 
dépendante et  autonome.  Il  la  exposée  dans  deux  ouvrage»»  de 
haute  importance,  le  Traité  de  Géométrie  supérieure,  qui  date 
de  i852,  et  le  Traité  des  sections  coniques,  malheureusement 
inachevé  et  dont  la  première  partie  seule  a  paru  en  i865. 

Dans  la  préface  du  premier  de  ces  ouvrages  il  indique  très  net- 
tement les  trois  points  fondamentaux  qui  permettent  à  la  nouvelle 
doctrine  de  participer  aux  avantages  de  l'analjse  et  lui  paraissent 
marquer  un  progrès  dans  la  culture  de  la  science.  Ce  sont  : 

1°  L'introduction  du  princijie  des  signes,  qui  simplifie  à  la  fois 
les  énoncés  et  les  démonstrations,  et  donne  à  l'analyse  des  trans- 
versales de  Carnot  toute  la  portée  dont  elle  est  susceptible; 

2"  L'introduction  des  imaginaires,  qui  supplée  au  princijîe  de 
continuité  et  fournit  des  démonstrations  aussi  générales  que 
celles  de  la  géométrie  analytique; 

3°  La  démonstration  simultanée  des  propositions  cpii  sont  cor- 
rélatives, c'est-à-dire  qui  se  correspondent  en  vertu  du  principe 
de  dualité. 

Chasles  étudie  bien  dans  son  Ouvrage  l'homographie  et  la  cor- 
rélation; mais  il  écarte  svslémati(piemenl  dans  son  exposition 
l'emploi  des  tiansformatious  des  (igures,  lesquelles,  j)ensc-t-il,  ne 
peuvent  suppléer  à  des  démonstrations  direi;les  juirce  qu'elles 
mascpienl  l'origine  et  la  véritable  nature  des  propriétés  obtenues 
par  leur  moyen.  Il  v  a  du  vrai  dans  ce  jugement,  mais  la  marche 
même  tle  la  science  nous  lermet  de  le  trouver  trop  sévère.  S'il 
arrive  souvent  que,  emp'  ées  sans  discernement,  les  transfor- 
mations multiplient  inulileuienl  le  nombre  des  théorèmes,  il  ne 
l;iut  pas  méconnaître  qu'elles  nous  aident  souvent  aussi  à  mieux 
connaîlic   la  iiatuie  des  [)!oj)Osilions  mCmes  auxcpiellcs  elles  ont 
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été  appliquées.  N'est-ce  pas  l'emploi  de  la  projeclion  de  Poncelet 
(Hil  a  conduit  à  la  distinction  si  féconde  entre  les  pro[)iiétés  pro- 
jeclives  et  les  propriétés  métriqnes,  qui  nous  a  fait  aussi  connaître 
la  haute  importance  de  ce  rapport  anharmonique,  dont  la  |)ro- 
priété  essentielle  se  trouve  déjà  dans  Pappus,  et  dont  le  rôle  fon- 
damental n'a  commencé  à  apparaître  après  quinze  siècles  que 
dans  les  recherches  de  la  géométrie  moderne  ? 

L'introduction  du  principe  des  signes  n'était  pas  aussi  nouvelle 
que  le  croyait  Cliasles  au  moment  où  il  écrivait  son  Traité  de 
Géométrie  supérieure.  Déjà  Mobius,  dans  son  Calcul  Bary- 
centrique,  avait  donné  suite  à  un  desideratum  de  Carnot,  et 
employé  les  signes  de  la  manière  la  plus  large  et  la  plus  précise, 
en  définissant  pour  la  première  fois  le  signe  d'un  segment  et 
même  celui  d'une  aire.  11  a  réussi  plus  tard  à  étendre  l'usage  des 
signes  à  des  longueurs  qui  ne  sont  pas  portées  sur  la  même  droite 
et  à  des  angles  qui  ne  sont  pas  formés  autour  d'un  même  point. 
D'ailleurs  Grassmann,  dont  l'esprit  a  tant  d'analogie  avec  celui  de 
Mobius,  avait  dû  nécessairement  employer  le  principe  des  signes 
dans  les  définitions  qui  servent  de  base  à  sa  méthode  si  originale 
d'étude  des  propriétés  de  l'étendue. 

Le  second  caractère  que  Chasles  assigne  à  son  système  de  géo- 
métrie, c'est  l'emploi  des  imaginaires.  Ici  sa  méthode  était  réel- 
lement nouvelle  et  il  a  su  l'illustrer  par  des  exemples  de  haut 
intérêt.  On  admirera  toujours  les  belles  théories  qu'il  nous  a 
laissées  sur  les  surfaces  homofocales^'du  second  degré,  où  toutes 
les  proj)riélés  connues  et  d'autres  nouvelles,  aussi  variées  qu'é- 
légantes, dérivent  de  ce  princi[)e  général  qu'elles  sont  inscrites 
d.ins  une  même  dévcloppable  circonscrite  au  cercle  de  l'infini. 
ALds  Chasles  n'a  introduit  les  imaginaires  que  par  leurs  fonctions 
s\métri(pies  et  n'aurait  pu,  par  consé(pient,  définir  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  éléments  lorscjue  ceux-ci  cessent  d  être 
réels  en  tout  ou  en  partie.  Si  Chasles  avait  pu  établir  la  notion 
du  rapport  anharmonique  d'éléments  imaginaires,  une  formule 
qu'il  donne  dans  la  Géométrie  supérieure  (p.  1  i8  de  la  nouvelle 
édition)  lui  aurait  immédiatement  fourni  celte  belle  définition  de 
l'angle  comme  logarithme  d'un  rapport  anharmonique  qui  a  per- 
mis à  Laguerre,  notre  confrère  regretté,  de  résoudre  d'une  manière 
complète  le  prublèmc,  si  longtemps  cherché,  de  la  IransCormaliun 
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des  relulions  qui  conliennenl  à  la  fols  des  angles  et  des  seginenls 
dans  riioinogiaphie  el  la  corrélalion. 

Comme  Chasies,  Sleiner,  le  grand  et  le  profond  géomèlre,  a 
suivi  la  voie  de  la  géomélrie  pure;  mais  il  a  négligé  de  nous 
donner  un  exposé  complet  des  méthodes  sur  lesquelles  il  s'ap- 
pujait.  On  peut  toutefois  les  caractériser  en  disant  qu'elles  re- 
posent sur  l'introduction  de  ces  formes  géométriques  élémen- 
taires, que  Desargues  avait  déjà  considérées,  sur  le  développement 
qu'il  a  su  donner  à  la  théorie  des  polaires  de  Bobillier,  et  enfin 
sur  la  consiriiclion  des  courbes  et  des  surfaces  de  degrés  su- 
périeurs, à  l'aide  de  faisceaux  ou  de  réseaux  de  courbes  ou  de 
surfaces  d  ordres  moindres.  A  défaut  des  recherches  récentes, 
l'Analyse  suffirait  à  montrer  que  le  champ  ainsi  embrassé  a  l'é- 
tendue même  de  celui  dans  lequel  nous  introduit  sans  cHurt  l'ana- 
lyse de  Descaries. 

IV. 

Pendant  que  Chasies,  Steiner,  et  plus  tard,  comme  nous  le 
verrons,  v.  Staudt,  s'attachaient  à  constituer  une  doctrine  rivale 
de  l'Analyse  et  dressaient  en  quelque  sorte  autel  contre  autel, 
Gergonne,  Bobillier,  Sturm,  Pliicker  surtout,  perfectionnaient 
la  géométrie  de  Descartes  et  constituaient  un  système  analv- 
tic[ue  en  quchpie  sorte  adéquat  aux  découvertes  des  géomètres. 
C'e^t  à  Bobillier  el  à  Pliicker  que  nous  devons  la  méthode 
dite  des  nolations  ahrcgées.  Bobillier  lui  a  consacré  quelques 
pages  yraimcnl  neuves  dans  les  derniers  volumes  des  Annales 
de  Gergonne.  Pliicker  a  commencé  à  la  développer  dans  son 
premier  Ouvrage,  bientôt  suivi  d'une  série  de  travaux  où  sont 
établies  d'une  manière  pleinement  consciente  les  bases  de  lu 
géométrie  anaiytitjiie  moderne.  C'est  à  lui  (pie  nous  devons  les 
coordonnées  langen tielles,  les  coordonnées  Irilinéaires,  employées 
avec  des  équations  homogènes,  et  enfin  rcm|)loi  des  iormes  cano- 
niques dont  la  validité  se  reconnaît  par  la  méthode,  si  trompeuse 
quelquefois  mais  si  féconde,  dite  de  Vcnitmération  des  con- 
stantes. Toutes  ces  heureuses  acquisitions  allaient  infuser  un  sang 
nouveau  à  l'analyse  de  Descartes  et  la  mettre  en  mesure  de  donner 
leur   |tlrnic   ^ignilicalion  aux   conceptions   dont  la  géométrie  dite 
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synLhétùjue  u'avait  pu  se  rendre  complclement  maîlrcsse.  Piiicker, 
auquel  il  est  sans  doute  équitable  d'adjoindre  Bobillier,  enlevé 
par  une  mort  prématurée,  doit  être  regardé  comme  le  véritable 
initiateur  de  ces  mélliodes  de  l'Analyse  moderne  oîi  l'emploi  des 
coordonnées  homogènes  permet  de  traiter  simultanément,  et  sans 
que  le  lecteur  s'en  aperçoive  pour  ainsi  dire,  en  même  temps 
qu'une  figure,  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  par  riiomograpliie 
et  la  corrélation. 

V. 

A  partir  de  ce  moment  s'ouvre  une  période  brillante  pour  les 
recherches  géométriques  de  toute  nature.  Les  analystes  inter- 
prètent tous  leurs  résultats  et  se  préoccupent  de  les  traduire  par 
des  constructions.  Les  géomètres  s'attachent  à  découvrir  dans 
chaque  (juestion  quelque  principe  général,  le  plus  souvent  indé- 
montrable sans  le  secours  de  l'analjse,  pour  en  faire  découler  sans 
elFort  une  fouie  de  conséquences  particulières,  solidement  reliées 
les  unes  aux  autres  et  au  principe  d'où  elles  dérivent.  Otto  liesse, 
brillant  disciple  de  Jacobi,  développe  d'une  manière  admirable 
cette  méthode  des  homogènes  à  laquelle  Pliicker  peut-être  n'avait 
pas  su  donner  toute  sa  valeur.  Boole  découvre  dans  les  polaires 
de  Bobillier  la  première  notion  du  covariant;  la  théorie  des 
formes  se  crée  par  les  travaux  de  Cajiey,  de  Sjlvester,  d'Jlermlte, 
de  Brioschi.  Plus  tard,  Aronhold,  Clebsch  et  Gordan  et  d'autres 
géomètres  encore  vivants  lui  fournissent  ses  notations  définitives, 
établissent  le  théorème  fondamental  relatif  à  la  limitation  du 
nombre  des  formes  covariantes  et  achèvent  ainsi  de  lui  donner 
toute  son  ampleur. 

La  théorie  des  surfaces  du  second  ordre,  édifiée  principalement 
par  l'école  de  Plonge,  s'enrichit  d'uni;  foule  de  propriétés  élé- 
gantes, établies  principalement  par  O.  liesse,  qui  doit  trouver 
plus    tard    en    Paul    Serret   un  digne  émule  et  un   continuateur. 

Les  propriétés  des  polaires  des  courbes  algébriques  sont  déve- 
loppées par  Pliicker  et  surtout  par  Stoiner.  L'étude  déjà  ancienne 
des  courbes  du  troisième  ordre  est  rajeunie  et  enrichie  d'une 
foule  d'f'-lémcnls  nouveaux.  Sleiner,  le  premier,  étudie  par  la 
Oéométrie  pure  les  tangentes  doidjlcs   des  courbes  du  (pialrième 
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ordre,  et  Hesse,  après  lui,  ajiplique  les  mélliocles  de  Tcilgèbre  à 
cette  belle  question,  ainsi  qu'à  celle  des  points  d'inflexion  des 
courbes  du   troisième  ordre. 

La  notion  de  classe  introduite  par  Gergonne,  l'étude  d'un 
paradoxe  en  partie  élucidé  par  Poncelet  et  relatif  aux  degrés 
respectifs  de  deux  courbes  polaires  réciproques  l'une  de  l'autre, 
donnent  naissance  aux  recberclies  de  Plucker  relatives  aux  sin- 
gularités dites  ordinaires  des  courbes  planes  algébriques.  Les 
célèbres  formules  auxc[uelles  Plucker  est  ainsi  conduit  sont  plus 
tard  étendues  par  Cayley  et  par  d'autres  géomètres  aux  courbes 
gaucbes  algébriques,  par  Cayley  encore  et  par  Salmon  aux  sur- 
faces algébriques.  Les  singularités  d'ordre  supérieur  sont  à  leur 
tour  abordées  par  les  géomètres;  contrairement  à  une  opinion 
alors  très  répandue,  Halpben  démontre  que  chacune  de  ces  sin- 
gularités ne  peut  être  considérée  comme  équivalente  à  un  cer- 
tain groupe  de  singularités  ordinaires  et  ses  recherches  closent 
])our  un  temps  cette  difficile  et  importante  question. 

L'Analyse  et  la  Géométrie,  Steiner,  Cayley,  Salmon,  Cremona 
se  rencontrent  dans  l'étude  des  surfaces  du  troisième  ordre;  et, 
conformément  aux  prévisions  de  Steiner,  cette  théorie  devient 
aussi  simple  et  aussi  facile  que  celle  des  surfaces  du  second  ordre. 

Les  surfaces  réglées  algébriques,  si  importantes  pour  les  ap- 
plications, sont  étudiées  par  Chasles,  par  Cayley  dont  on  retrouve 
l'influence  et  la  trace  dans  toutes  les  recherches  mathématiques, 
par  Cremona,  Salmon,  La  Gournerie;  elles  le  seront  plus  lard 
par  Plucker  dans  un  travail  sur  lequel  nous  aurons  à  revenir. 

L'étude  de  la  surface  générale  du  quatrième  ordre  paraît  être 
trop  difficile  encore;  mais  celle  des  surfaces  particulières  de  cet 
ordre  avec  points  multiples  ou  lignes  multiples  est  commencée, 
avec  lUiicker  pour  la  surface  des  ondes,  avec  Steiner,  Kummer, 
Cayley,  Moutard,  Laguerrc,  Cremona  et  bien  d'autres  chercheurs. 
Quant  à  la  théorie  des  courbes  gauches  algébricjues,  enrichie  dans 
SCS  parties  élémentaires,  elle  i-eçoit  enfin,  parles  travaux  dllalphen 
et  de  INœther  (pi'il  nous  est  impossible  de  séparer  ici,  les  plus 
notables  accroissements.  Une  théorie  nouvelle  de  grand  avenir 
naît  avec  les  travaux  de  Chasles,  de  Ciebsch  et  de  Cremona;  elle 
concerne  l'étude  de  toutes  les  courbes  algébriques  qui  [icuvent 
être  tracées  sur  une  surface  déterminée. 
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L'homographie  et  la  corrélation,  ces  deux  mélhodes  de  trans- 
formation qui  ont  été  lorigine  lointaine  de  toutes  les  recherches 
précédentes,  en  reçoivent  à  leur  tour  un  accroissement  inattendu  : 
elles  ne  sont  pas  les  seules  qui  fassent  correspondre  un  seul  élé- 
ment à  un  seul  élément,  comme  aurait  pu  le  montrer  une  trans- 
formation particulière  brièvement  signalée  par  Poncelet  dans  le 
Trailé  des  propriétés  projectWes.  Plûcker  définit  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques  ou  inversion  dont 
Sir  W.  Thomson  et  Liouville  ne  lardent  pas  à  montrer  toute  l'im- 
portance, tant  pour  la  Physique  mathématique  que  pour  la  Géomé- 
trie. Un  contemporain  de  ÎMohius  et  de  Plùcker,  Magnus,  croit 
avoir  trouvé  la  transformation  la  j)lus  générale  qui  fasse  corres- 
pondre un  pointa  un  point,  mais  les  recherches  de  Cremona  nous 
apprennent  que  la  transformation  de  Magnus  n'est  que  le  premier 
terme  d'une  série  de  transformations  birationnelles  que  le  grand 
géomètre  italien  nous  apprend  à  déterminer  méthodiquement,  au 
jnoins  pour  les  figures  delà  Géométrie  plane.  Les  transformations 
de  Gremona  conserveront  longtemps  un  grand  intérêt,  bien  que 
des  recherches  ultérieures  nous  aient  appris  qu'elles  se  ramènent 
toujours  à  une  série  d'applications  successives  de  la  transformation 
de  Magnus. 

VL 

Tous  les  travaux  que  nous  venons  d'énumérer,  d'autres  sur 
lesquels  nous  reviendrons  plus  loin,  trouvent  leur  origine  et,  en 
quelque  sorte,  leur  premier  moteur  dans  les  conceptions  de  la 
Géométrie  moderne;  mais  le  moment  est  venu  d'indiquer  rapide- 
ment une  autre  source  de  grands  progrès  pour  les  éludes  de  Géo- 
métrie. La  théorie  des  fonctions  elliptiques  de  Legendre,  trop 
négligée  par  les  géomètres  français,  est  développée  et  agrandie  par 
Abel  et  Jacobi.  Avec  ces  grands  géomètres,  bientôt  suivis  de  llie- 
inann  et  de  Weierslrass,  la  théorie  des  fondions  abéliennes  que, 
plus  lard,  l'Algèbre  essaiera  de  suivre  avec  ses  seules  ressources, 
\icnL  apporter  à  la  Géométrie  des  courbes  et  des  surfaces  uuccou- 
Iribuliou  dont  l'iuqjorlancc   ne  cessera   de   grandir. 

Df'jà  Jacobi  avait  employé  l'analyse  des  fonctions  elliptitpics  à 
la  démonstration  des  célèbres  ihéorèmcs  de  Poncelel  sur  les  p<dy- 
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oones  inscrits  et  circonscrits,  inaugurant  ainsi  un  chapitre  qui 
s'est  enrichi  depuis  d'une  foule  de  résultats  élégants;  il  avait  ob- 
tenu aussi,  par  des  méthodes  se  rattachant  à  la  Géométrie,  l'inté- 
gration des  équations  abéliennes. 

Mais  c'est  Clebsch  qui,  le  premier,  montra  dans  une  longue 
série  de  travaux  toute  l'importance  de  la  notion  de  genre  d'une 
courbe,  due  à  Abel  et  à  liiemann,  en  développant  une  foule  de 
résultats  et  de  solutions  élégantes  que  reuij)loi  des  intégrales 
abéliennes  paraissait,  tant  il  était  simple,  rattachera  leur  véritable 
point  de  départ.  L'étude  des  points  d'inflexion  des  courbes  du 
troisième  ordre,  celle  des  tangentes  doubles  des  courbes  du  cpia- 
trième  ordre  et,  en  général,  la  théorie  de  l'osculation  sur  laquelle 
s'étaient  si  souvent  exercés  les  anciens  et  les  modernes,  furent 
rattachées  au  beau  problème  de  la  division  des  fonctions  ellip- 
tiques et  des  fonctions  abéliennes. 

Dans  un  de  ses  Mémoires,  Clebsch  avait  étudié  les  courbes 
rationnelles  ou  de  genre  zéro;  cela  le  conduisit,  vers  la  fin  de 
sa  vie  trop  courte,  à  envisager  ce  qu'on  peut  appeler  aussi  les 
surfaces  rationnelles,  celles  qui  peuvent  être  simplement  repré- 
sentées par  un  plan.  11  y  avait  là  un  vaste  champ  de  recherches, 
ouvert  déjà  pour  les  cas  élémentaires  par  Chasles,  et  dans  lequel 
Clebsch  fut  suivi  par  Cremona  et  beaucou[)  d'autres  savants. 
C'est  à  celte  occasion  que  Cremona,  généralisant  ses  recherches 
de  Géométrie  plane,  fit  connaître  non  plus  la  totalité  des  trans- 
formations birationnelles  de  l'espace,  mais  quelques-unes  des 
plus  intéressantes  parmi  ces  transformations.  L'extension  de  la 
notion  de  genre  aux  surfaces  algébriques  est  déjà  commencée; 
déjà  aussi  des  travaux  de  haute  valeur  ont  montré  que  la  théorie 
des  intégrales  siniples  ou  multiples  de  difl'érentielles  algébriques 
trouvera,  dans  l'étude  des  surfaces  comme  dans  celle  des  courbes, 
un  champ  étendu  d'applications  importantes:  mais  ce  n'est  jias  au 
rapporteur  de  la  Géométrie  qu'il  convient  d'insister  sur  ce  sujet. 


VIL 

Pendant  que   se   constituaient   ainsi    les    mélhodos  mixtes  dont 
nous  venons  d'indiquer  les  principales  apjilications,  les  g('omètrcs 
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purs  ne  restaient  pas  inactifs.  Poinsot,  le  créateur  de  la  llu'-oric 
des  couples,  développait,  par  une  méthode  purement  géoniélriquc, 
((  celle,  disait-il,  où  l'on  ne  perd  de  vue,  à  aucun  moment,  l'objet 
de  la  recherche  »  la  théorie  de  la  rotation  dun  corps  solide  que 
les  recherches  de  d'Alemberl,  d'Euler  et  de  Lagrange  semblaient 
avoir  épuisée;  Chasles  apportait  une  contribution  précieuse  à  la 
Cinématique  par  ses  beaux  théorèmes  sur  le  déplacement  d'un 
corps  solide,  qui  ont  été  étendus  depuis  par  d'autres  méthodes 
élégantes  au  cas  où  le  mouvement  a  des  degrés  divers  de  liberté. 
Il  faisait  connaître  ces  belles  propositions  sur  l'attraction  en 
général,  qui  figurent  sans  désavantage  à  côté  de  celles  de  Green  et 
de  Gauss.  Cliasles  et  Sleiner  se  rencontraient  dans  l'élude  de  l'at- 
Iraction  des  ellipsoïdes  et  montraient  ainsi  une  fois  de  plus  que  la 
Géométrie  a  sa  place  marquée  dans  les  questions  les  plus  hautes 
du  calcul  intégral. 

Steiner  ne  dédaignait  pas  de  s'occuper  en  même  temps  des 
parties  élémentaires  de  la  Géométrie.  Ses  recherches  sur  les  con- 
tacts des  cercles  et  des  coniques,  sur  les  problèmes  isopérinn'"- 
triques,  sur  les  surfaces  parallèles,  sur  le  centre  de  gravité  de 
courbure  excitaient  l'admiration  de  tous  par  leur  simplicité  et  leur 
profondeur. 

Chasles  introduisait  son  principe  de  correspondance  entre  deux 
objets  variables  qui  a  donné  naissance  à  tant  d'applications;  mais 
ici  l'analyse  reprenait  sa  place  pour  étudier  le  principe  dans  son 
essence,  le  préciser  et  le  généraliser.  Il  en  fut  de  même  en  ce  rpii 
concernait  la  fameuse  théorie  des  caractéristiques  et  les  nom- 
breuses recherches  de  de  Jonquières,  de  Chasles,  de  Cremona, 
d'autres  encore,  cpii  devaient  fournir  les  bases  d'une  branche  nou- 
velle de  la  Science,  la  Géométrie  énumérative.  Pendant  plusieurs 
années,  le  célèbre  postulat  de  Chasles  fut  admis  sans  aucune 
objection;  une  foule  de  géomètres  crurent  l'avoir  établi  d'une  ma- 
nière irréfutable.  Mais,  comme  disait  alors  Zeuthen,  il  est  bien 
difficile  de  reconnaître  si,  dans  les  démonstrations  de  ce  genre,  il 
ne  subsiste  |)as  toujours  quelque  point  faible  que  leur  auteur  n"a 
point  aperçu;  et,  en  elFet,  Halphen,  apiès  des  essais  infruelueux, 
venait  couronner  délinitivement  toutes  ces  recherches  en  indi- 
quant nettement  dans  cpiels  cas  on  |)cut  admettre  le  postulat  de 
Chasles  cl  dans  (piels  cas  il  faut  le  rejeter. 
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Vlll. 

Tels  sont  les  principaux  travaux  qui  ont  remis  en  honneur  la 
synthèse  géométrique  et  lui  ont  assuré,  au  cours  du  siècle  dernier, 
la  place  qui  lui  revient  dans  la  recherche  malhémalique.  De  nom- 
breux et  illustres  travailleurs  ont  pris  part  à  ce  grand  mouvement 
géométrique,  mais  il  faut  reconnaître  (pi'il  eut  comme  chefs  et 
comme  conducteurs  Chasies  et  Sleiner.  Tel  était  l'éclat  jeté  par 
leurs  merveilleuses  découvertes  qu'elles  ont  rejeté  dans  l'ombre, 
au  moins  d'une  manière  momentanée,  les  publications  d'autres 
géomètres  modestes,  moins  préoccupés  peut-être  de  trouver  des 
applications  brillantes,  propres  à  faire  aimer  la  Géométrie,  que  de 
constituer  cette  science  elle-même  sur  une  base  absolument  solide. 
Leurs  travaux  ont  reçu  peut-être  une  récompense  plus  tardive, 
mais  leur  influence  croît  chaque  jour;  elle  s'accroîtra  sans  doute 
encore.  Les  passer  sous  silence  serait  sans  doute  négliger  un  des 
principaux  facteurs  qui  joueront  leur  rôle  dans  les  recherches 
futures.  C'est  surtout  à  v.  Staudt  que  nous  faisons  allusion  en  ce 
moment.  Ses  travaux  géométriques  ont  été  exposés  dans  deux  Ou- 
vrages de  grand  intérêt  :  la  Géométrie  der  Loge,  parue  en  1847, 
et  les  Beitràge  ziir  Géométrie  der  Loge,  publiées  en  i856,  c'est- 
à-dire  quatre  ans  après  la  Géométrie  supérieure. 

Chasies,  nous  l'avons  vu,  s'était  préoccupé  de  constituer  un 
corps  de  doctrine  indépendant  de  l'analyse  de  Descaries  et  il  n'y 
avait  jias  complètement  réussi.  jNous  avons  indiqué  déjà  un  des 
reproches  que  l'on  peut  adresser  à  ce  système  :  les  éléments  ima- 
ginaires n'y  sont  définis  que  par  leurs  fonctions  symétriques^  ce 
qui  les  exclut  nécessairement  d'une  foule  de  recherches.  D'autre 
part,  l'emploi  conslantdu  rapport  anharmouique,  des  transversales 
et  de  l'involution,  qui  exige  des  transformations  analvli(iues  fré- 
quentes, donne  à  la  Géométrie  siipéiieure  un  caractère  presque 
exclusivement  métrique  qui  l'éloigné  notablement  des  méthodes 
de  Poncelet.  Revenant  à  ces  méthodes,  v.  Staudt  s'attacha  à 
constituer  une  géométrie  affranchie  de  toute  relation  métrique  et 
reposant  exclusivement  sur  les  rapports  de  situation.  C'est  dans 
cet  es[)ril  (pi'a  été  conçu  son  premier  Oiivr.ige,  la  Géo/nétric  der 
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Loge  de  1847-  L'auleiir  j  prend  pour  point  de  départ  les  pro- 
priétés harmoniques  du  quadrilatère  complet  et  celles  des  triangles 
homologiques,  démontrées  uniquement  par  des  considérations  de 
géométrie  à  trois  dimensions,  analogues  à  celles  dont  a  fait  un  si 
fréquent  usage  l'Ecole  de  Monge. 

Dans  cetle  première  partie  de  son  œuvre,  v.  Staudt  a  négligé 
entièrement   les   éléments  imaginaires.    C'est   seulement  dans  les 
Beitràge,  son   second   Ouvrage,  qu'il  est   parvenu,   par  une  ex- 
tension très  originale  de  la  méthode  de   Chasles,    à  définir  géo- 
métriquement un    élément   imaginaire    isolé    et   à    le    dislinguer 
de  son  conjugué.  Cetle  extension,  bien   que  rigoureuse,   est   pé- 
nible et   très  abstraite.   On   peut  la  définir  en  substance  comme 
il   suit  :    deux    points    imaginaires    conjugués    peuvent    toujours 
élre  considérés  comme  les  points  doubles  d'une  involution   sur 
une  droite   réelle;   et  de   même   qu'on   passe   d'une  imaginaire  à 
sa  conjuguée  par  le  changement  de  i  en  — i,  de  même  on  distin- 
guera   les    deux    points    imaginaires    en    faisant    correspondre   à 
chacun  l'un  des  deux  sens  difi^érents  que  l'on  peut  attribuer  à  la 
droite.  11  y  a  là  quelque  chose  d'un  peu  artificiel;  le  développe- 
ment de  la   théorie  élevée  sur  de  telles  bases  est  nécessairement 
compliqué.  Par   des  méthodes   purement  projectives,   v.    Staudt 
établit  toute  une  méthode  de  calcul  des  rapports  anharmoniques 
des  éléments   imaginaires  les  plus  généraux.  Comme  toute  géo- 
métrie,  la   géométrie  projective   emploie  la   notion  de  l'ordre  et 
l'ordre   engendre  le  nombre;   on   ne   saurait  donc  s'étonner  que 
v.  Staudt  ait    pu    constituer  sa   méthode  de  calcul;   mais  il  faut 
admirer  l'ingéniosité  qu'il  a  dû  déployer  pour  y  parvenir.  Malgré 
les  elTorls  des  géomètres  distingués  qui  ont  essayé  d'en  simpiilier 
l'exposition,  nous  craignons  que  cette  partie  de  la  géométrie  de 
v.  Staudt,  pas  plus  que  la  géométrie  d'ailleurs  si  intéressante  du 
profond  penseur  Grassmann,  ne  puisse  prévaloir  contre  les  mé- 
thodes analvticjucs  qui  ont  conquis  aujourd'hui  la  faveur  presque 
universelle.  La  vie  est  courte,  les  g('omètres  connaissent  et  pra- 
tifjuent  aussi  le  principe  de  la  moindie  action.  Malgré  ces  craintes 
qui  ne  doivent  décourager  personne,  il  nous  parait  que,  sous  la 
forme  première  qui  lui  a  été  donnée  par  v.  Slaudl,  la  géométrie 
projective  doit  devenir  la  compagne  nécessaire  de  la  géométrie 
descriptive,  qu'elle  est  appelée  à  renouveler  celle  géométrie  dans 
Bull,  des  Sciences  malhem.,  2°  série,  l.  WVIII.  (Septembre  igo'i.)        iS 
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son  esprit,  ses  procédés  et  ses  applications.  C  est  ce  qui  a  déjà  été 
compris  dans  plusieurs  pays,  et  notamment  en  Italie  où  le  grand 
géomètre  Cremona  n'avait  pas  dédaigné  d'écrire,  pour  les  écoles, 
un  Traité  élémentaire  de  Géométrie  projective. 


IX. 

Dans  les  articles  qui  précèdent,  nous  avons  essayé  de  suivre  et 
de  faire  ap|)araître  nettement  les  conséquences  les  plus  loin  laines 
des  méthodes  de  INlonge  et  de  Poncelet.  En  créant  les  coordonnées 
langenlielles  et  les  coordonnées  homogènes,  Pliicker  avait  paru 
épuiser  tout  ce  que  pouvaient  fournir  à  l'analyse  la  méthode  des 
projections  et  celle  des  polaires  réciproques.  Il  lui  restait,  vers  la 
fin  de  sa  vie,  à  revenir  sur  ses  premières  recherches  pour  leur 
donner  une  extension  qui  devait  élargir  dans  des  proportions 
inattendues  le  domaine  de  la  Géométrie. 

Précédée  par  des  recherches  innombrables  sur  les  systèmes  de 
lignes  droites,  dues  à  Poinsot,  INIubius,  Chasies,  Dupin,  Malus, 
Haniilton,  Kummer,  Transon,  surtout  à  Cayley  qui  a  introduit  le 
])remier  la  notion  des  coordonnées  de  la  droite,  recherches  qui 
0!it  leur  origine,  soit  dans  la  statique  et  la  cinématique,  soit  dans 
l'optique  géométri(pie,  la  géométrie  de  la  ligne  droite  de  Pliicker 
sera  toujours  regardée  comme  la  partie  de  son  œuvre  où  Vow  ren- 
contre les  idées  les  plus  neuves  et  les  plus  intéressantes.  Que 
Plucker  ait  constitué  le  premier  une  élude  méthodique  de  la  ligne 
droite,  cela  est  déjà  imporlant,  mais  cela  n'est  rien  à  côté  de  ce 
qu'il  a  découvert.  On  dit  quelquefois  que  le  principe  de  dualité 
met  en  évidence  ce  fait  que  le  plan,  aussi  bien  que  le  point,  peut 
être  considéré  comme  un  élément  de  l'espace.  Cela  est  vrai  ;  mais, 
eu  ajoutant  la  ligne  droite  comme  élément  possible  de  Tespace 
au  plan  et  au  point,  Plucker  a  été  conduit  à  reconnaître  que 
n'importe  quelle  courbe,  n'importe  quelle  surface  peuvent  aussi 
être  considérées  comme  éléments  de  1  espace,  et  ainsi  est  née  une 
Géométrie  nouvelle  qui  a  déjà  inspiré  un  grand  nombre  de  travaux, 
(|ui  en  suscitera  plus  encore  à  l'avenir.  Une  belle  découverte  dont 
nous  parlerons  plus  loin  a  déjà  rattaché  la  géométrie  des  sphères 
à  celle  des  lignes  droites  et  permis  d'introtliiire  la  notion  des  coor- 
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données  d'une  sphère.  La  ihéorie  des  syslènies  de  cercles  est  déjà 
commencée;  elle  se  développera  sans  doute  quand  on  voudra  étu- 
dier la  représentation,  que  nous  devons  à  Lagucrre,  d'un  [)oinl 
imaginaire  dans  l'espace  par  un  cercle  orienté. 

Mais  avant  d'exposer  le  développement  de  ces  idées  nouvelles 
qui  ont  vivifié  les  méthodes  infinitésimales  de  IMonge,  il  iaut 
que  nous  revenions  en  arrière  pour  reprendre  l'hisloire  des 
branches  de  la  Géométrie  que  nous  avons  négligées  jusqu'à 
présent. 

X. 

Parmi  les  travaux  de  l'École  de  Monge,  nous  nous  sommes 
bornés  jusqu'ici  à  considérer  ceux  qui  se  rattachent  à  la  Géomé- 
trie ///î/e;  mais  quelques-uns  des  disciples  de  Monge  s'attachèrent 
surtout  à  développer  les  notions  nouvelles  de  géométrie  infinité- 
siin;ile  apportées  par  leur  maître  sur  les  courbes  à  double  cour- 
bure, sur  les  lignes  de  courbure,  sur  la  génération  des  surfaces, 
notions  qui  sont  exposées  au  moins  en  partie  dans  V Applica- 
tion de  l'Analyse  à  la  Géométrie.  Parmi  eux,  nous  devons  citer 
Lancrel,  auteur  de  beaux  travaux  sur  les  courbes  gauches  et  sur- 
tout Charles  Dupin,  le  seul  peut-être  qui  ail  suivi  toutes  les  voies 
ouvertes  |)ar  Monge. 

Entre  autres  travaux,  on  doit  à  Dupin  deux  ouvrages  cjue  Monge 
n'aurait  pas  hésité  à  signer  :  les  Développements  de  Géométrie 
pure,  parus  en  i8i3,  et  les  Applications  de  Géométrie  et  de  Mé- 
chanirjue,  (|ui  datent  de  1822.  C'est  là  qu'on  trouve  cette  notion 
de  Vindicatrice  qui  devait  renouveler,  après  Euler  et  Meunier, 
toute  la  théorie  de  la  courbui'c,  celle  des  tangentes  conjuguées, 
des  lignes  asjmptotiques  rpii  ont  pris  une  place  si  importante  dans 
les  recherches  récentes.  ?sous  ne  saurions  oublier  la  détermina- 
tion de  la  surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  des 
cercles,  ni  surtout  le  Mémoire  sur  les  systèmes  triples  de  surfaces 
orthogonales  où  se  trouve,  en  même  temps  que  la  découverte  du 
svstènie  triple  formé  de  surfaces  du  second  degré,  le  célèbre  théo- 
rème auquel  le  nom  de  Dupin  demeurera  attaché. 

Sous  l'inlluence  de  ces  travaux  et  de  la  renaissance  des  mé- 
thodes synthétiques,  la  géométrie  des  infiniment  petits  reprenait 
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dans  toiiles  les  recherches  la  place  que  Lngrange  avait  voulu  lui 
arracher  pour  toujours.  Chose  singulière,  les  méthodes  géomé- 
triques ainsi  restaurées  allaient  recevoir  la  plus  vive  impulsion  à 
la  suite  de  la  publication  d'un  Mémoire  qui,  au  premier  abord  tout 
au  moins,  paraît  se  rattacher  à  la  plus  pure  analyse;  nous  voulons 
parler  de  l'écrit  célèbre  de  Gauss  :  Disquisitiones générales  circa 
superficies  curvas  qui  fut  pré?enlc  en  1827  à  la  Société  de  Gœt- 
tingue  et  dont  l'apparition  marque,  on  peut  le  dire,  une  date  déci- 
sive dans  rhisloire  de  la  Géométrie  iufinitésimale. 

A  partir  de  ce  moment,  la  méthode  infinitésimale  prit  en  France 
un  essor  jusque-là  inconnu.  Frenet,  Bertrand,  Molins,  J.-A.  Serrel, 
Bouquet,  Puiseux,  Ossian  Bonnet,  Paul  Serret  développèrent  la 
théorie  des  courbes  gauches.  Liouville,  Chasles,  Minding  se  joi- 
gnirent à  eux  pour  poursuivre  l'étude  méthodique  du  Mémoire  de 
Gauss.  L'intégration  faite  par  Jacobi  de  l'équation  différentielle 
des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde  suscita  un  grand  nombre  de 
recherches.  En  même  temps,  les  problèmes  étudiés  dans  VAp~ 
plication  de  P Analyse  de  Monge,  furent  largement  développés. 
La  détermination  de  toutes  les  surfaces  ayant  leurs  lignes  de  cour- 
bure planes  ou  sphériques  vint  compléter,  de  la  manière  la  plus 
heureuse,  quelques-uns  des  résultats  partiels  déjà  obtenus  par 
Monge. 

A  ce  moment,  un  géomètre  des  plus  pénétrants,  suivant  le 
jugement  de  Jacobi,  Gabriel  Lamé,  qui,  comme  Charles  Sturm, 
avait  commencé  parla  Géométrie  pure  et  avait  déjà  apporté  à  cette 
science  les  contributions  les  plus  intéressantes  par  un  petit  Ouvrage 
publié  en  1817  et  par  des  Mémoires  insérés  dans  \es  Annales  de 
Gergonne,  utilisait  les  résultats  obtenus  par  Dupinet  Binet  sur  le 
s^'stème  des  surfaces  homofocales  du  second  degré  et,  s'élevantà  la 
notion  des  coordonnées  curvilignes  de  l'espace,  il  devenait  le 
créateur  de  toute  une  théorie  nouvelle  destinée  à  recevoir  dans  la 
Physique  mathématique  les  applications  les  plus  variées. 


XT. 

Ici  encore,  dans  cette  branche  infinitésimale  de   la  Géométrie, 
on  retrouve  les  deux  tendances  que  nous  avons  signalées  à  propos 
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de  la  Géométiie  des  qiianlilés  finies.  I^es  uns,  au  nombre  des- 
quels il  faut  placer  J.  Bertrand  et  O.  Bonnet,  vcMilent  consliluer 
une  méthode  autonome  qui  repose  directement  sur  l'emploi  des 
infiniment  petits.  Le  grand  Traité  de  Calcul  différentiel,  de  Ber- 
trand, contient  plusieurs  Chapitres  sur  la  théorie  des  courbes  et 
des  surfaces  qui  sont,  en  quelque  sorte,  l'illustration  de  cette  con- 
ception. Les  autres  suivent  les  voies  analytiques  usuelles  en  s'at- 
lacliant  seulement  à  bien  reconnaître  et  à  mettre  en  évidence  les 
éléments  qui  doivent  figurer  au  pramier  pian.  Ainsi  fait  Lamé  en 
introduisant  sa  théorie  des  paramètres  différentiels.  Ainsi  fait 
Beltrami  en  étendant  avec  beaucoup  d'ingéniosité  l'emploi  de  ces 
invariants  différentiels  au  cas  de  deux  variables  indépendantes, 
c'est-à-dire  à  l'étude  des  surfaces. 

Il  senible  qu'aujourd'hui  on  se  rallie  à  une  méthode  mixte  dont 
l'origine  se  trouve  dans  les  travaux  de  Ribaucour,  sous  le  nom  de 
périmorphie.  On  conserve  les  axes  rectangulaires  de  la  Géométrie 
analytique,  mais  en  les  rendant  mobiles  et  en  les  rattachant  de  la 
manière  qui  paraît  la  plus  commode  au  système  cpie  Ton  veut  étu- 
dier. Ainsi  disparaissent  la  plupart  des  objections  (jue  l'on  a 
adressées  à  la  méthode  des  coordonnées.  On  réunit  les  avantages 
de  ce  que  l'on  appelle  quelquefois  la  Géométrie  intrinsèque  à 
ceux  (pii  résultent  de  Temjjloi  de  l'analyse  régulière.  Celte  analyse 
d'iiilleurs  n'est  nullement  abandonnée;  les  complications  de  calcul 
qu'elle  entraîne  pres<|ue  toujours,  dans  ses  applications  à  1  étude 
des  surfaces  et  des  coordonnées  rectilignes,  disparaissent  le  plus 
souvent  si  l'on  emploie  les  notions  sur  les  invariants  cl  les  cova- 
riants  des  forces  quadratiques  de  diff(''rentielles  que  nous  devons 
aux  recherches  de  Lipschitz  et  de  (^hristoffel,  inspirées  par  les 
études  de  Riemann  sur  la  Géoméirie  non  euclidienne. 


XIl. 

Les  résultats  de  tant  de  travaux  ne  se  sont  pas  fait  attendre.  La 
notion  de  la  courbure  géodésique  que  Gauss  possédait  déjà,  mais 
sans  l'avoir  publiée,  a  été  donnée  par  Bonnet  et  Liouvillc,  la 
théorie  des  surfaces  dont  les  ravons  de  courbure  sont  fonctions 
l'un  de  l'autre,  inaugurée  en  Allemagne  par  deux  propositions  qui 
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figureraient  sans  désavantage  clans  le  Mémoire  de  Gauss,  a  été  en- 
ricliicpar  Ribaiicoiir,  Halphen,  S.  Lie  et  par  d'autres,  d'une  foule 
de  propositions.  Parmi  ces  propositions,  les  unes  concernent  ces 
surfaces  envisagées  dune  manière  générale;  d'autres  s'appliquent 
aux  cas  particuliers  où  la  relation  entre  les  rayons  de  courbure 
prend  une  forme  particulièrement  simple  :  aux  surfaces  minima, 
par  exemple,  et  aussi  aux  surfaces  à  courbure  constante,  positive 
ou  négative. 

Les  surfaces  minima  ont  été  l'objet  de  travaux  qui  font  de  leur 
étude  le  chapitre  le  plus  attrayant  de  la  Géométrie  infinitésimale. 
L'intégration  de  leur  écpiation  aux  dérivées  partielles  constitue 
une  des  plus  belles  découvertes  de  Monge;  mais,  par  suite  del'inti- 
perfection  de  la  théorie  des  imaginaires,  le  grand  géomètre  n'avait 
pu  tirer  de  ses  formules  aucun  mode  de  génération  de  ces  sur- 
faces, ni  même  aucune  surface  particulière.  Nous  ne  reviendrons 
pas  ici  sur  l'historique  détaillé  que  nous  avons  présenté  dans  nos 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  ;  mais  il  convient  de  rappeler 
les  recherches  fondamentales  de  Bonnet  qui  nous  ont  donné,  en 
particulier,  la  notion  des  surfaces  associées  à  une  surface 
donnée,  les  formules  de  Weierstrass  qui  établissent  un  lien  étroit 
entre  les  surfaces  minima  et  les  fonctions  d'une  variable  complexe, 
les  recherches  de  Lie  par  lesquelles  il  a  été  établi  que  les  ("ormules 
mêmes  de  Monge  peuvent  aujourd'hui  servir  de  base  à  une  étude 
fructueuse  des  surfaces  minima.  En  cherchant  à  déterminer  les 
surfaces  minima  de  classes  ou  de  degrés  les  plus  jietils,  on  a  été 
conduit  à  la  notion  des  surfaces  minima  doubles  qui  relève  de 
l 'yi  n  a  lys  is  s  il  us. 

Trois  problèmes  d'inégale  importance  ont  été  étudiés  dans  cette 
théorie. 

Le  premier,  relatif  à  la  détermination  des  surfaces  minima 
inscrites  suivant  un  contour  donné  à  une  développable  également 
donnée,  a  été  résolu  [)ar  des  formules  célèbres  qui  ont  conduit  à 
un  grand  nombre  de  propositions.  Par  exemple,  toute  droite  tracée 
sur  une  telle  surface  est  un  axe  de  svmétrie. 

Le  second,  posé  par  S.  Lie,  concerne  la  détermination  de  toutes 
les  surfaces  minima  algébriques  inscrites  dans  une  développable 
algébrique,  sans  (pie  la  courbe  de  contact  soit  donnée.  Il  a  été 
aussi  entièrement  élucidé. 
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Le  Iroisième  elle  plus  difficile  est  celui  que  les  physiciens  ré- 
solvent par  l'expérience,  en  plongeant  un  contour  fermé  flans  une 
solution  de  glycérine.  Il  concerne  la  détermination  de  la  surface 
niinima  passant  par  un  contour  donné. 

La  solution  de  ce  problème  dépasse  évidemment  les  ressources 
de  la  Géométrie.  Grâce  aux  ressources  de  l'Analyse  la  plus  haute,  il 
a  pu  être  résolu  pour  des  contours  particuliers  dans  le  Mémoire 
célèbre  de  Riemann  et  dans  les  recherches  profondes  qui  ont  suivi 
ou  accompagné  ce  Mémoire.  Pour  le  contour  le  plus  général,  son 
élude  a  été  brillamment  commencée,  elle  sera  continuée  par  nos 
successeurs. 

Après  les  surfaces  minima,  les  surfaces  à  courbure  constante 
devaient  attirer  l'attention  des  géomètres.  Une  remarque  ingé- 
nieuse de  Bonnet  rattache  les  unes  aux  autres  les  surfaces  dont 
l'une  ou  l'autre  des  deux  courbures,  courbure  moyenne  ou  cour- 
bure totale,  est  constante.  Bout  avait  annoncé  que  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  à  courbure  constante  pouvait  être 
complètement  intégrée.  Ce  résultat  n'a  |)u  être  retrouvé  ;  il  j>arait 
même  plus  que  douteux  si  l'on  se  reporte  à  une  recherche  où 
S.  Lie  a  essayé  en  vain  d'appliquer  une  méthode  générale  d'inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  à  l'équation  particu- 
lière des  surfaces  à  courbure  constante.  Mais,  s'il  est  inipossible  de 
déterminer  en  termes  finis  toutes  ces  surfaces,  on  a  pu  du  moins 
en  obtenir  quelques-unes,  caractérisées  par  des  propriétés  spé- 
ciales, telles  que  celle  d'avoir  leurs  lignes  de  courbure  planes  ou 
sphériques;  et  l'on  a  montré,  en  employant  une  méthode  qui  réus- 
sit dans  beaucoup  d'autres  problèmes,  que  l'on  peut  faire  dériver 
de  toute  surface  à  courbure  constante  une  infinité  d'autres  sur- 
faces de  même  nature,  par  des  opérations  nettement  définies  qui 
n'exigent  que  des  quadratures. 

La  théorie  de  la  déformation  des  surfaces  dans  le  sens  de  Gauss 
a  été  aussi  beaucoup  enrichie.  On  doit  à  Minding  et  à  Bour  l'étude 
détaillée  de  cette  déformation  spéciale  des  surfaces  réglées  qui 
laisse  reclilignes  les  génératrices.  Si  l'on  n'a  pu,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  déterminer  les  surfaces  applicables  sur  la  sphère, 
on  s'est  attaqué  avec  plus  de  succès  à  d'autres  surfaces  du  second 
degré  et,  en  particulier,  au  paraboloïde  de  révolution.  L'étude 
systématique  de  la  déformation  des  surfaces  générales  du  second 
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degré  est  déjà  entamée;  elle  est  de  celles  qui  donneront  prochai- 
nement les  résultats  les  plus  importants. 

La  théorie  de  la  déformation  infiniment  petite  constitue  au- 
jourd'hui un  des  chapitres  les  plus  achevés  de  la  Géométrie.  Elle 
est  la  première  application  un  peu  étendue  d'une  méthode  géné- 
rale qui  paraît  avoir  beaucoup  d'avenir. 

Etant  donné  un  système  d'équations  difFérentielles  ou  aux  déri- 
vées partielles,  propre  à  délerminer  un  certain  nombre  d'incon- 
nues, il  convient  de  lui  associer  un  système  d'équations  que  nous 
avons  appelé  système  auxiliaire  et  qui  détermine  les  systèmes 
de  solutions  infiniment  voisins  d'un  système  donné  quelconque  de 
solutions.  Le  système  auxiliaire  étant  nécessairement  linéaire,  son 
emploi  dans  toutes  les  recherches  fournit  de  précieuses  lumières 
sur  les  propriétés  du  système  proposé  et  sur  la  possibilité  d'en 
obtenir  l'intégration. 

La  théorie  des  lignes  de  courbure  et  des  lignes  asymptotiques 
a  été  notablement  étendue.  Non  seulement  on  a  pu  délerminer  ces 
deux  séries  de  lignes  pour  des  surfaces  particulières  telles  que  les 
surfaces  tétraédrales  de  Lamé;  mais  aussi,  en  développant  les 
résultats  de  Moutard  relatifs  à  une  classe  particulière  d'équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  on  a  pu  généra- 
liser tout  ce  qui  avait  été  obtenu  pour  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes  ou  sphériques,  en  déterminant  complètement 
toutes  les  classes  de  surfaces  pour  lesquelles  on  peut  résoudre  le 
problème  de  la  représentation  sphérique.  Ou  a  résolu  de  même 
le  problème  corrélatif  relatif  aux  lignes  asymptotiques  en  faisant 
connaître  toutes  les  surfaces  dont  on  peut  déterminer  en  termes 
finis  la  déformation  infiniment  petite.  Il  y  a  là  un  vaste  champ  de 
recherches  dont  l'exploration  est  à  peine  commencée. 

L'étude  infiniti'simale  des  congruences  rcclilignes,  déjà  com- 
mencée depuis  longtemps  par  Dupin,  Bertrand,  ILunillon,  Kum- 
mer,  est  venue  se  mêler  à  toutes  ces  recherches.  Ribaucour,  qui 
y  a  pris  une  part  prépondérante,  a  étudié  des  classes  particulières 
de  congruences  rectilignes  et,  en  particulier,  les  congruences  dites 
isotropes,  qui  interviennent  de  la  manière  la  plus  heureuse  dans 
l'étude  des  surfaces  niinima. 

Les  systèmes  triples  orthogonaux  dont  Lamé  avait  fait  usage  en 
Physique  njathémaliipic  sont  devenus  l'objet  de  rccluMches  svslé- 
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maliqiies.  Caylej  le  premier  a  formé  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre  dont  on  avait  fait  dépendre  la  solution 
générale  de  ce  problème.  Le  système  des  surfaces  iiomofocales  du 
second  degré  a  été  généralisé  et  a  donné  naissance  à  celte  théorie 
des  cyclides  générales  dans  laquelle  on  peut  employer  à  la  fois  les 
ressources  de  la  Géométrie  métrique,  de  la  Géométrie  projective 
et  de  la  Géométrie  infinitésimale.  On  a  fait  connaître  beaucoup 
d'autres  systèmes  orthogonaux.  Parmi  eux  il  convient  de  signaler 
les  systèmes  cycliques  de  Ribaucour,  pour  lesquels  une  des  trois 
familles  admet  des  cercles  pour  trajectoires  orthogonales,  et  les 
systèmes  plus  généraux  pour  lesquels  ces  trajectoires  orthogonales 
sont  simplement  des  courbes  planes.  L'emploi  systématique  des 
imaginaires,  qu'il  faut  bien  se  garder  d'exclure  de  la  Géométrie,  a 
permis  de  rattacher  toutes  ces  déterminations  à  l'étude  de  la  défor- 
mation finie  d'une  surface  particulière. 

Parmi  les  méthodes  qui  ont  permis  d'établir  tous  ces  résultats, 
il  convient  de  noter  l'emploi  systématique  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  et  des  systèmes  formés  de 
telles  équations.  Les  recherches  les  plus  récentes  montrent  que  cet 
emploi  est  appelé  à  renouveler  la  plupart  des  théories. 

La  Géométrie  infinitésimale  ne  pouvait  négliger  l'élude  des 
deux  problèmes  fondamentaux  ([ue  lui  posait  le  calcul  des  varia- 
li  )ns. 

Le  problème  du  plus  court  chemin  sur  une  surface  a  été  l'objet 
des  magislrales  éludes  de  Jacobi  et  d'Ossian  Bonnet.  On  a  pour- 
suivi lélude  des  lignes  géodésiques,  on  a  appris  à  les  déterminer 
pour  de  nouvelles  surfaces.  La  théorie  des  ensembles  est  venue 
permettre  de  suivre  ces  lignes  dans  leur  cours  sur  une  surtacc 
donnée.  La  solution  d'un  problème  relatif  à  la  représentation  de 
deux  surfaces  l'une  sur  l'autre  a  beaucoup  accru  l'inlérél  des  décou- 
vertes de  Jacobi  et  de  Liouville  relatives  à  une  classe  particulière 
de  surfaces  dont  on  sait  déterminer  les  lignes  géodésiques.  Les 
réstdtats  qui  concernent  ce  cas  particulier  ont  conduit  à  l'examen 
d'une  question  nouvelle  :  rechercher  lous  les  problèmes  de  calcul 
des  variations  dont  la  solution  est  fournie  par  les  courbes  satis- 
faisant à  une  équation  dinércntielle  donnée. 

Enfin,  les  méthodes  de  Jacobi  ont  été  étendues  à  l'espace  à  trois 
dimensions  et  appliquées  à  la  solution  d'une  question  (jui  présen- 
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tait  les  pins  grandes  difficultés  :  l'élude  des  propriélés  de  mini- 
mum appartenant  à  la  surface  minima  passant  par  un  contour 
donné. 

XIII. 

Parmi  les  inventeurs  qui  ont  contribué  au  développement  de  la 
Géométrie  infinitésimale,  Soplius  Lie  se  distingue  par  plusieurs 
découvertes  capitales  qui  le  placent  an  premier  rang.  Il  n'était  pas 
de  ceux  qui  laissent  paraître  dès  l'enfance  les  aptitudes  les  plus 
caractérisées  et,  au  moment  de  quitter  l'Université  de  Christiania 
en  i865,  il  hésitait  encore  entre  la  Philologie  et  les  Mathématiques. 
Ce  sont  les  travaux  de  Plûcker  qui  lui  donnèrent  pour  la  pre- 
mière fois  pleine  conscience  de  sa  véritable  vocation.  Il  publia  en 
1869  un  premier  travail  sur  l'interprétation  des  imaginaires  en 
Géométrie  et,  dès  18'yO,  il  était  en  possession  des  idées  directrices 
de  toute  sa  carrière. 

J'ai  eu  à  cette  époque  le  plaisir  de  le  voir  souvent,  de  l'entre- 
tenir à  Paris,  où  il  était  venu  avec  son  ami  F.  Klein.  Un  cours 
de  M.  Sylow  suivi  par  Lie  lui  avait  révélé  tonte  l'importance 
de  la  théorie  des  substitutions;  les  deux  amis  étudiaient  cette 
théorie  dans  le  grand  Traité  de  C.  Jordan;  ils  avaient  pleMue 
conscience  du  rôle  important  qu'elle  était  appelée  à  jouer  dans 
tant  de  branches  des  Sciences  mathématiques  où  elle  n'avait  pas 
encore  été  appliquée.  Ils  ont  eu  l'un  et  l'autie  la  bonne  fortune 
de  contribuer  par  leurs  travaux  à  imprimer  aux  études  mathé- 
matiques la  direction  qui  leur  avait  paru  la  meilleure. 

Dès  18-0,  Sophus  Lie  présentait  à  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris  une  découverte  extrêmement  intéressante.  Rien  ne  ressenible 
moins  à  une  sphère  qu'une  ligne  droite,  et  cependant  Lie  avait 
imaginé  une  tianslormalion  singulière  qui  faisait  correspondre  une 
sphère  à  une  droite  et  permettait,  par  suite,  de  rattacher  toute 
proposition  relative  à  des  droites  à  une  proposition  relative  à  des 
s\A\ères  el  vice  versa .  Dans  cette  méthode  si  curieuse  d(Mrans- 
formation,  chaque  propriété  relative  aux  lignes  de  courbui-e  d'une 
surface  fournit  une  pr()[)osilion  relative  aux  lignes  asjmplotiques 
de  la  surface  transformée.  Le  nom  de  Lie  demeurera  attaché  à  ces 
relations  si  cachées   qui  rattachent   Tune  à  l'autre  la  ligne   droite 
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et  la  sphère,  ces  deux  éléments  essentiels  et  fondamentaux  de  la 
recherche  géométrique.  Il  les  a  développées  dans  un  Mémoire 
rempli  d'idées  neuves  qui  a  paru  en  1S72. 

Les  travaux  qui  suivirent  ce  hrillant  début  de  Lie  confirmèrent 
pleinement  les  espérances  qu'il  avait  fait  naître.  La  conce[)lion  de 
Pliicker  relative  à  la  génération  de  l'espace  par  des  lignes  droites, 
par  des  courbes  ou  des  surfaces  arbitrairement  choisies,  ouvre  à 
la  théorie  des  formes  algébriques  un  champ  qui  n'a  pas  encore 
été  exploré,  que  Clel)sch  a  commencé  à  peine  à  reconnaître  et  à 
délimiter.  Mais,  du  côté  de  la  Géométrie  infinitésimale,  cette 
conception  a  été  mise  en  jjleine  valeur  par  Sophus  I^ie.  Le  grand 
géomètre  norvégien  a  su  d'abord  y  trouver  la  notion  des  con- 
gruences  et  des  complexes  de  courbes,  et  ensuite  celle  des  trans- 
formations de  contact  dont  il  avait  trouvé,  pour  le  cas  du  plan, 
le  premier  germe  dans  Pliicker.  L'étude  de  ces  transformations  l'a 
conduit  à  perfectionner,  en  même  temps  que  M.  Mayer,  les  méthodes 
d'intégration  que  Jacobi  avait  instituées  pour  les  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre;  mais  surtout  elle  jette  la 
lumière  la  j)lus  éclatante  sur  les  parties  les  plus  difficiles  et  les 
plus  obscures  des  théories  relatives  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  d'ordre  supérieur.  Elle  a  permis  à  Lie,  en  particulier, 
d'indiquer  tous  les  cas  dans  lesquels  la  méthode  des  caracté- 
ristiques de  Monge  est  pleinement  applicable  aux  équations  du 
second  ordre  à  deux  variables   indépendantes. 

En  continuant  l'étude  de  ces  transformations  spéciales.  Lie  fut 
conduit  à  construire  progressivement  sa  magistrale  théorie  des 
groupes  continus  de  transformations  et  à  mettre  en  évidence  le 
rôle  si  important  que  la  notion  de  groupe  joue  en  G(*omélrie. 
Parmi  les  éléments  essentiels  île  ses  recherches,  il  convient  de 
signaler  les  transformations  inlinilésimales  dont  l'idée  lui  appar- 
tient exclusivement. 

Trois  grands  Ouvrages  publiés  sous  sa  direction  |)ar  d  habiles 
et  dévoués  collaborateurs  contiennent  l'essentiel  de  ses  travaux  et 
leurs  applications  à  la  théorie  de  l'intégration,  à  celle  des  unités 
complexes  et  à  la  Géométrie  non  euclidienne. 


•2()o  PUEMlEllE    PARTIE, 


XIV. 


Me  voici  aiTivé  par  une  voie  indirecte  à  celte  Géométrie  non 
euclidienne  dont  l'étude  prend  dans  les  recherches  des  géomètres 
une  place  qui  grandit  chaque  jour.  Si  j'étais  seul  à  vous  entretenir 
de  Géométrie,  je  prendrais  plaisir  à  vous  rap])eler  tout  ce  qui  a  été 
fait  sur  ce  sujet  depuis  Euclide,  ou  du  moins  depuis  Legendre, 
jusqu'à  nos  jours.  Envisagée  successivement  pai-  les  plus  grands 
géomètres  du  dernier  siècle,  la  question  s'est  progressivement 
élargie.  C'est  par  le  célèhve  postu/af  uni  relatif  aux  parallèles  que 
l'on  a  commencé;  c'est  par  l'ensemble  des  axiomes  géométriques 
que  l'on  finit. 

Les  Eléments  d'Euclide,  qui  ont  résisté  au  travail  de  tant  de 
siècles,  auront  du  moins  l'honneur  de  provoquer,  avant  de  finir, 
une  longue  suite  de  travaux  admirablement  enchaînés  qui  contri- 
bueront, de  la  manière  la  plus  efficace,  au  progrès  des  Mathéma- 
tiques, en  même  temps  qu'ils  fourniront  aux  philosophes  les  points 
de  départ  les  plus  précis  et  les  plus  solides  pour  l'étude  de  l'origine 
et  de  la  formation  de  nos  connaissances.  Je  suis  assuré  d'avance  que 
mon  distingué  collaborateur  n'oubliera  {)as,  parmi  les  problèmes 
du  temps  présent,  celui-ci,  qui  est  le  plus  important  peut-être,  et 
dont  il  s'est  occupé  avec  tant  de  succès;  et  je  lui  laisse  le  soin  de 
le  développer  avec   toute  l'ampleur  qu'il   mérite   assurémeul. 

Je  viens  de  parler  des  éléments  de  la  Géométrie.  Us  ont  reçu 
depuis  cent  ans  des  accroissements  (ju'il  convient  de  ne  pas 
oublier.  La  théorie  des  poljèdx'es  s'est  enrichie  des  belles  décou- 
vertes de  Poinsot  sur  les  polyèdres  étoiles  et  de  celles  de  Mobius 
sur  les  polyèdres  à  une  seule  face.  Les  méthodes  de  transforma- 
tion ont  élargi  l'exposition.  On  peut  dire  aujourd'hui  que  le  premier 
Li\  re  conlienl  la  théorie  de  la  translation  et  de  la  svmétrie,  que  le 
deuxième  étpiivaut  à  la  théorie  de  la  rotation  et  du  déplacement, 
que  le  troisième  repose  sur  Ihomolliétie  el  l'inversion. 

Mais  il  laut  bien  reconnaître  que  c'est  grâce  à  l'Analvse  que  les 
Eléments  se  sont  enrichis  de  leurs  plus  belles  propositions.  C'est 
à  l'Analyse  la  plus  haute  que  nous  devons  l'inscription  des  poly- 
gones réguliers  de   yj  côtés  el  des  polygones  analogues.  C'est  à 
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elle  que  nous  devons  les  démonslrations  si  longtemps  chercliëos  de 
l'impossibililé  de  la  quadrature  du  cercle,  de  rimpossibilité  de 
certaines  constructions  géométriques  à  l'aide  de  la  règle  et  du 
compas.  C'est  à  elle  enfin  que  nous  devons  les  premières  démon- 
slrations rigoureuses  des  propriétés  de  maximum  et  de  minimum 
de  la  sphère.  11  appartiendra  à  la  Géométrie  d'intervenir  sur  ce 
terrain   où  l'Analvse  Va  précédée. 

Que  seront  les  éléments  de  la  Géométrie  au  cours  du  siècle  qui 
vient  de  commencer?  Y  aura-t-il  un  seul  Livre  élémentaire  de 
Géométrie?  C'est  peut-être  l'Amérique,  avec  ses  écoles  affranchies 
de  tout  programme  et  de  toute  tradition,  qui  nous  donnera  les 
meilleures  solutions  de  celte  importante  et  difficile  question. 
On  a  quel(]uefois  appelé  v.  Staudt,  \E uciide  du  xix"  siècle;  je 
préférerais  l'appeler  VEuclide  de  la  Géométrie  projectwe;  mais 
celte  Géométrie,  quelque  intéressante  qu'elle  puisse  être,  est-elle 
appelée  à  fournir  la  base  unique  des  futurs  éléments? 


XV. 

Le  moment  est  venu  de  clore  ce  trop  long  exposé  et  cependant 
il  V  a  une  foule  de  recherches  inlércssantes  que  j'ai  été  pour  ainsi 
dire  contraint  de  négliger.  J'aurais  aimé  à  vous  entretenir  de  ces 
Géométries  à  un  nouibre  quelconque  de  dimensions  dont  la  noliou 
remonte  aux  premiers  temps  de  l'Algèbre,  mais  dont  l'élude  sys- 
tématique n'a  été  commencée  que  depuis  60  ans  par  Caylejel  par 
Cauchy.  Ce  genre  de  recherches  a  Irouvé  faveur  dans  voire  [)ays, 
et  je  n'ai  pas  besoin  de  rappeler  que  notre  illustre  président,  a|)rès 
s'être  uionlré  le  digne  coutinuateur  de  Laplace  el  de  Le  Verrier, 
dans  un  espace  (pi'il  considère  avec  nous  comme  étant  doué  de 
')  dimensions,  n"a  pas  dédaigné  de  publier,  dans  Wlinerican 
Journal,  des  considérations  d'un  vif  intérêt  sur  les  géométries  à 
n  dimensions.  Lue  seule  objection  pouvait  être  faite  aux  études  de 
ce  genre  et  avait  déjà  été  formulée  par  Poisson  :  l'absence  de 
toute  base  réelle,  de  tout  suhslralum  permettant  de  présenter, 
sous  des  aspects  visibles  el  en  quehjue  sorte  palpables,  les  résultais 
obtenus.  L'extension  des  méthodes  de  la  Géométrie  descriptive, 
et  surtout  l'emploi  des  conceptions  de  Pliicker  sur  la  génération 
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de  l'espace,  contribueront  à  enlever  à  cette  objection  benncotip 
de  sa  valeur. 

J'aurais  voulu  vous  parler  aussi  de  la  méthode  des  équipol- 
lences,  dont  nous  trouvons  le  germe  dans  les  œuvres  postliumes 
de  Gauss,  des  quaternions  d'Hamilton,  des  jnéthodes  de  Grass- 
mann  et  en  général  des  systèmes  d'unités  complexes,  de  VAna- 
lysis  sitiis,  si  intimement  reliée  à  la  théorie  des  fonctions,  de  la 
Géométrie  dite  cinématique,  de  la  théorie  des  abaques,  de  la 
Géométiographie,  des  a|)plica lions  de  la  Géométrie  à  la  Philo- 
sophie naturelle  ou  aux  Arts.  Mais  je  craindrais,  si  je  m'étendais 
outre  mesure,  que  quelque  analyste,  comme  il  y  en  a  eu  autrefois, 
n'accusât  la  Géométrie  de  vouloir  tout  accaparer. 

Mon  admiration  pour  l'Analyse,  devenue  si  féconde  et  si  puis- 
sante à  notre  époque,  ne  me  permettrait  pas  de  concevoir  une  telle 
pensée.  Mais,  si  quelque  reproche  de  ce  genre  pouvait  être 
aujourd'hui  formulé,  ce  n'est  pas  à  la  Géométrie,  c'est  à  l'Analyse 
qu'il  conviendrait,  je  crois,  de  l'adresser.  Le  cercle  dans  lequel 
paraissaient  renfermées  les  études  mathématiques  au  commence- 
ment du  xix''  siècle  a  été  brisé  de  tous  côtés.  Les  problèmes 
anciens  se  présentent  à  nous  sous  une  forme  renouvelée,  des  pro- 
blèmes nouveaux  se  posent,  dont  l'étude  occupe  des  légions  de 
travailleurs.  Le  nombre  de  ceux  qui  cultivent  la  Gé()métrie  pure 
est  devenu  prodigieusement  restreint.  ]l  y  a  là  un  danger  contre 
lequel  il  iin|M3rle  de  se  prémunir.  N'oublions  pas  que,  si  l'Analvse 
a  acquis  des  moyens  d'investigation  (pii  lui  faisaient  défaut  autre- 
fois, elle  les  doit  en  grande  partie  aux  conceptions  introduites  par 
les  Géomètres.  11  ne  faut  pas  que  la  Géométrie  demeure  en  quelque 
sorte  ensevelie  dans  son  triomphe.  C'est  à  son  école  que  nous 
avons  appris,  que  nos  successeurs  auront  à  apprendre,  à  ne  jamais 
se  fier  aveuglément  aux  méthodes  trop  générales,  à  envisager  les 
questions  en  elles-mêmes  et  à  trouver,  dans  les  conditions  parti- 
culières à  chaque  problème,  soit  un  chemin  direct  vers  une  solu- 
tion facile,  soit  le  moyen  d'appliquer  d'une  manière  appropriée 
les  procédés  généraux  que  toute  science  doit  lassembler.  Ainsi  cpic 
le  dit  Chasies  au  commencement  de  V Aperça  historique  :  «  Les 
doclrincs  de  la  pure  Géométrie  offrent  souvent,  et  dans  une  foule 
de  (pieslions,  cette  voie  simple  et  naturelle  qui,  pénétrant  jusqu'à 
l'origine  des  vérilés,  Jiiet  à  nu  la  chaîne  nnstéiieuse  qui  les   unil 
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enlre  elles  el  les  fait  connaître  individuelleineiil  de  la  manière  la 
plus  lumineuse  el  la  plus  complète.  » 

Cultivons  donc  la  Géométrie,  qui  a  ses  avantages  propres,  sans 
vouloir,  sur  tous  les  points,  l'égaler  à  sa  rivale.  Au  reste,  si  nous 
étions  tentés  de  la  négliger,  elle  ne  larderait  pas  à  trouver  dans 
les  applications  des  Mathématiques,  comme  elle  l'a  déjà  fait  une 
première  fois,  les  movens  de  renaître  et  de  se  dévelopj)er  de  nou- 
veau. Elle  est  comme  le  géant  Antée  qui  reprenait  ses  forces  en 
louchant  la  terre. 
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in-8",  xni-272  p.  avec  fig.  Berlin,  Ernsl  und  Sohn.  9  m.;  relié  10  ni. 

Hexuici  (0.;  and  Tlrner  (G.-C.).  —  Vectors  and  Rotors,  nith  appli- 
cations.  In-8°,  '220  p.  London,  Arnold.  3  sh.  6  d. 
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KoLL  (Otto).  —  Geoddtische  Rechnungen  mittels  der  Rechenina- 
schine.  Gr.  in-8",  iv-8i  p.  avec  fig.  Halle,  Slrien.  Relié  5  m. 

KoMMERELL  (V.)  Cl  KoMMERELi,  (K.).  —  AUgemeiiie  Théorie  der 
Raumkurven  u.  Fldchen.  2.  Bd.  (Sammlung  Schubert,  xliv).  In-8°, 
iv-212  p.  avec  i8  fig.  Leipzig,  Guschcn.  5  m.  8o  pf. 

LoEwv  (^I.)  et  PuiSEix  (P.j.  —  Allas  photograpliicjue  de  la  Lune, 
publié  par  1  Observatoire  de  Paris.  7®  fasc.  In-4",  48  p.  Paris,  Inipr. 
nationale. 

Pluxket  (Hon.  Emmelixe-M.).  —  Ancient  calendars  and  constella- 
tions. Avec  figures.  Gr.  111-8",  272  p.   London,   Murray. 

Schubert  (Herm.).  —  Niedere  Analysis.l.  Tl.  In-8°,  v-2i5  p.  avec  3  fig. 
Leipzig,  Goschen.  (Sammlung  Schubert,  xlv).  3  m.  80  pf. 

SouiLLAGOUET  (F.).  —  Tables  du  point  auxiliaire.  Complément  des 
Tables  (  Table  de  point  ;  logarithmes  des  nombres  et  des  lignes 
trigonométriques).  Jn-8°,  ix-73  p.  Toulouse,  impr.  Douladoure-Privat. 

Stebbing  (P\tC.).  —  Nai'igatiun  and  nautical  Astrononiy.  In-S", 
35-2  p.  London,  Macmillan.  8  sh.  6  d. 

Tropfke  (Joiis.).  —  Geschichte  der  elementar  Mathematik  in  sys- 
temat.  Darstellg.  2.  Bd.  Gr.  in-S",  viii-496  p.  avec  fig.  Leipzig,  Veit  et  €'*. 
12  m.  ;  relié  i3  m. 

WebI'R  (Heixr.)  et  Wellstein  (Jos.).  —  Encyklopâdie  der  Elemen- 
tar-Matliematik.  1.  Bd.  Elementare  Algebra  u.  Analysis.  Bearb.  v. 
Heinr.  Webcr.  Gr.  in-8°,  xiv-447  p-  avec  fig.  Leipzig,  Teubner.  Relié  8  m. 

ALiiXKJEFF  (W.-G.).  —  Die  Mathematik  als  Griindlage  der  Kritik 
wissenschaftlicli-philosoph.  Weltanschauung.  Gr.  in-8",  48  p-  Berlin. 
Mayer  et  MuUer.    i  m.  20  pf. 

Brédikiiine  (Th.).  —  Etudes  sur  l'origine  des  météores  cosmiques  et 
la  formation  de  leurs  courants.  In-4",  364  P-  avec  6  planches.  Saint- 
Pétersbourg.  (Leipzig,  Voss'  Sortimcnt.)  4  m-  80  pf. 

Castelnlovo  (G.).  —  Lezioni  di  geometria  analitica  e  proiettiia. 
Vol.  I.  fn-S".  iMilano,  Soc.  editr.  Dante  Alighieri.  12  1. 
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SYLVESTER.  —  The  collected  mvthematical  papers  of  James-Joseph 
Sylvester.  Volume  I  ('i837-i833),  in-4",  xii-65o  pages.  Cambridge,  at  the 
University  Press,  1904. 

C'est  avec  une  véritable  satisfaction  que  nous  enregistrons  la 
publication  du  premier  Volume  des  Œuvres  de  Sjlvester.  Ce 
grand  et  puissant  esprit,  dont  le  nom  demeurera  associé  à  ceux  de 
Cayley  et  d'Hermite  dans  l'histoire  de  la  théorie  des  formes  algé- 
briques, était  doué  au  plus  haut  degré  des  dons  les  plus  précieux  : 
l'originalité  et  l'invention.  Très  apprécié  dans  notre  pays,  où  il 
comptait  pour  amis  tous  les  mathématiciens  français,  il  a  successi- 
vement professé  à  Londres,  à  Woolwich,  à  Baltimore  et  à  Oxlord. 
Partout,  en  A.ngleterre  et  en  Amérique,  il  a  formé  des  élèves,  sus- 
cité des  recherches  et  montré  autant  d'ingéniosité  dans  le  choix 
des  problèmes  qu'il  savait  se  poser  que  dans  leur  étude  et  leur 
solution.  11  importait  que  la  génération  nouvelle  des  jeunes  géo- 
mètres fût  mise  en  contact  avec  des  travaux  dont  la  forme  laisse 
quelquefois  à  désirer,  mais  où  elle  rencontrera  aujourd'hui  encore 
une  foule  de  vues  originales  et  fécondes. 

L'éditeur  de  cette  nouvelle  et  intéressante  publication,  M.  H. -F. 
Baker,  s'elface  modestement  devant  celui  dont  il  publie  les 
Œuvres.  Nous  ne  le  connaissons  que  par  le  nom  qu'il  a  mis 
au  bas  d'une  Préface  très  courte,  où  il  indique  de  la  manière  la  plus 
succincte  le  plan  qu'il  a  adopté  et  les  principaux  sujets  contenus 
dans  les  soixante-huit  premiers  Mémoires  de  Sylvester,  qui 
s'étendent  de  i83^  à  i853.  C'est  dans  ces  Mémoires  que  se 
trouvent  les  premiers  et  les  plus  importants  travaux  de  Sylvester 
relativement  à  la  méthode  d'élimination  (|u'il  a  appelé  dialyliquc. 
Le  lecteur  retrouvera  également  les  beaux  résultats  sur  les  rcialions 
syzygétiques  entre  deux  fonctions  rationnelles,  (jui  ont  si  nota- 
blement accru  l'importance  et  rinlérèl  du  célèbre  ihéorèmc  de 
Sturm   relatif   aux    racines    réelles    des    équations.   Mentionnons 

liull.  (les  Sciences  mat/iem.,  ■?.'  fiérie,  l.  XWIII.  (Oiioliic  if)o'|.)  ni 
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encore  les  essais  sur  les  formes  canoniques  et  les  premières 
recherches  sur  la  théorie  des  invariants;  les  éludes  sur  la  trans- 
formation des  formes  quadratiques  où  se  trouve  démontrée  la 
célèbre  loi  d' inertie,  les  théorèmes  généraux  sur  les  déterminants 
dont  le  grand  géomètre  a  fait  des  applications  si  intéressantes  à  la 
Géométrie.  11  faudrait  tout  citer. 

On  a  beaucoup  reproché  à  Sylvester  la  profusion  de  termes  nou- 
veaux qu'il  tendait  à  introduire  dans  l'Algèbre.  Il  était  loin  de 
passer  condamnation  sur  ce  point,  car  il  a  écrit  en  1887  : 

Perhaps  I  mav  witliout  immodesty  lay  claim  to  thc  appellation  of  the 
ÎMathematical  Adam,  as  I  bclieve  that  I  liavc  given  more  names  of  the 
créatures  of  the  mathenialical  reason  than  ail  the  otiier  mathematicians  of 
the  a<ïe  combined. 

Mais  il  avait  épiouvé  le  besoin  de  composer  un  petit  diction- 
naire à  Tusage  de  ses  lecteurs.  On  trouvera  ce  glossaire  à  la 
page  58o  du  Volume  actuellement  publié.  Même  fortune  n'est  pas 
échue  à  toutes  les  dénominations  nouvelles  employées  par  le  grand 
géomètre.  Covariant,  déterminant,  discriminant,  hessian, 
inertia,  jacobian,  malrix,  ont  trionij^hé.  Mais  qui  emploie 
aujourd'hui  allotrious,  bezoutod,  cumulant,  apocopaled,  ef- 
fluent,  endoscopie,  kenotheme,  syrrhizoristie,  umbral,  et  quel- 
ques autres  mots  dont  la  définition  même  échappe  entièrement 
à  la  plupait.  Les  mots  passent  souvent,  mais  les  idées  restent  et 
elles  produisent  leur  effet.  G.  D. 


BRIOSCHI  (Fr.vxcesco).  —  Opeiui  mati:m\ticuf,  PiRni.icATE  pkr  ciua  dei. 
CoMiTATO  PKR  LE  ONORANZE  A  Fraxcesco  Bkioschi  {G.  AscoU,  f.  Cei'ruti, 
G.  Colombo,  L.  Cremona,  G.  Negri,  G.  Schiaparalli).  Tomo  seconde, 
in-Zj",  VIII-45G  pages,  1902.  Tonio  lerzo,  iii-4".  x-433  pages,  1904.  Milan, 

U.  Hoopli. 


La  publication  des  OEuvres  de  Francesco  Brioschi,  dont  nous 
avons,  dès  le  début,  rendu  compte  à  nos  lecteurs,  se  poursuit  avec 
une   grande   régularité  par  les  soins    du   Comité  qui    s'est  chargé 
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d'honorer  la  mémoire  du  grand  géomètre  italien.  Le  Tome  II  a 
déjà  paru  depuis  deux  ans.  Le  Tome  III,  que  nous  venons  de  rece- 
voir, a  été  publié  cette  année  même.  Ce  sont  toujours  les  mêmes 
géomètres  qui  se  chargent  de  la  préparation  de  l'édition  et  de  la 
revision  des  diflerenis  textes  :  MjM.  Gerbaldi  de  Palerme,  Pascal 
de  Pavie,  Loria  de  Gênes,  Bianchi  de  Pise;  Cerruti,  Pittarelli, 
Reina,  Tonelli  de  Rome;  Capelli  de  Naples.  Grâce  à  leurs  soins 
éclairés  et  à  ceux  de  l'éditeur,  la  publication  ne  laissera  rien  à 
désirer  et  le  Comité  aura  atteint  le  double  but  qu'il  devait  ambi- 
tionner :  élever  au  regretté  Brioschi  un  monument  digne  de  lui, 
et  rendre  aux  études  mathématiques  en  Italie,  et  dans  tous  les 
pays,  le  service  le  plus  signalé.  G.  D. 


MELANGES. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  L'ANALYSE   MATHÉMATIQUE 
ET  SES  RAPPORTS  AVEC  QUELQUES  AUTRES  SCIENCES; 

COXFKRKNCE   FAITE    AU   CONGRÈS    DES   ARTS   ET  SCIENCES   DE   SAINT-LOUIS   (ign'i)    (  '  ), 
l'AU   M.    K.MILE   l'ICAKl) 


C'est  un  des  objets  d'un  Cofigrès,  comme  celui  qui  nous  réunit 
en  ce  moment,  que  de  montrer  les  liens  entre  les  diverses  parties 
de  la  Science,  prise  dans  sou  acception  la  plus  étendue.  Aussi  les 
organisateurs  de  cette  réunion  ont-ils  tenu  à  ce  fpic  les  rapports 


(')  Celte  conférence  a  élé  faite  au  Congrès  des  Arts  et  Sciences  de  l'Iilxposilion 
universelle  de  Saint-Louis  (Èlals-Unis),  le  33  septembre  1904. 
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entre  dinercntcs  sections  fussent  mis  en  évidence.  Pour  entre- 
prendre une  élude  de  ce  genre,  dont  le  caractère  reste  quelque 
peu  indéterminé,  il  faut  oublier  que  tout  est  dans  tout;  en  ce 
qui  concerne  l'Algèbre  et  l'x\naljse,  un  pythagoricien  serait  effrayé 
de  l'étendue  de  sa  tâche,  en  pensant  à  la  célèbre  formule  de 
l'Ecole  :  «  Les  choses  sont  nombres  ».  De  ce  point  de  vue,  mon 
sujet  serait  inépuisable.  Mais  je  n'aurai  pas,  et  pour  cause,  tant 
de  prétentions.  En  jetant  seulement  un  coup  d'œil  sur  le  dévelop- 
pement de  notre  Science  à  travers  les  âges  et  particulièrement  au 
siècle  dernier,  j'espère  pouvoir  caractériser  suffisamment  le  i*ôle 
de  l'Analyse  mathématique  dans  ses  rapports  avec  quelques  autres 
sciences. 


I. 


Il  paraîtrait  naturel  de  commencer  par  parler  du  concept  même 
de  nombre  entier;  mais  ce  sujet  n'est  pas  seulement  d'ordre  lo- 
gique, il  est  aussi  d'ordre  historique  et  psychologique  et  nous 
entraînerait  à  trop  de  discussions.  Depuis  que  le  concept  de 
nombre  a  été  approfondi,  on  y  a  trouvé  d'insondables  profon- 
deurs; ainsi,  c'est  un  problème  encore  pendant  que  de  savoir, 
entre  les  deux  formes  le  nombre  cardinal  et  le  nombre  ordinal, 
sous  lesquelles  se  présente  l'idée  de  nombre,  laquelle  des  deux  est 
antérieure  à  l'autre,  c'est-à-dire  si  l'idée  de  nombre  proprement  dit 
est  antérieure  à  celle  de  rang,  ou  si  c'est  l'inverse.  Il  semble  que 
les  géomètres  logiciens  négligent  trop  dans  ces  questions  la  Psy- 
chologie et  les  enseignements  que  nous  donnent  les  peuples  non 
civilisés.  Peut-être  n'y  a-t-il  pas  de  réponse  générale  à  la  ques- 
tion posée,  cette  réponse  variant  suivant  les  races  et  suivant  les 
mentalités.  J'ai  quelquefois  pensé,  à  ce  sujet,  à  la  distinction 
entre  les  auditifs  et  les  visuels,  l'es  auditifs  se  l'attachant  à  la 
théorie  ordinale  et  les  visuels  à  la  théorie  cardinale.  Mais  je  no 
m'attarde  pas  sur  ce  terrain  plein  d'embûches.  Je  crains  que  notre 
école  moderne  de  logiciens  s'entende  difficilement  avec  les  ethno- 
graphes et  les  biologistes;  ceux-ci,  dans  les  questions  d'origine, 
sont  toujours  dominés  par  la  thèse  évolutionnisle,  et,  pour  plus 
d'un  paiini  eux,  la  logique   n'est  que  le   résumé   de   rcxj>ériencc 
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ancestrale.  On  a  même  reproché  aux  maLlicmalicicns  de  poser  en 
principe  qu'il  y  a  un  esprit  humain  en  quelque  sorte  extérieur 
aux  choses  et  qu'il  a  sa  logique.  Quoi  qu'on  en  puisse  penser, 
celte  idée  a  été  très  utile,  sinon  indispensable,  aux  progrès  des 
Sciences  mathématiques,  et,  certainement,  à  supposer  qu'elle  ait 
évolué  dans  la  suite  des  temps  préhistoriques,  cette  logique  de 
l'esprit  humain  était  bien  fixée  du  temps  des  plus  vieilles  écoles 
géométriques  de  la  Grèce:  leurs  travaux  paraissent  en  avoir  été 
le  premier  code,  comme  l'exprime  l'histoire  de  Platon  écrivant 
sur  la  porte  de  son  école  :  «  Que  personne  n'entre  ici,  s'il  n'est 
géomètre  ». 

Longtemps  avant  que  l'on  eût  tiré  de  l'arabe  le  mol  bizarre 
d'Algèbre,  qui,  paraît-il,  exprime  l'opération  par  laquelle  on  ra- 
menait les  égalités  à  une  certaine  forme  canonique,  les  (jrecs 
avaient  fait  de  l'algèbre  sans  le  savoir;  ou  ne  peut  même  imaginer 
de  relations  plus  étroites  que  celles  qui  liaient  leur  algèbre  cl  leur 
géométrie,  ou  plutôt,  on  serait  embarrassé  de  classer,  s'il  y  ;ivait 
lieu,  leur  algèbre  géométrique,  dans  laquelle  ils  raisonnent,  non 
sur  les  nombres,  mais  sur  les  grandeurs.  Chez  les  Grecs  aussi, 
nous  trouvons  une  arithmétique  géométrique,  et  une  des  phases 
les  plus  intéressantes  de  son  dévelo[)pement  est  le  conllit  qui, 
chez  les  Pythagoriciens,  s'éleva  à  ce  sujet,  entre  le  nombre  et  la 
grandeur,  à  propos  des  irrationnelles.  Si  les  Grecs  cidtivèrent 
l'étude  abstraite  des  nombres,  dénommée  par  eux  A rilhmétique, 
leur  esprit  spéculatif  montra  peu  de  goût  pour  le  calcid  praliqm-, 
qu'ils  appelaient  la  Logistique.  Dans  la  haute  anticpiih',  les 
Égyptiens  et  les  Chaldéens,  et  plus  tard  les  Indiens  et  les  Arabes, 
poussèrent  fort  loin  la  science  du  calcul.  Ils  y  avaient  élc  conduits 
par  les  nécessités  pratiques;  la  Logistique  a  |)récédé  l'Arillimé- 
lique,  comme  l'Arpentage  et  la  Géodésie  ont  ouvert  la  voie  à  la 
Géométrie;  de  même  encore  la  Trigonométrie  s'est  développée 
sous  l'influence  des  besoins  croissants  de  l'Astronomie.  Ij'histoiic 
de  la  Science  à  ses  débuts  nu)nlrc  une  relation  étroite  entre  les 
Mathématiques  pures  et  les  Mathématiques  appliquées;  nous  la 
retrouverons  constamment  dans  celle  étude. 

Nous  sommes  reslés  juscju'ici  dans  le  domaine  que  h;  langage 
courant  appelle  V algèbre  et  i arithmétique  élémentaires.  En 
fait,  dès  qu'avait  été  reconnue   rincommcnsurabilitc  de  ccrlaino 
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grandeurs,  rintiui  avait  fait  son  apparition  et,  dès  le  temps  des 
sophismes  de  Zenon  sur  l'impossibilité  du  mouvement,  on  dut  se 
préoccuper  de  la  sommation  des  progressions  géométriques.  Les 
procédés  d'exhaustion  que  1  on  trouve  dans  Eudoxe  et  dans  Eu- 
clide  appartiennent  déjà  au  calcul  intégral,  et  Archimède  calcule 
des  intégrales  définies.  La  Mécanique  apparaît  aussi  dans  son  traité 
sur  la  quadrature  de  la  parabole,  car  il  trouve  d'abord  la  surface  du 
segment  limité  par  un  arc  de  parabole  et  sa  corde  en  s'appuyant 
sur  le  théorème  des  momej^ils  ;  c'est  le  premier  exemple  des  rap- 
ports entre  la  Mécanique  et  l'Analyse  qui  n'ont  cessé  de  se  déve- 
lopper parla  suite.  La  méthode  infinitésimale  des  géomètres  grers 
sur  la  mesure  des  volumes  a  soulevé  des  questions  dont  l'intérêt 
aujourd'hui  même  n'est  pas  épuisé.  En  géométrie  plane,  deux  |)o- 
lygones  équivalents  sont  égaux  par  addition  ou  par  soustraction, 
c'est-à-dire  |)euvent  être  décomposés  en  triangles  égaux  ou  regardés 
comme  des  diflerences  de  polygones  susceptibles  d'une  telle  dé- 
composition. I!  n'en  est  pas  de  même  pour  la  géométrie  de  l'es- 
pace, et  l'on  sait  depuis  peu  que  la  Stéréométrie  ne  peut  pas, 
comme  la  Planimétrie,  être  faite  sans  recourir  à  des  procédés 
d'exhaustion  ou  de  limite,  qui  exigent  l'axiome  de  continuité  ou 
axiome  d'Archimède.  Sans  insister  davantage,  ce  coup  d'œil  jeté 
sur  l'anliquilé  montre  combien  furent  alors  amalgamés  l'Algèbre, 
l'Aritlunéliquc,  la  Géométrie  et  les  premiers  essais  de  Calcul  inté- 
gral et  de  Mécanique,  au  point  qu'il  est  impossible  d'en  rappeler 
séparément  l'histoire. 

Au  Moyen  Age  et  à  la  Renaissance,  l'Algèbre  géométrique  des 
anciens  se  sépare  de  la  Géométrie.  Peu  à  peu,  l'Algèbre  propre- 
ment dite  arrive  à  l'autonomie,  avec  son  symbolisme  et  ses  nota- 
tions do  plus  en  plus  perfectionnées;  ainsi  se  crée  celle  langue 
(1  une  admirable  clarté,  qui  procura  à  la  pensée  une  véritable  éco- 
nomie et  rendit  possibles  les  progrès  ultérieurs.  C'est  le  moment 
aussi  ou  des  divisions  distinctes  s'organisent.  La  Trigonométrie 
qui,  dans  l'anliquilé,  n'avait  été  qu'une  auxiliaire  de  l'Astronomie, 
se  dévclop|)c  indépendamment;  vers  le  même  temps  apparaît  le 
logarithme  et  des  éléments  essentiels  sont  ainsi  mis  en  évidence. 


MËLANGHS. 


II. 


x\ii  xvii*^  siècle,  la  géomélrie  analytique  de  DescarLes,  dislincLc 
de  ce  que  j'appelais  tout  à  l'heure  l'algèbre  géométrique  des 
Grecs  par  les  idées  générales  et  systématiques  qui  sont  à  sa  base, 
et  la  Dynamique  naissante  furent  Torigine  des  plus  grands  progrès 
de  l'Analvse.  Quand  Galilée,  partant  de  l'bvpothèse  que  la  vitesse 
des  corps  pesants  dans  leur  chute  est  proportionnelle  au  temps,  en 
déduit  la  loi  des  espaces  parcourus,  pour  la  vérifier  ensuite  par 
l'expérience,  il  reprend  la  voie  où  s'était  jadis  engagé  Archimède, 
et  qu'allaient  suivre  après  lui  Cavalieri,  Fermât  et  d'autres  encore 
jusqu'à  Newton  et  Leibniz.  Le  calcul  intégral  des  géomètres  grecs 
renaît  dans  la  cinématique  du  grand  phy-sicien  de  Florence.  Quant 
au  calcul  des  dérivées  ou  des  difl'érentielles,  il  fut  posé  avec  préci- 
sion à  propos  du  tracé  des  tangentes.  En  réalité,  l'origine  de  la 
notion  de  dérivée  est  dans  le  sentiment  confus  de  la  mobdité  des 
choses  et  de  la  rapidité  plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  les 
phénomènes  s'accomplissent;  c'est  ce  qu'ex|)riment  bien  les  déno- 
minations de  jluenles  et  de  fluxions,  dont  se  servait  Newton,  et 
qu'on  croirait  empruntées  à  l'antique  Heraclite. 

Les  points  de  vue  auxquels  se  placèrent  les  fondateurs  de  la 
science  du  mouvement,  Galilée,  Huyghens  etNevvlon,  eurent  une 
influence  énorme  sur  l'orientation  de  l'Analyse  mathématique.  Ce 
fut  chez  Galilée  une  intuition  géniale  de  discerner  que,  dans  les 
phénomènes  naturels,  les  circonstances  déterminantes  du  mouve- 
ment produisent  des  accélérations;  elle  devait  conduire  à  poser  le 
principe  que  la  rapidité,  avec  laquelle  change  l'état  dynamicpie 
d'un  système,  dépend  d'une  manière  déterminée  de  son  état  sta- 
tique seul.  D'une  manière  plus  générale,  il  fut  postulé  que  les 
changements  infiniment  petits,  de  quelque  nature  qu'ils  soient, 
qui  surviennent  dans  un  système  de  corps,  dépendent  uniquement 
de  l'état  actuel  de  celui-ci.  Dans  quelle  mesure  les  exceptions 
sont-elles  apparentes  ou  réelles?  c'est  une  question  qui  ne  fut  sou- 
levée que  plus  tard  cl  que  j'écarte  |)0ur  le  moment.  Des  principes 
énoncés  se  dégage  un  point  capital  pour  l'analyste  :  les  phénomènes 
sont  régis  j)ar  des  équnlions  diUércnliclles,  éipialions  tpie  l'on  peut 
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former  quand  l'observalion  et  l'expérience  onl  fait  connaître  pour 
chaque  catégorie  de  phénomènes  certaines  lois  physiques.  On 
comprend  les  espérances  illimitées  que  durent  faire  concevoir  ces 
résultats.  Comme  le  dit  Bertrand  dans  la  préface  de  son  Traité, 
«  les  premiers  succès  furent  d'abord  tels  que  l'on  put  supposer 
toutes  les  difficultés  de  la  Science  surmontées  à  l'avance,  et  croire 
que  les  géomètres,  sans  être  distraits  plus  longtemps  par  l'élabo- 
ration des  Mathématiques  pures,  pourraient  tourner  exclusivement 
leurs  méditations  vers  l'étude  des  lois  naturelles  ».  C'était  adm.ettre 
gratuitement  que  les  problèmes  d'Analyse,  auxquels  on  était  ra- 
mené, ne  présenteraient  pas  de  très  graves  difficultés.  Mais,  mal- 
gré les  désillusions  que  devait  apporter  l'avenir,  il  restait  ce  point 
capital  que  les  problèmes  avaient  pris  une  forme  précise,  et  qu'une 
classification  pouvait  s'établir  dans  les  difficultés  à  surmonter.  Il 
y  eut  donc  un  progrès  immense,  un  des  plus  grands  qu'ait  jamais 
faits  l'esprit  luimain.  Nous  nous  rendons  compte  aussi  pourquoi 
la  théorie  des  équations  diflerentielles  allait  acquérir  une  impor- 
tance considérable. 

J'ai  devancé  quelque  peu  les  temps,  en  présentant  les  choses 
sous  une  forme  aussi  analytique.  La  Géométrie  fut  mêlée  à  tous 
ces  progrès.  Huyghens,  par  exemple,  suivit  toujours  de  préférence 
les  anciens,  et  son  llorologiiim  oscillaloriiiin  roule  à  la  fois  sur 
la  Géométrie  infinitésimale  et  sur  la  Mécanique;  de  même,  dans 
le  livre  des  Principes  de  Ne\\ton,  les  méthodes  suivies  sont  syn- 
thétiques. C'est  surtout  avec  Leibniz  que  la  Science  s'engage  dans 
les  voies  qui  devaient  conduire  à  ce  que  nous  appelons  V Analyse 
mathématique;  c'est  lui  qui,  pour  la  première  fois,  dans  les  der- 
nièi^es  années  du  xvii*  siècle,  prononce  le  mot  de  fonction.  Par 
son  esprit  systématique,  par  les  nombreux  problèmes  qu'il  traita 
ainsi  (|ue  ses  disciples,  Jacques  et  Jean  BernouUi,  il  montra  d'une 
manière  définitive  la  puissance  des  doctrines  à  l'édification  des- 
fpiclles  avaient  successivement  contribué  une  longue  suite  de  pen- 
seurs depuis  les  temps  lointains  d'Eudoxe  et  d'Archimède. 

Le  xviii^  siècle  montra  l'extrême  fécondité  des  nouvelles  mé- 
thodes. Ce  fut  un  temps  curieux  que  celui  de  ces  duels  mathéma- 
tiques, oii  les  géomètres  se  lançaient  des  défis,  luttes  qui  n'étaient 
])as  toujours  sans  aigreurs,  ([uand  Lcibni/.iens  et  Newtoniens  se 
rencontraient  d.ins  la  lice.  Au  point  do  vue  purement  analytique. 
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la  classificalion  et  l'étude  des  fonctions  simples  est  particulit-rc- 
ment  intéressante;  l'idée  de  fonction,  sur  laquelle  repose  l'xAna- 
Ijse,  se  développe  ainsi  peu  à  peu.  Les  Ouvrages  célèbres  d'Euler 
tiennent  alors  une  place  considérable.  Toutefois,  les  nombreux 
problèmes  qui  se  posent  devantles  malbématiciens  ne  leur  laissent 
guère  le  temps  de  scruter  les  principes;  les  bases  mêmes  de  la 
doctrine  s'élucident  lentement,  et  le  mot  attribué  à  d'Alembert 
«  allez  en  avant,  et  la  foi  vous  viendra  »  est  bien  caractéristique 
de  celte  époque.  De  tous  les  problèmes  soulevés  à  la  fin  du 
XYii*^  siècle  ou  pendant  la  première  moitié  du  xv!!!*",  il  me  suffira 
de  rappeler  ces  problèmes  d'isopérimètres  qui  allaient  donner 
naissance  au  calcul  des  variations.  J'aime  mieux  insister  sur  la 
pénétration  plus  intime  encore  entre  l'Analvse  et  la  Mécanique, 
lorsque,  après  la  période  d'induction  du  premier  âge  de  la  dyna- 
mique, on  en  arriva  à  la  période  déductive  où  l'on  s'eiï'orça  de 
donner  aux  principes  une  forme  définitive.  Le  développement 
mathématique  et  formel  joua  alors  le  rôle  essentiel,  et  le  langage 
analytique  fut  indispensable  à  la  plus  grande  extension  de  ces 
principes.  Il  y  a  des  moments  dans  l'histoire  des  Sciences,  et 
peut-élre  des  sociétés,  où  l'esprit  est  soutenu  et  porté  en  avant 
par  les  mots  et  les  symboles  qu'il  a  créés,  et  où  les  généralisations 
se  présentent  avec  le  moindre  effort.  Tel  fut  particulièrement  le 
rôle  de  l'Analyse  dans  le  développement  formel  de  la  Mécanique. 
Qu'on  me  permette  ici  une  remarque.  On  répèle  souvent  qu'il 
ny  a,  dans  une  équation,  que  ce  qu'on  y  a  mis.  Il  est  facile  de 
répondre  d'abord  que  la  forme  nouvelle  sous  laquelle  on  retrouve 
les  choses  constitue  souvent  à  elle  seule  une  importante  décou- 
verte. Mais  il  V  a  quelquefois  plus;  l'analyse,  par  le  simple  jeu  de 
ses  svjnboles,  peut  suggérer  des  généralisations  dépassant  de  beau- 
couj)  le  cadre  primitif.  N'en  est-il  pas  ainsi  avec  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  dont  l'idée  première  vint  des  mécanismes  les 
plus  simples-?  La  forme  analytique,  qui  le  traduisait,  suggéra  des 
extensions  qui  menèrent  loin  du  point  de  départ.  En  un  sens 
même,  il  n'est  pas  juste  de  dire  que  l'Analyse  n'a  rien  créé,  puisque 
ces  conceptions  plus  générales  sont  son  œuvre.  Lu  aulic  exenq)le 
nous  est  encore  fourni  par  le  système  des  équations  de  Lagrange; 
ICI,  des  transformations  de  calcul  ont  donné  le  type  des  équalions 
dillérenliclles  au\(|iicllcs  on  Icnd  à  ramener  aujourd'hui  la   nolion 
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d'explication  mécanique.  11  y  a,  dans  ia  Science,  peu  d'exemples 
comparables  à  celui-là,  de  l'importance  de  la  forme  d'une  relation 
analytique  et  de  la  puissance  de  généralisation  dont  elle  peut  être 
capable.  Il  est  bien  clair  que,  dans  chaque  cas,  les  généralisations 
suggérées  doivent  être  précisées  par  un  appel  à  l'observation  et  à 
l'expérience;  ensuite,  c'est  encore  le  calcul  qui  cherchera  les  con- 
séquences lointaines  à  soumettre  aux  mêmes  contrôles,  mais  c'est 
un  ordre  d'idées  que  je  n'ai  pas  à  aborder  ici. 

Sous  l'impulsion  des  problèmes  que  posent  la  Géométrie,  la 
Mécanique  et  la  Phy^sique,  nous  voyons  se  développer  ou  prendre 
naissance  presque  toutes  les  grandes  divisions  de  l'Analyse.  On 
avait  d'abord  rencontré  des  équations  à  une  seule  variable  indé- 
pendante. Bientôt  les  équations  aux  dérivées  partielles  apparaissent 
avec  les  cordes  vibrantes,  la  Mécanique  des  fluides  et  la  Géouiétrie 
inllnitésimale  des  surfaces.  C'était  tout  un  monde  analytique  nou- 
veau ;  l'origine  même  des  problèmes  traités  fut  un  secours  qui 
permit  de  ne  pas  s'égarer  dès  les  prem.iers  pas  et,  entre  les  mains 
de  Monge,  la  Géométrie  rendit  d'utiles  services  aux  théories  nais- 
santes. Mais,  de  toules  les  applications  de  l'Analyse,  aucune  alors 
n'eut  plus  d'éclat  que  les  problèmes  de  Mécanique  céleste  posés 
par  la  connaissance  des  lois  de  la  gravitation  et  auxquels  atta- 
chèrent leurs  noms  les  plus  grands  géomètres.  La  théorie  n'eut 
jamais  de  plus  beau  triomphe;  peut-être  même  poui'rait-on  ajouter 
qu'il  fut  trop  complet,  car  c'est  à  ce  moment  surtout  que  l'on 
conç.ut  pour  la  Philosophie  naturelle  les  espérances  au  moins  pré- 
maturées dont  je  parlais  plus  liaut.  Dans  toute  cette  période, 
surtout  dans  la  seconde  moitié  du  xviii^  siècle,  ce  qui  nous  frappe 
d'admiration  et  nous  procure  aussi  quelque  confusion,  c'est 
rcxirémc  importance  des  applications  réalisées,  alors  que  la  théorie 
pure  paraît  encore  si  mal  assurée.  Ou  le  voit,  quand  certaines 
questions  sont  soulevées,  comme  le  degré  d'arbitraire  dans  Tinté- 
grale  des  cordes  vibrantes,  qui  donne  lieu  à  une  interminable  et 
peu  concluante  discussion.  Lagrange  sentait  ces  insuffisances, 
quand  il  publiait  sa  théorie  des  fonctions  analytiques,  où  il  s'efforce 
de  donner  une  base  précise  à  l'Analyse.  On  ne  saurait  trop  admirer 
le  merveilleux  pressentiment  qu'il  eut  du  rôle  que  devaient  jouer 
les  fondions  (pic  nous  appelons,  comme  lui,  anal  vliqucs  ;  mais  nous 
restons  étonnés,  on  j)eut  l'avouer,  devant    la   tlcnutusliation   (ju'd 
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croltavoir  donnée  de  la  possibililé  du  développement  d'une  fonction 
en  série  de  Taylor.  Les  exigences,  dans  les  questions  d'Analyse 
pure,  étaient  moindres  à  celte  époque.  Se  fiant  à  l'intuition,  on  se 
contentait  de  certaines  vraisemblances  et  ]'on  s'entendait  iin|>lici- 
tement  sur  certaines  hypothèses  qu'il  paraissait  inutile  de  forn^uler 
explicitement;  au  fond,  on  avait  confiance  dans  la  solidité  des 
idées  qui  s'étaient  tant  de  fois  montrées  fécondes,  ce  qui  est  à  peu 
près  le  mot  de  d'AIemhert.  Le  besoin  de  rigueur  en  Mathématiques 
a  eu  ses  approximations  successives  et,  à  cet  égard,  nos  sciences 
n'ont  pas  le  caractère  absolu  que  tant  de  personnes  leur  attribuent. 


m. 


Nous  voici  arrivés  aux  premières  années  du  xix'^  siècle.  Comme 
nous  l'avons  expliqué,  la  grande  majorité  des  recherches  analy- 
tiques eut,  au  xvrii*^  siècle,  pour  occasion  un  problème  de  Géo- 
métrie et  surtout  de  Mécanique  et  de  Physique  et  nous  n'avons 
guère  trouvé  les  préoccupations  logiques  et  esthétiques,  qui  vont 
donner  une  physionomie  si  différente  à  tant  de  travaux  mathéma- 
tiques, surtout  dans  les  deux  derniers  tiers  du  xix®  siècle.  N'anti- 
cipons pas  cependant,  et,  après  les  exemples  si  nombreux  de  l'in- 
(luence  de  la  Physique  sur  le  développement  de  l'Analyse,  nous 
en  rencontrons  encore  un  nouveau,  et  des  plus  mémorables,  dans 
la  théorie  de  la  chaleur  de  Fourier. 

11  commence  par  former  les  équations  aux  dérivées  partielles 
régissant  la  température.  Quelles  sont,  pour  une  équation  aux 
dérivées  partielles,  les  conditions  aux  limites  permettant  de  déter- 
miner une  solution?  Pour  Fourier,  les  conditions  sont  suggérées 
par  le  problème  physique,  et  les  méthodes  qu'il  a  suivies  ont  servi 
de  modèles  aux  géomètres  physiciens  de  la  première  moilié  du 
siècle  dernier.  Une  d'elles  consiste  à  former  des  séries  avec  cer- 
taines solutions  simples.  Fourier  obtint  ainsi  les  premiers  ly|)es 
<Ie  développements  plus  généraux  que  les  développements  trigo- 
nométriques,  comme  dans  le  problème  du  refroidissement  d'une 
sphère,  où  il  applique  sa  théorie  au  globe  terrestre  et  recherche 
la  loi  (pii  i(''git  les  variations  de  température  dans  le  sol,  en 
s'cHorciiil     (l.ilicr    jusqu'aux     applications    iiumérnpics .     I)c\.iiit 
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ces  beaux  résultais,  on  comprend  l'enthousiasme  de  Fourier 
qui  éclate  à  chaque  ligne  de  son  discours  préliminaire.  Parlant 
de  l'Analjse  mathématique  :  «  11  ne  peut  y  avoir,  dit-il,  de 
langage  plus  universel  et  plus  simple,  plus  exempt  d'erreurs  et 
d'obscurités,  cest-à-dire  plus  digue  d'exprimer  les  rapports  inva- 
riables des  êtres  naturels.  Considérée  sous  ce  point  de  vue,  elle 
est  aussi  étendue  que  la  nature  elle-même;  elle  définit  tous  les 
rapports  sensibles,  mesure  les  temps,  les  es])aces,  les  forces,  les 
températures;  cette  science  difficile  se  forme  avec  lenteur,  mais 
elle  conserve  tous  les  principes  qu'elle  a  une  fois  acquis.  Elle 
s'accroît  et  s'affermit  sans  cesse,  au  milieu  de  tant  d'erreurs  de 
l'esprit  humain.  »  L'éloge  est  magnifique;  on  y  voit  cependant 
percer  la  tendance  qui  fait  uniquement  de  l'Analyse  l'auxiliaire^ 
si  incomparable  qu'il  soit,  des  sciences  de  la  nature,  tendance 
conforme,  comme  nous  l'avons  vu,  au  développement  de  la  science 
pendant  les  deux  siècles  jjrécédents;  mais  nous  arrivons  précisé- 
ment à  une  époque  où  apparaissent  des  tendances  nouvelles. 
Poisson  ayant,  dans  un  rapport  sur  les  Fundamenta,  rappelé  le 
reproche  fait  par  Fourier  à  Abel  et  Jacobi  de  ne  pas  s'être  occupés 
de  préférence  du  mouvement  de  la  chaleur,  Jacobi  écrit  à  Legendre  : 
«  Il  est  vrai  que  .M.  Fourier  avait  l'opinion  que  le  but  principal 
des  mathématiques  était  l'utilité  publique  et  l'explication  des  phé- 
nomènes naturels;  mais  un  philosophe  comme  lui  aurait  dû  savoir 
que  le  but  unique  de  la  science,  c'est  l'honneur  de  l'esprit  humain, 
et  que,  sous  ce  titre,  une  question  de  nombre  vaut  autant  qu'une 
question  du  système  du  monde.  »  C'était  sans  doute  aussi  l'opinion 
du  grand  géomètre  de  Gottingen,  qui  appelait  les  mathématiques 
la  reine  des  sciences  et  l'arithmélicpie  la  reine  des  mathématicpies. 
H  serait  ridicule  d'opposer  l'une  à  l'autre  ces  deux  tendances: 
I  iiarmouie  de  notre  science  est  dans  leur  svnlhèsc.  Le  moment 
devait  arriver  où  l'on  sentirait  le  besoin  d'inspecter  les  bases  de 
1  édifice  et  de  faire  l'inventaire  des  richesses  accumulées,  en  appor- 
tant plus  d'esprit  critique.  La  pensée  mathématique  allait  prendre 
plus  de  forces  en  se  repliant  sur  elle-même  ;  les  problèmes  s'épuisent 
pour  un  temps,  et  il  n'est  pa?  bon  ([ue  tous  les  chercheurs  restent 
dans  la  même  voie.  D'ailleurs,  des  dillicullés  et  des  paradoxes 
restés  inexjîliqués  rendaient  nécessaires  les  progrès  de  la  théorie 
puie.  La  voie  où  celle-ci  devait   se  mouvoir  était   Iracco  dans  ^c^ 
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grandes  lignes,  et  elle  jDOuvail  y  marcher  avec  indépendance  sans 
perdre  nécessairement  contact  avec  les  problèmes  que  posaient  la 
Géométrie,  la  Mécanique  et  la  l^hysique.  On  allait  attacher  en 
même  temps  plus  d'intérêt  au  côté  philosophique  et  artistique  des 
mathématiques,  confiant  dans  une  sorte  d'harmonie  préétablie 
entre  nos  satisfactions  logiques  et  esthétiques  et  les  nécessités  des 
applications  futures. 

Rappelons  rapidement  quelques  points  dans  l'histoire  de  la 
revision  des  principes  dont  Gauss,  Cauchv  et  aussi  Abel  furent 
les  ouvriers  de  la  première  heure.  Des  définitions  précises  sur  les 
fondions  continues  et  leurs  propriétés  les  plus  immédiates,  des 
règles  simples  sur  la  convergence  des  séries  furent  formulées,  et 
bientôt  on  établissait,  sous  des  conditions  très  générales,  la  possi- 
bilité des  développements  trigonométriques,  légitimant  ainsi  la 
hardiesse  de  Fourier.  Certaines  intuitions  géométriques  relatives 
aux  aires,  aux  arcs  firent  place  à  des  démonstrations  rigoureuses. 
Les  géomètres  du  dix-huitième  siècle  avaient  nécessairement 
cherché  à  se  rendre  compte  du  degré  de  généralité  de  la  solution 
des  équations  différentielles  ordinaires.  L'assimilation  avec  des 
équations  aux  différences  conduisait  facilement  au  résultat,  mais 
il  ne  fallait  pas  serrer  de  bien  près  la  démonstration  ainsi  conduite. 
Lagrange,  dans  ses  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions,  avait 
apporté  plus  de  précision  et,  partant  de  la  série  de  Tajlor,  il  vit 
que  l'équation  d'ordre  m  laisse  indéterminées  la  fonction  et  ses 
m — I  premières  dérivées  pour  la  valeur  initiale  de  la  variable; 
nous  ne  nous  étonnons  pas  que  Lagrange  ne  se  soit  pas  posé  la 
question  de  convergence.  En  vingt  ou  trente  ans,  les  exigences 
dans  la  rigueur  des  preuves  s'étaient  accrues.  On  sait  que  les  deux 
modes  précédents  de  démonstrations  sont  susceptibles  de  toute  la 
précision  nécessaire.  Pour  le  premier,  il  n'était  besoin  d'aucun 
principe  nouveau;  pour  le  second,  il  fallait  que  la  théorie  se 
développât  dans  une  voie  nouvelle.  Jusqu'ici  les  fonctions  et  les 
variables  étaient  restées  réelles.  La  considération  des  variables 
complexes  vint  étendre  le  champ  de  l'Analyse.  Les  fonctions  d'une 
variable  complexe  à  dérivée  unique  sont  nécessairement  dévelo|i- 
pables  en  série  de  Tajlor;  on  retombe  ainsi  sur  le  mode  de  déve- 
loppement dont  l'auteur  de  la  Théorie  des  fonctions  analytiques 
avait  compris   rinicrét,    mais   donl    rimportance   ne    pouvail    èlrc 
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mise  pleinement  en  évidence  si  l'on  se  bornait  aux  variables  réelles. 
Elles  doivent  aussi  le  grand  rôle  qu'elles  n'ont  cessé  de  jouer  à  la 
facilité  avec  laquelle  on  peut  les  manier  et  à  leur  commodité  dans 
les  calculs.  Les  tbéorèmes  généraux  de  la  théorie  des  fonctions 
analytiques  ont  permis  de  répondre  avec  précision  à  des  questions 
restées  jusque-là  indécises,  comme  le  degré  de  généralité  des 
intégrales  des  équations  différentielles.  11  devint  possible  de  pousser 
jusqu'au  bout  la  démonstration  esquissée  par  Lagrange  pour  une 
équation  différentielle  ordinaire,  et  pour  une  équation  aux  dérivées 
partielles  ou  un  système  de  telles  équations,  des  théorèmes  précis 
ont  été  établis.  Ce  n'est  pas  que,  sur  ce  dernier  poinl,  les  résultats 
obtenus,  si  importants  qu'ils  soient,  résolvent  complètement  les 
questions  diverses  que  l'on  peut  se  poser;  car,  en  physique  mathé- 
matique et  même  en  géométrie,  les  conditions  aux  limites  sont 
susceptibles  de  formes  tellement  variées  que  le  problème,  dit  de 
Cauchj,  apparaît  souvent  sous  une  forme  bien  étroite.  Je  reviendrai 
tout  à  l'heure  sur  ce  point  capital. 

(A  suivre.) 
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Le  grand  physicien  géomètre  sir  George  Stokes,  dont  le  nom 
demeurera  associé  aux  plus  belles  recherches  de  la  philosophie 
naturelle  faites  au  cours  du  siècle  précédent,  avait  publié  de  sou 
vivant  les  premiers  Volumes  de  l'importante  et  nombreuse  coUec-, 
tion  de  ses  divers  travaux.  Tl  n'aura  pas  eu  la  satisfaction  de  mener 
à  boune  fin  l'œuvre  qu'il  avait  entreprise;  mais  nous  pouvons  être 
assurés  qn'elle  sera  heureusement  et  promptement  achevée. 
M.  Larmor  a  bien  voulu  se  charger  de  la  continuer,  et  il  a  su  s'as- 
surer le  concours  bienveillant  de  deux  savants  tels  que  Lord  Kelvin 
et  Lord  Rajleigh. 

Le  Volume  actuel,  qui  est  orné  d'un  beau  portrait  de  Sir  George 
Slokes,  contient  seulement  les  Mémoires  parus  de  iS'-^  à  iS'jO. 
On  compte  qu'un  5*^  \  olume  comprendra  les  Mémoires  restants 
avec  la  magistrale  notice  biographique  lue  à  la  Société  Rojale  par 
Jjord  Rajleigh  sur  la  vie  et  les  travaux  de  l'illustre  et  regretté  pro- 
fesseur de  l'Université  de  Cambridge.  On  espère  aussi  pouvoir 
publier  à  part  un  extrait  de  sa  correspondance  scientifique.  Déjà, 
dans  le  Volume  actuel,  on  a  eu  l'heureuse  idée  de  reproduire 
qiielcpics  pièces  de  la  correspondance  entre  Lord  Kelvin  cl 
Sir  George  Stokes,  se  rapportant  aux  sujets  traités  dans  les  4o  à 
45  Mémoires  qui  s'j  trouvent  reproduits.  G.  D. 
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MELANGES. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  L'ANALYSE  MATHÉMATIQUE 
ET  SES  RAPPORTS  AVEC  QUELQUES  AUTRES  SCIENCES; 

CONFÉRENCE  FAITK   AU    COXGRKS   DES    ARTS   ET   SCIENCES    DE    SAIXT-LOUIS    (lf)0|). 

Par  m.  Emile  PICARD. 
{Suite.) 


IV. 


Sans  nous  astreindre  à  l'ordre  Jiistorique.  reprenons  le  dévelop- 
pement de  la  Physique  mathématique  au  siècle  dernier,  en  tanl 
qu'il  intéresse  l'Analyse.  Les  j)roblèmes  d'équilibre  calorifique! 
conduisent  à  l'équation  déjà  rencontrée  par  Laplace  dans  l'étude 
(le  l'attraction.  Il  y  a  peu,  d'équations  ayant  fait  l'objet  d'autant 
de  travaux  que  cette  équation  célèbre.  Les  conditions  aux  limites 
peuvent  être  de  formes  diverses.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de 
l'équilibre  calorifique  d'un  corps  dont  on  maintient  les  éléments 
de  la  surface  à  des  températures  données;  au  point  de  vue  physique, 
il  peut  être  regardé  comme  évident  que  la  température  continue  à 
I  intérieur,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  source  de  chaleur,  se  trouve 
déterminée  quand  elle  est  donnée  à  la  surface.  Lu  cas  plus  général 
est  celui  où,  l'état  restant  permanent,  il  y  aurait  rayonnement  vers 
le  dehors  avec  un  pouvoir  émissif  variant  sur  la  surface  suivant 
une  loi  donnée  ;  en  particidier,  la  température  peut  être  donnée 
sur  une  poi'tion,  tandis  (piil  y  a  ravimncMuenl  surlaulre  j>orlion. 
Ces  (|ueslions,  (pii  ne  sont  pas  encore  résolues  dans  leur  plus 
grande  généralité,  ont  grandement  contribué  ù  l'orientation  de  la 
itiéorie    des   équations   aux   dérivées   partielles.    Elles  ont  appelé 
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l'altention  sur  des  types  de  déferniinations  des  intégrales,  qui  ne 
se  seraient  pas  présentés  en  restant  à  un  point  de  vue  purement 
abstrait.  L'équation  de  Laplace  s'était  déjà  rencontrée  en  Hydro- 
dynamique el  dans  l'étude  de  l'attraction  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance.  Cette  dernière  théorie  a  conduit  à  mettre  en 
évidence  les  éléments  les  pins  essentiels  comme  les  potentiels  de 
simples  couches  et  de  doubles  couches.  On  y  a  rencontré  des 
combinaisons  analytiques  de  la  plus  haute  importance  qui  ont  été 
dej)uis  notablement  généralisées;  telle  la  formule  de  Green.  Les 
problèmes  fondamentaux  de  l'électricité  statique  rentrent  dans  le 
même  ordre  d'idées  et  c'est  certes  un  beau  triomphe  pour  la 
théorie  que  la  découverte  du  célèbre  théorème  sur  les  phénomènes 
électriques  à  l'intérieur  d'un  conducteur  creux,  que  Faraday 
retrouva  plus  tard  expérimentalement,  sans  avoir  connaissance  du 
Mémoire  de  Green.  Tout  ce  magnifique  ensemjjle  est  resté  le  Ivpe 
de  ces  théories  déjà  anciennes  de  Physique  mathématique,  qui 
nous  semblent  presque  avoir  atteint  la  perfection  et  qui  ont 
exercé  et  exercent  encore  une  si  heureuse  influence  sur  les  pro- 
grès de  l'Analyse  pure,  en  lui  suggérant  les  j)lus  beaux  ju'oblèmes. 
La  théorie  des  fonctions  nous  ofl^rira  encore  un  rapprochement 
mémorable.  Les  transformations  analytiques  mises  en  jeu  n'y  sont 
pas  distinctes  de  celles  que  nous  avons  rencontrées  dans  le  mou- 
vement pei'manent  de  la  chaleur.  Certains  problèmes  fondamen- 
taux de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  ont  pu 
perdre  alors  leur  énoncé  abstrait  pour  prendre  une  forme  physique 
comme  celui  de  la  distribution  de  la  température  sur  une  surface 
fermée  de  connexion  (juelconque  et  ne  rayonnant  pas,  en  écjui- 
librc  calorifique,  avec  deux  sources  de  chaleur  qui  correspondent 
nécessairement  à  des  flux  égaux  et  de  signes  contraires.  En  trans- 
formant, on  se  trouve  devant  une  question  rclati\e  aux  intégrales 
abéliennes  de  troisième  espèce  dans  la  théorie  des  courbes  algé- 
briques. 

Les  exemples  qui  précèdent,  où  nous  n'avons  guère  envisagé 
que  les  équations  de  la  chaleur  et  de  l'attraction,  montrent 
que  l'influence  des  théories  physiques  ne  s'est  pas  exercée  seule- 
ment sur  la  nature  générale  des  problèmes  à  résoudre,  mais  même 
dans  le  détail  des  transformalious  analytiques.  Ainsi  l'on  désigne 
couramment,  dans  les  Mémoires  récents  sur  les  é(] nations  aux  dé- 
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rivées  partielles,  sous  le  nom  àe  formule  de  Green  une  formule 
inspirée  par  la  formule  primitive  du  phvsicien  anglais.  La  théorie 
de   l'électricité   dynamique   et  celle  du  magnétisme,  avec  Ampère 
et  Gauss,  ont  été  aussi  l'origine  d'importants  progrès;  l'étude  des 
intégrales  curvilignes  et  celle  des  intégrales  de  surfaces  ont  pris 
là  tous  leurs  développements,    et  des  formules,  comme   celle  de 
Stokes,   que  l'on   pourrait  appeler  aussi  formule  d'Ampère,  ont 
apparu  pour  la  première  fois  dans  les  Mémoires  de  Physique.  Les 
équations  de   la  propagation  de  l'électricité,   auxquelles  se  rat- 
tachent les  noms   de   Ohm  et  de  Kirchhoff,    tout   en    présentant 
une  grande  analogie  avec  celles  de  la  chaleur,  offrent  souvent  des 
conditions  aux  limites  un  peu  différentes;  on  sait  tout  ce  que  la 
télégraphie  par  câbles  doit  à  la  discussion  approfondie  des  inté- 
grales d'une  équation  de  Fourier  transportée  en  électricité.  Les 
équations   depuis    longtemps   écrites    de    l'Hydrodynamique,   les 
équations  de  la  théorie  de  l'élasticité,   celles  de   Maxwell  et  de 
Hertz  en  électromagnétisme  sont  venues  offrir  des  problèmes  ana- 
logues à  ceux  rappelés  plus  haut,  mais  dans  des  conditions  plus 
variées  encore.  Il  s'y  rencontre  bien  des  diflicultés  insurmontées, 
mais  que  de  beaux  résultats  on  doit  à  létudi'  de  cas  particuliers 
dont  on  voudrait  voir  s'accroître  le  nombre!   Il  faut  noter  aussi, 
comme  intéi'cssant  à  la  fois  l'Analyse  et  la  Physique,  les  différences 
|)rofondes  que  peut  présenter  la  propagation  suivant  les   phéno- 
mènes étudiés.  Avec  des  équations  comme  celles  du  son,  on  a  une 
pi'opagation  par  ondes;  avec  l'équation  de  la  chaleur,   toute  va- 
riation se  fait  sentir  instantanément  à  toute  distance,  mais  très  peu 
à  très  grande  distance,  et  l'on  ne  peut  parler  alors  de  vitesse  de 
projiagation.    Dans    d'autres  cas,    dont   l'équation    de    Kii'chholT 
i(;lalive  à  la  propagation  de  l'électricité  avec  induction  et  capacité 
olfre  le  type  le  plus  simple,  il  y  a  un  front  d'onde  avec  une  vitesse 
déterminée  mais   avec  un  résidu   à    l'arrière  qui  ne   s'éteint  pas. 
Ces  circonstances  diverses  révèlent  des  propri(''tés  très  dltférenles 
des  intégrales;  leur  étude  n'a  été  approfondie  que  dans  un  petit 
nombre  de  cas  |iailiculiers,  et  elle  soulève  des  problèmes  où  in- 
icrviennent  les  notions  les  plus  profondes  de  l'Analyse  moderne. 
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V. 


J'entrerai  clans  quelques  détails  analytiques  spécialement  inté- 
ressants pour  la  Physique  mathématique.  La  question  de  la  géné- 
ralité de  la  solulion  d'une  équation  aux.  dérivées  partielles  a 
présenté  quelques  paradoxes  apparents.  Pour  une  même  équation 
le  nombre  des  fonctions  arbitraires  figurant  dans  l'intégrale  géué- 
rale  n'était  pas  toujours  le  même,  suivant  la  lormc  de  l'intégrale 
envisagée.  Ainsi  Fourier,  étudiant  l'équalioa  de  la  chaleur  dans 
un  milieu  indéfini,  regarde  comme  évident  qu'une  solulion  sera 
déterminée  si  l  on  se  donne  sa  valeur  pour  ^=  o,  c'est-à-dire  une 
fonction  arbitraire  des  trois  coordonnées  ^r,  j",  z\  au  point  de  vue 
de  Cauchy,  on  peut  regarder  au  contraire  quil  y  a  dans  la  solu- 
lion générale  d-^ux  fonctions  arbitraires  de  trois  variables.  Au 
fond,  la  question,  telle  qu'on  l'a  longtemps  posée,  n'a  pas  de 
signification  précise.  Tout  d'abord,  quand  il  ne  s'agit  (pic  de 
fonctions  anaiyti<|  les,  un  nombre  fini  quelconcjue  de  fonctions  à 
un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  ne  présente 
pas,  au  point  de  vue  arithmétique,  plus  de  généralité  qu'une  seule 
fonction  d'une  st-ide  vax'iable,  puisque  dans  l'un  et  l'autre  cas 
l'ensemble  des  coefficients  des  déveleppements  forme  une  suite 
énumérable.  Mais  il  v  a  quelque  chose  de  plus.  En  réalité,  outre 
les  conditions  qui  se  traduisent  par  des  fonctions  données,  une 
intégrale  est  assii|etlie  à  des  conditions  de  continuité,  ou  doit 
devenir  infinie  d'une  manière  déterminée  pour  certains  éléments; 
on  peut  être  ain^r  amené  à  regarder  comme  étpiivalenle  à  une 
fonction  arbitraire  la  condition  de  continuité  dans  un  espace  donné, 
et  l'on  voit  bien  alors  combien  la  question  du  dénombrement 
des  fonctions  arlniraires  est  mal  posée.  Il  est  parfois  délicat  de 
démontrer  que  d<-  conditions  déterminent  d'une  manière  uiii(pic 
une  solution,  rpiand  on  ne  veut  pas  se  conlcnler  de  vraisem- 
blances; il  faut  a. ors  préciser  la  manière  dont  se  conduisent  la 
fonction  et  cerlaiies  de  ses  dérivées.  Ainsi,  dans  le  proMèmc  de 
Fourier  relatif  à  un  milieu  indéfini,  certaines  liypolhèses  doivent 
être  faites  sur  la  l'onction  et  ses  dérivées  à  l'inlini,  si  l'on  veut 
établir    que    la    >olution    est    unique.    Des    formules    analogues 


286  PREMIÈRE  PARTIE. 

à  celles  de  Green  rendent  de  grands  services,  mais  les  démon- 
slralions  qu'on  en  déduit  ne  sont  pas  toujours  entièrement 
rigoureuses,  supposant  implicitement  remplies  pour  les  limites 
des  conditions  qui  ne  sont  pas,  a  priori  au  moins,  nécessaires. 
C'est,  après  plusieurs  autres,  un  nouvel  exemple  de  l'évolution 
des  exigences  dans  la  rigueur  des  preuves.  Remarquons  d'ailleurs 
que  la  nouvelle  étude,  rendue  nécessaire,  a  conduit  souvent  à 
mieux  se  rendre  compte  de  la  nature  des  intégrales;  c'est  que  la 
vraie  rigueur  est  féconde,  se  distinguant  par  là  d'une  autre  pure- 
ment formelle  et  ennuyeuse,  qui  répand  l'ombre  sur  les  pro- 
blèmes qu'elle  touche. 

Les  difficultés  dans  la  démonstration  de  l'unité  d'une  solution 
peuvent  être  très  différentes,  suivant  qu'il  s'agit  d'équations  dont 
toutes  les  intégrales  sont  ou  non  analytiques.  C'est  là  un  point 
important,  et  qui  montre  que,  quand  bien  même  ou  voudrait  les 
écarter,  il  faut  compter  quelquefois  avec  les  fonctions  non  analy- 
tiques. Ainsi,  l'on  ne  peut  pas  affirmer  que  le  problème  de  Cauclij 
détermine,  d'une  manière  unique,  une  solution,  les  données  du 
problème  étant  générales,  c'est-à-dire  n'étant  pas  caractéristiques. 
Il  en  est  sûrement  ainsi,  si  l'on  n'envisage  que  des  intégrales  ana- 
lytiques; mais,  avec  des  intégrales  non  analytiques,  il  pourrait  y 
avoir  des  contacts  d'ordre  infini.  Et  la  théorie  ici  ne  devance  pas 
les  applications;  au  contraire,  comme  le  montre  l'exemple  sui- 
vant. Le  théorème  célèbre  de  Lagrange  sur  les  potentiels  de  vi- 
tesse dans  un  fluide  parfait  subsiste-t-il  dans  un  fluide  visqueux? 
On  a  pu  donner  des  exemples  ('  )  oii  les  coordonnées  des  diflerenls 
points  d'un  fluide  visqueux  partant  du  repos  ne  sont  pas  expri- 
mables en  fonctions  analytiques  du  temps  à  partir  de  l'instant 
initial  du  mouvement,  et  où  les  rotations  nulles,  ainsi  que  toutes 
leurs  dérivées  par  rapport  au  temps  à  cet  instant,  ne  sont  cepen- 
dant pas  identiquement  nulles;  le  théorème  de  Lagrange  ne  sub- 
siste donc  pas.  Ces  considérations  montrent  assez  l'intérêt  (pi'il 
peut  y  avoir  à  être  assuré  que  toutes  les  intégrales  d'un  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles,  continues  ainsi  que  toutes 
leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  déterminé  dans  un  certain  champ 


(')  Nous  faisons  ici  allusion  à  \\\\  travail  de  .M.  l?oussines(i   (Coni/ites  reiic/us, 
29  mars  et  26  avril  i8->o). 
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de  variables  réelles,  sont  des  fonctions  analytiques:  on  suppose, 
bien  entendu,  qu'il  n'y  ait  dans  les  éc|uations  que  des  éléments 
analyticpies.  On  a,  pour  les  équations  linéaires,  des  tbéorèmes 
précis,  toutes  les  intégrales  étant  analytiques,  si  les  caractéris- 
tiques sont  imaginaires,  et  des  propositions  très  générales  ont  été 
aussi  obtenues  dans  d'autres  cas.  Remarquons  encore  que  les 
conditions  aa\  limites,  que  l'on  est  conduit  à  poser,  sont  très 
différentes,  suivant  qu'il  s'agit  d'une  équation  dont  les  intégrales 
sont  ou  ne  sont  pas  analytiques.  Un  type  du  premier  cas  est  donné 
par  le  |>roblème  généralisé  de  Dirichlet  ;  des  conditions  de  conti- 
nuité y  jouent  un  rôle  essentiel,  et,  en  général,  la  solution  ne 
peut  être  prolongée  des  deux  côtés  du  continuuni  qui  sert  de  suj)- 
port  aux  données;  il  n'en  est  plus  de  même  dans  le  second  cas, 
où  la  disposition  de  ce  support  par  rapport  aux  caractéristiques 
tient  le  principal  rôle,  et  où  le  champ  d'existence  de  la  solution 
se  présente  dans  de  tout  autres  conditions.  Toutes  ces  notions, 
difficiles  à  préciser  en  langage  ordinaire  et  fondamentales  pour  la 
Physique  mathématique,  ne  sont  pas  d'un  moindre  intérêt  pour 
la  Géométrie  infinitésimale.  Il  suffira  de  rappeler  que  toutes  les 
surfaces  à  courbure  constante  positive  sont  analytiques,  tandis 
qu'il  existe  des  surfaces  à  courbure  constante  négative  non  analy- 
tiques. 

Dès  l'antiquité  s'était  fait  jour  le  sentiment  confus  dune  cer- 
taine économie  dans  les  phénomènes  naturels;  un  des  jn-emicr-s 
exemples  précis  est  fourni  par  le  principe  de  Fermai  relatif  à 
l'économie  du  temps  dans  la  transmission  de  la  lumière.  On  ar- 
riva ensuite  à  reconnaître  que  les  é(|uations  générales  de  la  Méca- 
nique correspondent  à  un  problème  de  minimum,  oti  plus  exac- 
tement de  variation,  et  Ton  obtint  ainsi  le  principe  des  vitesses 
virtuelles,  puis  le  principe  d'ilamiltou  et  celui  de  la  moindre 
action.  Un  grand  nombre  de  problèmes  apparurent  alors  comme 
correspondant  à  des  minima  de  certaines  intégrales  définies.  11  y 
eut  là  un  progrès  très  important,  car  l'existence  d'un  minimum  pou- 
vait, dans  bien  des  cas,  être  regardée  comme  évidente,  cl  par 
suite  la  démonstration  de  l'existence  de  la  solullon  était  effectuée. 
Ce  raisonnement  a  rendu  d'immenses  services;  les  plus  grands 
géomètres  (Gauss,  dans  le  problème  de  la  répartition  d'une  masse 
attlranlr  correspondant  à  un   potentiel  donné;  Riemann,   dans  sa 
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théorie  des  fondions  abéliennes)  s'en  sonl  contentés.  Aujour- 
d'hui, notre  attention  a  été  appelée  sur  les  dangers  de  ce  genre 
de  démonstrations;  il  se  peut  que  les  minima  soient  simplement 
des  limites  et  ne  puissent  être  effectivement  atteints  par  des  fonc- 
tions véritables  possédant  les  propriétés  nécessaires  de  continuité. 
On  ne  se  contente  donc  plus  des  vraisemblances  qu'offrait  le  rai- 
sonnement longtemps  classique.  Soit  qu'on  procède  indirecte- 
ment, soit  qu'on  cherche  à  donner  une  preuve  directe  de 
l'existence  d'une  fonction  répondant  au  minimum,  la  route  est 
longue  et  ardue.  Il  n'en  sera  d'ailleurs  pas  moins  toujours  utile 
de  rattacher  une  question  de  Mécanique  ou  de  Physique  mathé- 
matique à  un  problème  de  minimum;  il  j  a  là  tout  d'abord  une 
source  de  transformations  analytiques  fécondes  et  en  outre,  dans 
les  calculs  mêmes  de  la  recherche  des  variations,  d'utiles  indica- 
tions peuvent  apparaître  relativement  aux  conditions  aux  limites; 
un  bel  exemple  en  a  été  fourni  par  Kirchhoff  dans  la  recherche 
délicate  des  conditions  aux  limites  de  l'équilibre  de  llexion  des 
plaques. 


VI. 


J'ai  été  conduit  à  m'étendre  surtout  sur  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles.  Des  exemples  choisis  dans  la  Mécanique  ration- 
nelle et  dans  la  Mécanique  céleste  montreraient  aisément  le  rôle 
que  jouent  les  équations  différentielles  ordinaires  dans  les  progrès 
de  ces  sciences,  dont  l'histoire,  nous  l'avons  vu,  a  été  si  étroite- 
ment liée  à  celle  de  l'Analyse.  Quand  on  eut  perdu  l'espérance  d'in- 
tégrer avec  des  fonctions  simples,  on  s'est  efforcé  de  trouver  des 
développements  permettant  de  suivre  un  phénomène  le  plus 
longtemps  possible,  ou  d'obtenir  au  moins  des  renseignements 
sur  son  allure  qualitative.  Pour  la  pratique,  il  y  a  dans  les  mé- 
thodes d'approximations  une  partie  extrêmement  impoiiante  des 
Mathématiques,  et  c'est  ainsi  (jue  les  parties  les  plus  élevées  de 
l'Arithmétique  théorique  se  trouvent  en  relation  avec  les  sciences 
appliquées,  (^uant  aux  séries,  les  démonstrations  mêmes  d'exis- 
tence des  intégrales  en  fournissent  tout  d'abord;  ainsi,  la  pre- 
mière méthode  de  Cauchy  donne  des  développements  convergents 
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tant  que  les  intégrales  et  les  coefficients  clifTérenliels  restent  con- 
tinus. Quand  quelque  circonstance  permet  de  prévoir  qu'il  en  est 
toujours  ainsi,  on  obtient  des  développeaieuts  toujours  conver- 
gents. Dans  le  |)roblème  des  a  corps,  ou  peut  de  cette  nianièie 
obtenir  des  dévelopi^ements  valables  tant  qu'il  n'y  a  pas  de  chocs. 
Si  les  corps,  au  lieu  de  s'attirer,  se  repoussaient,  cette  circonstance 
ne  serait  pas  à  craindre  et  l'on  obtiendrait  des  développemenls 
valables  indéfiniment;  malheureusement,  comme  le  disait  un  joiir 
Fresnel  à  Laplace,  «  la  nature  ne  se  soucie  pas  des  difficultés 
analytiques  w  et  les  corps  célestes  s'attirent  au  lieu  de  se  repousser. 
On  serait  même  tenté  parfois  d'aller  plus  loin  que  le  grand  phy- 
sicien, et  de  dire  que  la  nature  a  semé  les  difficultés  sur  les  che- 
mins des  analystes.  Ainsi,  pour  prendre  un  autre  exemple,  on 
peut  généralement  décider,  étant  donné  un  système  d'équations 
différentielles  du  premier  ordre,  si  la  solution  générale  est  stable 
ou  non  autour  d'un  point,  et  trouver  des  développements  en  séries 
valables  pour  les  solutions  stables  ;  il  faut  seulement  que  certaines 
inégalités  soient  vérifiées.  Mais  applique-t-on  ces  résultats  aux 
équations  de  la  Dvnamique  pour  discuter  la  stabilité;  on  se  trouve 
justement  dans  le  cas  particulier  défavorable.  En  général,  même 
ici,  il  n'est  pas  possible  de  se  prononcer  sur  la  stabilité;  dans  le  cas 
d'une  fonction  des  forces  avant  un  maximum,  un  raisonnement 
classique  mais  indirect  établit  la  stabilité,  qui  ne  peut  se  déduire 
d'aucun  développement  valable  pour  toute  valeur  du  temps.  Ne 
regrettons  pas  ces  difficultés;  elles  seront  la  source  de  progrès 
futurs.  Telles  aussi  les  difficultés  que  nous  offrent  encore,  malgré 
tant  de  travaux,  les  équations  de  la  Mécanirpie  céleste;  les  astro- 
nomes ont  à  peu  près  tiré  d'elles,  dc|)uis  Xewton,  au  moven  de 
séries  pratiquement  convergentes  et  d'approximations  heureuse- 
ment conduites,  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  prévision  des 
mouvements  des  corps  célestes.  Les  analystes  demanderaient 
davantage,  mais  ils  n'ont  ))lus  guère  d'espérances  d'arriver  à  l'inlé- 
gratiou  au  moyen  de  fonctions  simples  ou  de  développements  tou- 
jours convergents.  Ce  que  d'admirables  recherches  récentes  leur 
ont  le  mieux  appris,  c'est  l'immense  difficulté  du  problème;  une 
voie  nouvelle  a  toutefois  été  ouverte  par  l'étude  de  solutions  par- 
ticulières, comme  les  solutions  périodiques  et  les  solutions  asvm- 
ptoti(|ues,  qui  ont  déjà  été   utilisées.  Ce  n'est  peut-être  pas  tant 


290  iMiiiiMiÈiU'  l'Airnii:. 

pour  les  besoins  de  la  pratique,  que  pour  ne  pas  s'avouer  vaincue, 
que  l'Analyse  ne  se  résignerait  jamais  à  abandonner,  sans  une 
victoire  définitive,  un  sujet  où  elle  a  reMcontr(''  lant  de  triomplies 
éclatants;  et  aussi,  quel  plus  beau  cbanip  pourraient  trouver, 
pour  essayer  leurs  forces,  les  théories  naissantes  ou  rajeunies  de 
la  doctrine  moderne  des  fonctions  que  ce  problème  classique  des 
n  corps. 

C'est  une  joie  pour  l'analyste  de  rencontrer  dans  les  applications 
des  équations  qu'il  peut  intégrer  avec  des  fonctions  connue?,  avec 
des  transcendantes  déjà  classées.  De  telles  rencontres  sont  malheu- 
reusement rares;  le  problème  du  pendule,  les  cas  classi(|ues  du  mou- 
vement d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  sont  des  exemples 
simples  où  les  fonctions  elliptiques  ont  permis  d'efTectuer  l'in- 
tégration. Il  serait  aussi  extrêmement  intéressant  de  rencontrer 
une  question  de  Mécanique  qui  puisse  être  l'origine  d'une  décou- 
verte importante  touchant  la  théorie  des  fonctions,  comme  la  dé- 
couverte d'une  transcendante  nouvelle  jouissant  de  quelque  pro- 
priété remarquable;  je  serais  embarrassé  d'en  donner  un  exemple, 
à  jnoins  de  faire  remonter  au  pendule  le  début  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  La  pénétration  entre  la  théorie  et  les  appli- 
cations est  ici  beaucoup  moindre  que  tout  à  l'heure  dans  les  ques- 
tions de  Physique  mathématique.  Aussi  s'explique-t-on  que, 
depuis  une  quarantaine  d'années,  les  travaux  sur  les  équations 
dififérenlielles  ordinaires,  se  rattachant  aux  fonctions  analytiques, 
aient  en  grande  partie  un  caractère  théorique  tout  abstrait.  La 
théorie  |)ure  a  pris  ici  notablement  l'avance;  nous  avons  eu  l'occa- 
sion de  dire  qu'il  était  bon  qu'il  en  fût  ainsi,  mais  il  y  a  évidem- 
ment là  une  question  de  mesure,  et  l'on  peut  souhaiter  de  voir 
d'anciens  problèmes  profiter  des  progrès  accomplis  dans  la  théorie 
pure.  On  ne  serait  pas  au  surplus  embarrassé  d'en  donner  quelques 
exemples,  et  je  rappellerai  seulement  ces  équations  différentielles 
linéaires  où  figurent  des  paramètres  arbitraires  dont  les  valeurs 
singulières  sont  racines  de  fonctions  transcendantes  entières,  ce 
qui,  en  particidier,  fait  correspondre  les  harmoniques  successives 
d'une  membrane  vibrante  aux  pôles  d'une  fonction  méromorphe. 

Il  arrive  aussi  que  la  théorie  soit  un  élément  de  classification, 
en  conduisant  à  chercher  les  conditions  pour  que  la  solution 
rentre  dans  un  type  déterminé,  comme,  par  exemple,  que  l'inlé- 
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grale  soit  uniforme.  Il  y  a  eu  et  il  y  aura  encore  bien  des  décou- 
vertes intéressantes  dans  cette  voie;  le  cas  du  mouvement  d'un 
corps  solide  pesant,  traité  par  M'""  de  Kowalesky,  et  où  ont  été 
utilisées  les  fonctions  abéliennes,  est  déjà  devenu  classique. 


Yll. 

En  étudiant  les  relations  réciproques  de  l'Analyse  avec  la  Méca- 
nique et  la  Physique  malhématique,  nous  avons,  chemin  faisant, 
plus  d'une  fois  rencontré  la  Géométrie  infinitésimale,  qui  a  pro- 
posé tant  de  problèmes  célèbres  5  dans  maintes  questions  difficiles, 
l'heureuse  combinaison  du  calcul  et  des  raisonnements  synthé- 
tiques a  réalisé  des  progrès  considérables,  comme  le  montrent  les 
théories  des  surfaces  applicables  et  des  svstémes  lri|)lemenl  ortho- 
gonaux. 11  est  une  autre  partie  de  la  Géométrie  qui  joue  un  grand 
rôle  dans  rpielques  recherches  analytiques  :  je  veux  parler  de  la 
Géométrie  de  situation  ou  nnalysis  situs.  On  sait  que  Riemann  a 
fait  à  ce  point  de  vue  une  étude  complète  des  continuum  à  deux 
dimensions,  sur  laquelle  repose  sa  théorie  des  fonctions  algébriques 
«l'une  variable  et  de  leurs  intégrales.  Quand  le  nombre  des  dimen- 
sions augmente,  les  questions  cVanalj'sis  situs  se  compliquent 
nécessairement;  l'intuition  géométrique  cesse,  et  l'étude  devient 
purement  analytique,  l'esprit  étant  seulement  guidé  par  des  ana- 
logies qui  peuvent  être  trompeuses  et  ont  besoin  d'être  discutées 
de  près.  J-,a  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables 
indépendantes  qui  nous  transporte  dans  un  espace  à  quatre  di- 
mensions, sans  tirer  de  Vanalrsis  situs  \\n  parti  aussi  fructueux 
(pie  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable,  lui  doit  cependant 
d'utiles  orientations.  ^  oici  encore  un  autre  ordre  de  questions 
où  intervient  la  géométrie  de  situation  ;  dans  l'étude  des  courbes 
tracées  sur  une  surface  et  définies  par  des  équations  dilî'éren- 
lielles^  la  connexion  de  celte  surface  joue  un  rôle  important  : 
c'est  ce  qui  arrive  notamment  pour  les  lignes  géodésiques.  La 
question  de  connexilé  s'est  d'ailleurs  présentée  il  y  a  longtemps 
en  Anaivse,  quand  l'étude  des  courants  électriques  et  du  magné- 
tisme a  conduit  à  des  potentiels  non  uniformes  ;  d'une  manière 
[)lus  générale,  certaines  intégrales  niidliformes  de  quehpies  é(pia- 
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lions  aux  dérivées  parlielJes  se  rencontrent  dans  des  théories  diffi- 
ciles, comme  celle  de  la  difTraction,  et  des  recherches  variées  sont 
à  poursuivre  dans  cette  direction. 

A  un  point  de  vue  différent,  je  dois  rappeler  encore  les  relations 
de  l'Analjse  algébrique  avec  la  Géométrie,  qui  se  manifestent  si 
élégamment  dans  la  théorie  des  groupes  d'ordre  fini.  Un  polyèdre 
régulier,  comme  un  icosaèdre,  est  d'une  part  le  solide  que  tout  le 
monde  connaît;  c'est  ainsi,  pour  l'analyste,  un  groupe  d'ordre 
fini,  correspondant  aux  diverses  manières  de  faire  coïncider  le  po- 
lyèdre avec  lui-même.  La  recherche  de  tous  les  tvpes  de  groupes 
de  mouvements  d'ordre  fini  intéresse  non  seulement  les  géomètres, 
mais  aussi  les  cristallographes  ;  elle  revient  essentiellement  à 
l'étude  des  groupes  de  substitutions  linéaires  ternaires  de  détermi- 
nant ±1,  et  conduit  aux  trente-deux  systèmes  de  symétrie  des 
cristallographes  pour  la  particule  complexe.  Le  groupement  en 
systèmes  de  polyèdres  correspondants,  de  manière  à  remplir 
l'espace,  épuise  toutes  les  possibilités  dans  la  recherche  de  la 
structure  des  cristaux.  Depuis  l'époque  où  la  notion  de  groupe  a 
été  introduite  en  Algèbre  par  Galois,  elle  a  pris,  dans  des  voies 
diverses,  des  développements  considérables  au  point  qu'on  la  ren- 
contre aujourd'hui  dans  toutes  les  parties  des  Mathématiques. 
Dans  les  applications,  elle  nous  apparaît  surtout  comme  un  admi- 
rable instrument  de  classification.  Qu'il  s'agisse  des  groupes  de 
substitutions  ou  des  groupes  de  transformations  de  Sophus  Lie, 
qu'il  s'agisse  d'équations  algébriques  ou  d'équations  dillérenlielles, 
cette  doctrine,  si  compréhensive,  permet  de  se  rendre  compte  du 
degré  de  difficulté  des  problèmes  traités  et  enseigne  à  utiliser  les 
circonstances  spéciales  qui  s'v  présentent;  à  ce  titre,  elle  doit  in- 
téresser autant  la  Mécanique  et  la  Physique  mathématique  que 
l'Analyse  pure. 

Le  degré  de  développement  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique 
a  permis  de  donner  à  presque  toutes  leurs  théories  une  forme  ma- 
thématique ;  certaines  hypothèses  et  la  connaissance  des  lois  élé- 
mentaires ont  conduit  aux  relations  dillérentielles  qui  constilucul 
la  lorme  dernière  sous  laquelle  se  fixent,  au  moins  pour  un  temps, 
ces  tliéories.  Celles-ci  ont  vu  peu  à  peu  leur  champ  s'agrandir 
avec  les  principes  de  la  Thermodynamique.  Aujourd'hui,  la  Chimie 
tend  à  prendre  à  son  tour  une  forme  malhématique.  Je  n'en  preu- 
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diai  comme  témoin  que  le  Mémoire  célèbre  de  Gibbs,  sur  l'équi- 
libre des  systèmes  chimiques,  d'un  caractère  si  analytique,  et  où  il 
a  fallu  quelque  effort  aux  chimistes  pour  reconnaître,  sous  leur 
manteau  algébrique,  des  lois  d'une  importance  considérable.  Il 
semble  que  la  Chimie  soit  sortie  aujourd'hui  de  la  méthode  pré- 
mathématique, par  laquelle  débute  toute  science,  et  qu'un  jom- 
doive  venir  où  s'ordonneront  de  vastes  théories,  analogues  à  celles 
de  notre  Physique  malliémalique  actuelle,  mais  bien  plus  vastes  et 
comprenant  l'ensemble  des  phénomènes  physico-chimiques.  Il 
serait  prématuré  de  se  demander  si  l'Analyse  trouvera  dans  leurs 
développements  la  source  de  nouveaux  progrès;  on  ne  sait  même 
pas  devant  quels  tvpes  analvtlques  on  pourra  se  trouver.  J'ai 
constamment  parlé  d'équations  différentielles  régissant  les  phé- 
nomènes ;  sera-ce  toujours  là  la  forme  dernière  qui  condense  une 
théorie?  Je  n'en  sais  certes  rien,  mais  cependant  nous  devons 
nous  souvenir  que  plusieurs  hypothèses  ont  été  faites  de  nature 
plus  ou  moins  expérimentale  ;  parmi  elles,  il  en  est  une  qu'on  a 
pu  appeler  principe  de  non-hérédité,  qui  postule  que  l'avenir 
d'un  svstème  ne  dépend  que  de  son  état  actuel  et  de  son  état  à 
l'instant  infiniment  voisin,  ou  plus  brièvement  que  les  accéléra- 
lions  ne  dépendent  que  des  positions  et  des  vitesses.  On  sait  que 
dans  certains  cas  cette  hypothèse  n'est  pas  admissible,  au  moins 
avec  les  grandeurs  directement  envisagées  ;  on  a  même  quelquefois 
abusé  à  ce  sujet  de  la  mémoire  de  la  matière,  qui  se  souvient  de 
son  passé,  et  l'on  a  parlé  en  termes  émus  de  la  vie  dun  morceau 
d'acier.  Différentes  tentatives  ont  été  faites  pour  donner  une 
théorie  de  ces  phénomènes,  où  un  passé  lointain  semble  inter- 
venir ;  je  n'ai  pas  à  en  parler  ici.  Un  analyste  peut  penser  que, 
dans  des  cas  aussi  complexes,  il  faudra  abandonner  la  forme  des 
.'■quations  différentielles,  et  se  résigner  à  envisager  des  équations 
.  fonctionnelles,  où  figureront  des  intégrales  définies  qui  seront  le 
lémoignage  d'une  sorte  d'hérédité.  A  voir  l'intérêt  qui  s'attache 
eu  ce  moment  aux  équations  fonctionnelles,  on  pourrait  croire  à 
MU  pressentiment  des  besoins  futurs. 
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VIII. 


Api'ès  avoir  parlé  de   non-liérédité,  je  n'ose  guère  toucher  la 
question  des  applications  de  l'Analyse  à  la  Biologie.  On  ne  foi'- 
lïiera  point  sans   doute  de  sitôt  les  équations  fonctionnelles  des 
phénomènes  biologiques  d'un  type  analogue  à  celles  dont  je  par- 
lais, il  V  a  un  moment  (');  les  tentatives  faites  jusqu'ici  sont  dans 
un  ordre  d'idées  plus  modeste.  Cependant,  l'on  s'efforce  de  sortir 
du    champ    purement   qualificatif  pour    introduire    des    mesures 
quantitatives.  Dans  la  question  de  la  variation  de  certains  carac- 
tères, on  se  livre  à  des  mensurations  et  à  des  mesures  statistiques 
qui  se  traduisent  par  des  courbes  de  fréquence.  Les  modifications 
de  ces  courbes  avec  les  générations  successives,  leurs  décomposi- 
tions en  courbes  distinctes,  pourront  donner  la  mesure  de  la  sta- 
bilité des   espèces  ou    de  la  rapidité  des  mutations,    et  l'on  sait 
quel  intérêt  s'attache  à  ces  questions  dans  des  recherches  bota- 
niques récentes.  11  y  a  dans  tout  ceci  un  si  grand  nombre  de  para- 
mètres, (ju'on  se  demande  si  la  méthode  infinitésimale  elle-même 
pourra  rendre   quelques   services.    Quelques  lois,  d'un  caractère 
arithmétique  simple,  comme  celles  de  Mendel,   viennent  parfois 
donner  de  nouveau  confiance  dans  le  vieil  aphorisme,  que  je  citais 
au  début,    «  que  toutes  choses  s'expliquent  par  les  nombres  »  : 
mais,  malgré  de  légitimes  espérances,  il   est  clair  que,   dans   son 
ensemble,  la   Biologie  est  encore  loin  d'entrer  dans  une  période 
vraiment  mathémati(iue. 

Il  n'en  est  pas  de  même,  d'api-ès  certains  économistes,  pour 
l'Econoniie  [iolitique.  Après  Cournot,  l'Ecole  de  Lausanne  a  fait 
un  effort  extrêmement  intéressant  pour  introduire  l'Analvse  ma- 
thématique dans  l'Economie  politique.  Sous  certaines  hypothèses, 
qui  conviennent  au  moins  à  des  cas  limités,  on  trouve  dans  de  sa- 
vants traités  une  écpiation  entre  les  quantités  de  marchandises  et 


(  '  )  iJans  son  article  sur  Le  principe  de  Lamarck  et  l'hérédité  des  modifica- 
tions somatiques,  M.  Giard  dit  de  l'hérédité  :  «  C'est  une  intégrale,  c'est  la  somme 
des  variations  prodnitcs  sur  rhii(|uc  génération  antérieure  par  les  facteurs  pri- 
maires de  l'évolution  ».  \nii   Controverses  transformistes,  p.  i33. 
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leurs  prix,  qui  rappelle  l'équation  des  vitesses  virtuelles  en  Méca- 
nique :  c'est  l'équation  de  l'équilibre  économique.  Une  fonction 
des  quantités  joue  dans  cette  théorie  un  rôle  essentiel  rappelant 
celui  de  la  fonction  potentielle.  D'ailleurs,  les  représentants  les 
plus  autorisés  de  l'Ecole  insistent  sur  l'analogie  des  phénomènes 
économiques  avec  les  phénomènes  mécaniques;  «  comme  la  Mé- 
canique rationnelle,  dit  l'un  deux,  considère  des  points  matériels, 
l'Economie  pure  considère  Vhomo  œconomicus  ».  Naturellemenl, 
on  retrouve  là  anssi  les  analogues  des  équations  de  Lagrange, 
moule  obligé  de  toute  mécanique.  Tout  en  admirant  ces  hardis  tra- 
vaux, on  se  prend  à  craindre  que  les  auteurs  n'aient  négligé  cer- 
taines masses  cachées,  comme  auraient  dit  Helmhoitz  et  Hert?. 
Mais,  quoi  qu'il  en  advienne,  il  v  a  dans  ces  doctrines  une  appli- 
cation curieuse  des  Mathématiques,  qui,  au  moins  dans  des  cas 
bien  circonscrits,  a  déjà  rendu  de  grands  services  ('). 

J'ai  terminé.  Messieurs,  cette  histoire  sommaire  de  quelques- 
unes  des  applications  de  l'Analyse  avec  les  léflexions  qu'elle  m'a 
par  moment  suggérées.  Je  suis  loin  d'avoir  été  complet;  ainsi,  j'ai 
omis  de  parler  du  calcul  des  probabilités  qui  demande  tant  de  subti- 
lité d'esjH'it,  et  dont  Pascal  se  refusait  d'expliquer  les  finesses  au 
chevalier  de  Méré,  parce  qu'il  n'était  pas  géomèlre.  Son  utilili- 
pratique  est  de  premier  ordre.  Son  intérêt  théorique  a  toujours  été 
considérable;  il  est  encore  augmenté  aujourd'hui,  grâce  à  1  impor- 
tance prise  par  les  recherches  que  Maxwell  appelait  staLislical  eX. 
qui  lendentà  envisager  la  Mécanique  sous  un  jour  tout  nouveau  (-). 

J'espère  cependant  avoir  montré,  dans  cette  esquisse,  l'origine 
et  la  raison  des  liens  si  profonds  qui  unissent  l'Analyse  à  la  Géo- 
métrie et  à  la  Phvsique,  j)lus  généralement  à  toute  science  portant 
sur  des  grandeurs  numériquement  mesurables.  L'influence  réci- 
proque de  l'Analyse  et  des  théories  |)hysiques  a  été  à  cet  égard 
particulièrement  instructive.  Que  réserve  l'avenir?  iJcs  |)roblèmes 
plus  difficiles,  correspondant  à  une  approximation  d'ordre  plus 
élevé,  amèneront  des  complications  que  nous  ne  pouvons  que  va- 


(■)  On  pourra  consulur  sur  ce  sujet  :  La  méthode  malhémaUque  en  Éco- 
nomie politique,  par  V..Wi\i\\cv  cl  \c  Petit  Traité  d'Économie  politique  mathé- 
matique, par  II.  LaurcDl. 

1)  Voir  sur  ce  sujet  le  Livre  de  W.  Gibbs  :  Elementary  Principles  in  sta- 
tislical  Mechanics  cl  les  Leçons  sur  la  théorie  des  gaz  de  IM.  IJoltzinanii. 
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guement  prévoir,  en  parlant,  comme  je  le  faisais  tout  à  l'heure, 
cPéquations  fonctionnelles  remplaçant  systématiquement  nos 
équations  difTérentielles  actuelles,  ou  encore  d'intégrations  d'équa- 
tions en  nombre  infini  à  une  infinité  de  fonctions  inconnues. 
Mais,  quoi  qu'il  arrive,  l'Analyse  mathématique  l'estera  toujours 
cette  langue  qui,  suivant  un  mot  de  Fourier  «  n'a  point  de  signes 
]30ur  exprimer  les  notions  confuses  »,  langue  douée  d'une  admirable 
puissance  de  transformations  et  capable  de  condenser  dans  ses 
symboles  un  nombre  immense  de  résultats. 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 


ARENDT  (G.)-  —  Leiel'xe-Dirichlet's  ^'oR^,Esu^•GE^•  lber  die  Lehre  vov 

DEX    EINFACHEX    VXD    MEIIRFACIIEX    BESTLMMTEX     IXTEGRALEX.     I    Yol.    iu-S  •, 

xxiv-476  pages.  Braunschweig,  Wieweg  und  Sohn,  1904. 

Rien  de  ce  qui  touche  l'œuvre  de  Lejeune-Dirlchlet,  qui  fut  un 
géomètre  profond  et  subtil,  un  merveilleux  artiste  et,  paraît-il,  un 
maître  incomparable,  ne  saurait  être  indifférent  aux  mathémati- 
ciens. Quoiqu'une  bonne  partie  de  ce  qu'on  trouve  dans  le  Livre 
de  M.  Ârendt  soit  déjà  connu  par  le  Livre  de  M.  G. -F.  Meyer('), 
par  celui  de  M.  Grube  (-),  par  les  œuvres  même  de  Diricldet,  le 
très  consciencieux  travail  de  ^L  Arendt  n'en  sera  pas  moins  le 
très  bien  venu,  et  l'on  peut  être  sûr  qu'il  trouvera  sa  place  dans 
toutes  les  bibliothèques  mathématiques,  qu'il  sera  lu  attentivement 
par  les  maîtres  et  les  étudiants.  Le  Livre  de  M.  Grube  louche  à  un 
sujet  spécial,  et  ce  n'est  que  quelques  pages  que  l'on  peut  rappro- 
cher de  celui  qui  nous  occupe.  Le  Livre  de  M.  G. -F.  Meyer,  qui 
porte  presque  le  même  litre  que  ce  dernier,  en  est  plus  voisin  : 
mais  l'auteur,  comme  c'était  son  droit  incontestable,  avait  usé  de 
quelque  liberté  en  le  rédigeant;  il  ne  s'était  pas  borné  à  reproduire 
textuellement  l'enseignement  dont  il  s'était  inspiré;  il  avait  éla- 
gué ici,  développé  ailleurs  des  démonstrations  que  le  maître  avait 
seulement  indiquées.  M.  Arendt  s'est  attaché  au  contraire  à  repro- 
duire les  notes  très  complètes  du  cours  professé  par  Dirichlel,  pen- 
dant le  semestre  d'été  de  i854  ('M,  à  les  reproduire  d'une  fa;;on  scru- 
puleuse, à  nous  donner  un  texte  aullicntique.  Il  a  cru  devoir  signaler, 
non  seulement  quelques  très  légères  additions,  mais  encore  les 
corrections  de  ces  fautes  d'inattention  qui  échappent  à  tous  ceux 


(')  Vorlesungen  iiber  die  Théorie  der  bcsliinmten  Intégrale  zwixclwii  rccUcii 
Grosse  (Leipzig,  1871). 

(-)  Vorlesungen  iiber  die  ini  unigckehrtcn  J'erhàltniss  des  Quadrale  der 
Entfernung  virLenden  Krùfte,  2"  édition,  Leipzig,  18S7. 

(^)  Le  Livre  de  M.  F. -G.  Meycr  se  rapporte  au  cours  de  i8.)S. 

Bull,  des  Sciences  nialhcm. ,  1'  série,  t.  X.WIIL  (DéccinJjrc  i9o'(.)         21 
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qui  prennent  des  notes,  cl  qui  peuveiiL  même,  parfois,  éclia|)per, 
lorsqu'il  parle,  à  un  savant  aussi  impeccable  que  l'était  Diriclilel. 
Si  les  notes  qu'a  conservées  M.  Arendt  n'avaient  [las  été  prises 
avec  un  soin  minutieux,  ces  scrupules  auraient  été  impossibles  et 
leur  excès  même  peut  inspirer  au  lecteur  une  entière  confiance  : 
il  a,  sous  les  jeux,  hi  parole  écrite  de  Dirichlet,  il  en  suit  le 
mouvement,  il  en  ressent  la  suggestion. 

Au  reste,  la  perfection  même  de  l'exposition  aurait  suffi  à  lui 
garantir  cette  authenticité  dont  nous  répond  M.  Arendt  :  l'ordre 
dans  lequel  les  sujets  se  déroulent,  la  façon  dont  les  idées  sont 
préparées,  introduites,  mises  en  pleine  lumière,  le  choix  des 
exemples,  la  précision  des  détails,  tout  est  d'un  maître  admirable. 

Le  Livre  est  partagé  en  deux  parties  :  les  intégrales  simples  et 
les  intégrales  multiples  auxquelles  s'ajoutent  environ  soixante- 
dix  pages,  intitulées  :  Quelques  applications  des  inlégrales 
définies.  Ces  applications  ont  été  développées  par  Diricblet  dans 
un  CDurs  public,  comportant  une  leçon  par  semaine;  le  cours 
principal,  où  ont  été  exposés  les  autres  sujets,  comportait  quatre 
leçons. 

La  première  Partie  se  rapporte  aux  intégrales  définies  simples, 
et  débute  par  la  notion  même  de  l'intégrale,  en  supposant  que  la 

fonction  sous  le  signe   /  soit  continue.  On  v  notera  les  explications 

relatives  à  V uniforinilé de  la  continuité ,\\\v\xoày\ç,\\ox\.  du  premier 
théorème  de  la  moyenne,  enfin  les  explications  géométrirpies  sur 
lesquelles  Dirichlet  ne  craint  pas  de  s'arrêter  :  au  reste,  il  invoque 
les  considérations  de  cette  nature,  toutes  les  fois  qu'elles  facilitent 
l'exposition  :  il  fait  remarquer  que,  bien  souvent,  la  signification 
analytique  d'une  démonstration  soi-disant  géométrique  saute  aux 
yeux,  que  la  géométrie  ny  est  qu'une  façon  commode  de  parler 
et  n'ajoute  rien  à  l'analyse,  qui  se  su  (lit  à  elle-même.  Après  quelques 
exemples  simples,  l'auteur  traite  des  intégrales  du  type 


/: 


OÙ  '^{^x^  ^^  f\^'^  sont  des  polynômes,  dont  le  second  n'a  pas  de 
racines  réelles  et  est  d'un  degré  supérieur  de  deux  unités  au 
moins  au  degré  du  premier,  pour  en  tirer,  en  particulier,  diverses 
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formules  célèbres,  dues  à  Euler.  En  lisant  ces  pages,  je  me  suis 
rappelé  combien  Ch.  Heraiile  aimait  ce  même  sujet,  et  les  riches 
développements  dont  il  se  plaisait  à  l'orner,  il  y  a  près  de  quarante 
ans,  dans  ses  leçons  à  l'Ecole  Normale  ou  à  la  Sorbonne. 

Après  avoir  traité,  en  se  bornant  d'ailleurs  aux  circonstances  les 

plus  simples,  du  cas  où  la  fonction  sous  le  signe   /  devient  infinie, 

Dirichlet  s'occupe  des  intégrales  de  Fresnel.  Sa  méthode  d'expo- 
sition est  d'ailleurs  devenue  classique. 

Il  passe  ensuite  aux  intégrales  eulériennes,  dont  l'étude  est  pré- 
cédée d'un  Chapitre  sur  les  intégrales  doubles,  qui  lui  serviront 
|jour  le  |)assage  des  intégrales  de  première  espèce  aux  intégrales 
de  seconde  espèce. 

Une  soixantaine  de  pages,  fort  intéressantes,  concernent  l'intro- 
duction d'un  paramètre  imaginaire  dans  une  intégrale  définie, 
dans  celle  en  particulier  cpii  représente  la  fonction  Y,  et  les  nom- 
breuses formules  qu'on  peut  obtenir  par  cette  méthode.  On  remar- 
f|ii»^ra  avec  quelle  netteté,  dès  le  début,  Dirichlet  fait  ressortir 
les  difficultés  que  comporte  celte  introduction,  et  la  façon  dont 
elle  change  la  signification  de  l'intégrale  :  il  s'arrête  d'ailleurs, 
avec  détails,  sur  quelques  notions  et  propriétés  très  élémentaires 
de  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  en  particulier  sur  celle  qui 
concerne  l'identité  de  deux  pareilles  fonctions,  lorsqu'elles  coïn- 
cident sur  un  élément  de  courbe  si  petit  qu'il  soit  :  on  voit  assez 
l'importance  de  cette  proposition  dans  le  sujet  qu'on  vient  de  dire. 

Le  dernier  Chapitre  de  cette  première  Partie  se  rapporte  à 
diverses  intégrales  importantes,  qui  se  traitent  par  des  procédés 

particuliers  :  intégration  et  différenliation  sous  le  signe  /  ,  transfor- 
jnation.  etc.  On  remarquera  l'art  avec  lequel  sont  présentés  des 
|)rocédés  qui  semblent  parfois  artificiels  aux  débutants;  loin  de 
chercher  à  élonner  son  audilcur  par  des  réussiles  heureuses  et 
inattendues,  Dirichlet  s'efforce  toujours  de  rendre  l'exposition 
naturelle.  On  notera,  dans  ce  Chapitre,  l'introduction  des  séries 
se  mi -convergentes. 

La  seconde  Partie  concerne  les  intégrales  multiples. 

Pour  ce  qui  est  des  intégrales  doid)les,  Dirichlet,  après  avoir 
exposé  le  concept  et  expliqué  la  transformation,  s'arrête  sur  léva- 
luulion   de  Taire  de  l'ellipsoïde  :    il  développe  successivement  la 
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mélhode  de  Calalan  et  celle  de  Jacobl  :  il  rallaclie  celle-ci  à  la 
notion  de  la  courbure  tolale,  d'après  Gauss.  Le  problème  de  l'at- 
traction exercée  par  un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  intérieui- 
fournit  une  belle  application  des  intégrales  triples.  Le  second  cas 
est  ramené  au  premier  par  le  théorème  d'Ivory.  Le  problème,  ou 
plutôt  la  recherche  du  potentiel,  est  ensuite  traité  par  cette  belle 
méthode  du  facteur  de  discontinuité,  exposée  d'abord  dans  toule 
sa  généralité.  C'est  encore  en  employant  un  tel  facteur  qu'est 
obtenue  la  réduction  à  des  fonctions  T  de  l'intégrale 

/     /     /  .  . .  x«- '  j/'-i ^c-i  .  .  .  clx  dy  dz 

Les  applications  cpii  terminent  le.VoUime  se  rapportent  à 
diverses  conséquences,  relatives  soit  aux  séries  harmoniques,  soit 
aux  facultés,  qui  se  rattachent  à  l'étude  des  intégrales  eulériennes 
ou  d'autres  qui  leur  sont  liées  étroitement,  à  la  discussion  de  la 
façon  dont  se  comporte  l'expiession 


lorsque  t  et  m  croissent  ensemble,  à  la  valeur  asymptotique 
de  T  [a -{-  «),  pour  n  infini,  aux  propriétés  fondamentales  de  la 
série  hvpergéométrique  :  on  voit  assez  la  connexion  de  tous  ces 
sujets,  qui  sont  d'ailleurs  traités  avec  beaucoup  de  détails  et  ren- 
dus faciles.  Enfin  un  dernier  Chapitre  est  consacré  à  la  définition 
de  l'intégrale  prise  entre  des  limites  imaginaires  et  aux  consé- 
quences immédiates  de  cette  définition.  J.  T. 


KOENIGSBERGER(L.).—  Garl  Gustav  Jacob  Jacobi.  Fcstschrift  zitr  Feier 
dcr  Iiiindertslen  Wiedei-kehr  seines  Geburtsta^^'es :  mit  einem  Bikinis 
und  dem  Faksimile  cinos  nriclos.  i  vol.  in-8",  xvin-")J4  pages.  Leipzig, 
Teubncr,  1904. 


On  trouvera  dans  ce  beau  \  olumc  une  biographie  complète  de 
Jacobi.  C'est   vraiment  une  biographie  scienlifujuc^,  où  l'Iustoire 
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des  travaux  du  savant  illuslre  tient,  comme  il  convient,  la  plus 
grande  place;  M.  Kœnigsberger  a  suivi  ces  travaux  dans  leur 
développement  continu  ou  leurs  brusques  éclosions. 

Il  prend  Jacobi  à  sa  naissance  (lo  décembre  i8o4),  retrace  en 
quelques  mots  son  enfance,  nous  dit  ses  succès  au  gymnase  de 
Potsdam,  nous  le  montre  s'occupant,  à  quinze  ans,  de  la  résolution 
de  l'équation  du  cinquième  degré.  Le  voici  étudiant  à  l'Université, 
privat-docent  à  21  ans.  Ses  découvertes  ont  déjà  commencé  : 
elles  ne  s'arrêteront  plus,  pendant  les  trente-cinq  glorieuses 
années  qui  lui  restent  à  vivre.  M.  Kœnigsberger  a  su  repla- 
cer ces  découvertes  dans  le  milieu  de  famille,  d'amis,  d'admi- 
rateurs et  d'élèves  où  Jacobi  a  vécu  :  la  peinture  de  ce  milieu,  les 
fragments  de  lettres,  le  récit  des  événements  essentiels,  les  anec- 
dotes, encadrent  les  théories  mathématiques  :  tout  cela  fait  un 
Livre  vivant  et  instructif  que  l'on  se  plaît  à  feuilleter  ou  à  lire  : 
le  Comité  du  ?>"  Congrès  international  de  Mathématiciens  a  été 
singulièrement  bien  inspiré  lorsqu'il  a  prié  M.  Kœnigsberger 
de  l'écrire,  à  l'occasion  du  centième  anniversaire  de  la  naissance 
de  Jacobi,  que  la  réunion  du  Congrès  devait  précéder  de  quelques 
mois. 

Voici  les  titres  des  différents  Chapitres  :  ces  Chapitres  sont 
courts  au  début  :  leur  longueur,  en  raison  des  travaux  qu'il  faut 
énumérer,  croît  rapidement. 

Années  de  jeunesse  de  Cari  Gustav  Jacob  Jacobi  (i8o  (-18-21). 

Jacobi  étudiant  à  l'Université  de  Berlin,  de  Pâques  1821  à  Pâques  i825. 

Jacobi  piivat-doceiit  à  l'Université  de  Kœnigsberg,  de  Pâques  1826  à 
décembre  1827. 

Jacobi  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Kœnigsbcrg,  de  jan- 
vier 1827  à  juillet  i832. 

Jacobi  professeur  ordinaire  de  l'Université  de  Kœnigsberg,  de  juillet  i832 
à  octobre  18/1  {. 

Jacobi  mendjre  de  l'Académie  de  Berlin,  d'octobre  i84i  jusqu'à  sa  mort 
(18  février  i83i). 

Coup  d'œil  en  arrière. 

J.  T. 
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MELVNGES. 


LÉTAT  ACTUEL  ET  L'AVENIR  DE  LA  PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE; 
Par  m.  Henri  POINCARÉ. 


CrtNFÉllKNCE    LtE    LE   •:>.'[  SEPTEMBRE    1904    AU    CONGUKS    D'aRT 
ET     DE     SCIENCE     DE     SAINT -LOUIS. 


Quel  est  l'élat  actuel  de  la  Physique  malhémalique  ?  Quels  sonl 
les  problèmes  qu'elle  est  amenée  à  se  poser?  Quel  est  son  avenir? 
Son  orienlalion  est-elle  sur  le  point  tle  se  modifier?  Le  but  et  les 
méthodes  de  cette  Science  vont-ils  ap[)araitre  dans  dix  ans  à  nos 
successeurs  immédiats  sous  le  même  jour  qu'à  nous-mêmes;  ou  au 
contraire  allons-nous  assister  à  une  transformation  profonde? 
Telles  sonl  les  questions  que  nous  sommes  forcés  de  soidever,  en 
abordant  aujourd'hui  notre  enquête. 

S'il  est  facile  de  les  poser,  il  est  difficile  d'y  répondre.  Si  nous 
nous  sentions  tentés  de  ris(pior  un  pronostic,  nous  résisterions 
aisément  à  celte  tentation  en  sonj^eanl  à  toutes  les  sottises  qu'au- 
raient dites  les  savants  les  plus  émineuis  d'il  y  a  cent  ans,  si  on 
leur  avait  demandé  ce  que  serait  la  Science  au  xix'"  siècle.  Ils 
auraient  cru  être  hardis  dans  leurs  piéilictions,  et  combien,  après 
l'évéucment,  nous  les  trouverions  timides.  X'altendez  donc  de  moi 
aucune  |)rophélie. 

Mais  si,  comme  tous  les  médecins  prudents,  je  répugne  à  donner 
un  pronostic,  je  ne  puis  pourtant  me  dispenser  d'un  petit  dia- 
gnostic; eh  bien,  oui,  il  v  a  des  indices  d'une  crise  sérieuse, 
comme  si-  nous  devions  nous  altemhc  à  une  transformation  pro- 
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chnine.  Ne  soyons  pas  toutefois  trop  inquiets.  Nous  sommes 
assurés  que  la  malade  n'en  mourra  pas  et  même  nous  pouvons 
espérer  que  celte  crise  sera  salutaire,  car  l'histoire  du  passé  semble 
nous  le  £;aranlir.  Cette  crise,  en  efTet,  n'est  pas  la  première  et  il 
importe,  pour  la  comprendre,  de  se  rappeler  celles  qui  l'ont  pré- 
céîdée.  Pardonnez-moi  un  court  historique. 

La  Physique  mathématique,  nous  le  savons,  est  née  de  la  IMéca- 
nique  céleste  qui  l'a  engendrée  à  la  fin  du  xviii^  siècle,  au  moment 
où  elle  venait  elle-même  d'atteindre  son  complet  développement. 
Dans  ses  premières  années  surtout,  l'enfant  ressemblait  à  sa  mère 
d'une  manière  frappante. 

L'Univers  astronomique  est  formé  de  masses,  très  grandes  sans 
doute,  mais  séparées  par  des  distances  tellement  immenses  qu'elles 
ne  nous  apparaissent  que  comme  des  points  matériels;  ces  points 
s'attirent  en  raison  in\ersc  du  carré  des  distances  et  cette  attrac- 
tion est  la  seule  force  qui  influe  sur  leurs  mouvements.  IMaissi  nos 
sens  étaient  assez  subtils  pour  nous  montrer  tous  les  détails  des 
corps  qu'étudie  le  physicien,  le  spectacle  que  nous  y  découvririons 
différerait  à  peine  de  celui  que  contemple  l'astronome.  Là  aussi 
nous  verrions  des  points  matériels  séparés  les  uns  des  autres  par 
des  intervalles  énormes  par  rapport  à  leurs  dimensions  et  décri- 
vant des  orbites  suivant  des  lois  réirulières.  Ces  astres  infiniment 
pclils,  ce  sont  les  atomes.  Comme  les  astres  proprement  dits,  i's 
s'attirent  ou  se  repoussent,  et  cette  attraction  ou  cette  ré|)idsin!i, 
dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  ne  dépend  que  de  la  distance. 
La  loi  suivant  laquelle  cette  force  varie  en  fonction  de  la  distnnce 
n'est  peut-être  pas  la  loi  de  Newton,  mais  c'est  une  loi  analogue; 
au  lieu  de  l'exposant  —  2,  nous  avons  probablement  un  exposant 
différent,  et  c'est  de  ce  changement  d'exposant  que  sort  toute  la 
diversité  des  phénomènes  physiques,  la  variété  des  qualités  et  des 
sensations,  tout  le  monde  coloré  et  sonore  qui  nous  entoure,  toute 
la  Nature  en  un  mot. 

Telle  est  la  conception  piimilivc  dans  toute  sa  pureté.  Il  ne 
reste  plus  (pi'à  chercher  dans  les  dilïerents  cas  quelle  valeur  il  con- 
vient de  donner  à  cet  exposant  afin  de  rendre  compte  de  tous  les 
faits.  C'est  sur  ce  modèle  cjuc  Laplace,  par  exemple,  a  consimit 
sa  belle  théorie  de  la  Capillarité;  il  ne  la  regarde  que  coiinne  un 
cas  particulier  de  l'attraction   ou,  comme  il  dit,  de    la  pesanteur 
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universelle,  et  personne  ne  s'étonne  de  la  trouver  au  milieu  de  Ttin 
des  cinq  volumes  de  la  Mécanique  céleste.  Plus  récemment,  Briol 
croit  avoir  pénétré  le  dernier  secret  de  l'Optique  quand  il  a  dé- 
montré que  les  atomes  d'élher  s'attirent  en  raison  inverse  de  la 
sixième  puissance  de  la  distance;  et  Alaxwell,  Maxwell  lui-même, 
ne  dit-il  pas  quelque  part  que  les  atomes  de  gaz  se  repoussent  en 
raison  inverse  de  la  cinquième  puissance  de  la  distance.  Aou>  avons 
l'exposant  — 6,  ou  — 5,  au  lieu  de  l'exposant  — 2,  mais  c'est 
toujours  un  exposant. 

Parmi  les  théories  de  cette  époque,  une  seule  fait  exception, 
celle  de  Fourier;  il  j  a  bien  des  atomes,  agissant  à  distance  l'un 
sur  l'autre;  ils  s'envoient  mutuellement  de  la  chaleur,  mais  ils  ne 
s'attirent  pas,  ils  ne  bougent  pas.  A  ce  point  de  vue,  la  llîéorie  de 
Fourier  devait  apparaître  aux  yeux  de  ses  contemporains,  à  ceux 
de  Fourier  lui-même,  comme  imparfaite  et  provisoire. 

Celte  conception  n'était  pas  sans  grandeur;  elle  était  séduisante, 
et  beaucoup  d'entre  nous  nj  ont  pas  définitivement  renoncé;  iU 
savent  qu'on  n'atteindra  les  éléments  ultimes  des  choses  qu'en 
débrouillant  patiemment  Fécheveau  compliqué  que  nous  donnent 
nos  sens;  qu'il  faut  avancer  pas  à  pas  en  ne  négligeant  aucun  inter- 
médiaire, que  nos  pères  ont  eu  tort  de  vouloir  brûler  les  étapes, 
mais  ils  croient  que,  quand  on  arrivera  à  ces  éléments  ultimes,  on 
y  retrouvera  la  simplicité  majestueuse  de  la  Mécanique  céleste. 

Cette  conception  n'a  pas  non  plus  été  inutile;  elle  nous  a  rendu 
un  service  inappréciable,  puisqu'elle  a  contribué  à  préciser  en 
nous  la  notion  fondamentale  de  la  loi  physique.  Je  m'ex|)lique: 
comment  les  anciens  comprenaient-ils  la  Loi?  C'était  pour  eux  une 
harmonie  interne,  statique  pour  ainsi  dire  et  immuable;  ou  bien 
c'était  comme  un  modèle  que  la  nature  s'efforçait  d'imiter.  Une 
loi,  pour  nous,  ce  n'est  plus  cela  du  tout;  c'est  une  relation  con- 
stante entre  le  phénomène  d'aujourd'hui  et  celui  de  demain;  en 
un  mot,  c'est  une  équation  dilTérentielle. 

Voilà  la  forme  idéale  de  la  loi  |)hysi(|ue;  eh  bien,  c'est  la  loi  de 
Newton  ([ni  l'a  revêtue  la  première.  Si  ensuite  on  a  acclimaté 
celte  forme  en  Physique,  c'est  précisément  en  copiant  autant  que 
possible  cette  loi  de  Newton,  c'est  en  imitant  la  Mécanique  cé- 
leste. 

Néanmoins,  il  est  arrive  un  jour  où  la  conception   des  forces 
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ceiilrales  n'a  plus  paru  suffisante,  el  c'est  la  première  de  ces  crises 
dont  je  vous  parlais  tout  à  l'heure. 

()ue  fit-on  alors?  On  renonça  à  pénétrer  dans  le  détail  de  la 
structure  de  l'Univers,  à  isoler  les  pièces  de  ce  vaste  mécanisme,  à 
analyser  une  à  vine  les  forces  qui  les  mettent  en  branle  et  l'on  se 
contenta  de  prendre  pour  guides  certains  principes  généraux  cpii 
ont  précisément  pour  ohjetde  nous  dispenser  de  cette  étude  ininu- 
lieuse.  Comment  cela?  Supposons  que  nousajons  en  lace  de  nous 
une  machine  quelconque;  le  rouage  initial  et  le  rouage  final  sont 
seuls  apparents,  mais  les  transmissions,  les  rouages  intermédiaires 
par  lesquels  le  mouvement  se  communique  de  l'un  à  l'autre  sont 
cachés  à  l'intérieur  et  échappent  à  notre  vue;  nous  ignorons  si  la 
communication  se  fait  par  des  engrenages  ou  par  des  courroies, 
par  des  bielles  ou  par  d'autres  dispositifs.  Dirons-nous  qu'il  nous 
est  impossible  de  rien  comprendre  à  celle  machine  tant  qu'on  ne 
nous  permettra  pas  de  la  démonter?  Vous  savez  bien  que  non  et 
que  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  suffît  pour  nous  fixer 
sur  le  point  le  plus  intéressant;  nous  constatons  aisément  que  la 
roue  finale  tourne  dix  fois  moins  vite  que  la  roue  initiale,  puisque 
ces  deux  roues  sont  visibles;  nous  pouvons  en  conclure  qu  un 
couple  appliqué  à  la  première  fera  équilibre  à  un  couple  dix  fois 
plus  grand  appliqué  cà  la  seconde.  Point  n'est  besoin  pour  cela  de 
pénétrer  le  mécanisme  de  cet  équilibre  et  de  savoir  comment  les 
forces  se  compenseront  à  l'intérieur  de  la  machine;  c'est  assez  de 
s'assurer  que  cette  compensation  ne  peut  pas  ne  pas  se  produire. 

Eh  bien,  en  présence  de  l'Univers,  le  principe  de  la  conservation 
de  l'énergie  peut  nous  rendre  le  même  service.  C'est  aussi  une 
machine,  beaucoup  plus  com|)li(piée  que  toutes  celles  de  l'indus- 
trie, et  dont  presque  toutes  les  parties  nous  sont  profondément 
cachées;  mais,  en  observant  le  mouvement  de  celles  que  nous  pou- 
vons voir,  nous  pouvons,  en  nous  aidant  de  ce  principe,  tirer  des 
conclusions  qui  resteront  vraies  quels  que  soient  les  détails  du 
mécanisme  invisible  qui  les  anime. 

Le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  ou  juMnci{)e  de 
Mayer,  est  certainement  le  plus  imj)ortant,  mais  ce  n'est  pas  le 
seul,  il  y  en  a  d'autres  dont  nous  pouvons  tirer  le  même  ))arli.  Ce 
sont  : 

Le  principe  de  Carnot,  ou  principe  de  la  dégradation  de  l'énergie. 
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Le  principe  de  JNeuton,  ou  princijie  de  l'égalité  de  Faclion  et  de 
la  réaction. 

Le  principe  de  la  relalivilé,  d'après  lequel  les  lois  des  phéno- 
mènes physiques  doivent  être  les  mêmes,  soit  pour  un  observateur 
fixe,  soit  pour  un  observateur  entraîné  dans  un  mouvement  de 
translation  uniforme;  de  sorte  (pie  nous  n'avons  et  ne  pouvons 
avoir  aucun  moyen  de  discerner  si  nous  sommes,  oui  ou  non, 
emportés  dans  un  pareil  mouvement. 

Le  principe  de  la  conservation  de  la  masse,  ou  principe  de 
Lavoisier. 

J'ajouterai  le  principe  de  moindre  action. 

L'application  de  ces  cinq  ou  six  principes  généraux  aux  dllfé- 
rents  phénomènes  physiques  suffit  pour  nous  en  apprendre  ce  que 
nous  pouvons  raisonnablement  espérer  en  connaître.  Le  plus  re- 
marquable exemple  de  cette  nouvelle  Phvsique  mathématique  est 
sans  contredit  la  théorie  électromagnétique  de  la  Lumière  de  Max- 
well. Qu'est-ce  que  léther,  comment  sont  disposées  ses  molécules, 
s'attirent-elles  ou  se  repoussent-elles?  nous  n'en  savons  rien  ;  mais 
nous  savons  que  ce  milieu  transmet  à  la  fois  les  perturbations 
optiques  et  les  perturbations  électriques-,  nous  savons  que  cette 
transmission  doit  se  faire  conformément  aux  principes  généraux 
de  la  Mécanique  et  cela  nous  suffit  pour  établir  les  équations  du 
champ  électromagnétique. 

Ces  principes  sont  des  résultais  d'expériences  forlcment  géné- 
ralisés; mais  ils  semblent  emprunter  à  leur  généralité  même  un 
degré  éminent  de  certitude.  Plus  ils  sont  généraux,  en  effet,  plus 
on  a  fréquemment  l'occasion  de  les  contrôler  et  les  vérifications, 
en  se  multipliant,  en  prenant  les  formes  les  plus  variées  et  les  plus 
inattendues,  finissent  par  ne  plus  laisser  de  place  au  doute. 

Telle  est  la  seconde  phase  de  l'histoire  de  la  Physique  malhé- 
niali(Hie  et  nous  n'en  sommes  pas  encore  sortis.  Dirons-nous  que 
la  première  a  été  inutile,  que  pendant  cinquante  ans  la  Science 
avait  fait  fausse  route  et  qu'il  n'y  a  plus  qu'à  oublier  tant  d'elloris 
accumulés  qu'une  conce[)tion  vicieuse  condamnait  d'avance  à  Tin- 
siu:cès?  Pas  le  moins  du  monde.  Croyez-vous  que  la  seconde  pha^e 
aurait  pu  exister  sans  la  première?  L'iiypolhèse  des  forces  cen- 
trales contenait  tous  les  principes;  elle  les  entraînait  comme  des 
conséquences    nécessaires;   elle   entraînait  et  la   conservation   de 
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l'énergie,  et  celle  des  niasses,  et  rrgalilc  de  l'acLion  et  de  la  réac- 
tion, et  la  loi  de  moindre  action,  qui  apparaissaient,  il  est  vrai, 
non  comme  des  vérités  expérimentales,  mais  comme  des  théorèmes  ; 
et  dont  l'énoncé  avait  en  même  temps  je  ne  sais  quoi  de  plus  précis 
et  de  moins  général  que  sous  leur  l'orme  actuelle. 

C'est  la  Physique  mathématique  de  nos  pères  qui  nous  a  fami- 
liarisés peu  à  peu  avec  ces  divers  principes,  (pti  nous  a  habitués  à 
les  reconnaître  sous  les  différents  vêtements  dont  ils  se  déguisent. 
On  les  a  comparés  aux  données  de  l'expérience,  on  a  vu  comment 
il  fallait  en  modifier  l'énoncé  pour  les  adapter  à  ces  données;  par 
là  on  les  a  élargis  et  consolidés.  On  a  été  conduit  ainsi  à  les  regar- 
der comme  des  vérités  expérimentales;  la  conception  des  forces 
centrales  devenait  alors  un  soutien  inutile,  ou  plutôt  une  gène, 
puisqu'elle  faisait  participer  les  principes  de  son  caractère  hypo- 
thétique. 

Les  cadres  ne  sont  donc  pas  hrisés,  parce  qu'ils  étaient  éla- 
stiques; mais  ils  se  sont  élargis;  nos  pères,  qui  les  avaient  établis, 
n'avaient  pas  travaillé  en  vain;  et  nous  reconnaissons  dans  la 
Science  d'aujourd'hui  les  traits  généraux  de  l'esquisse  qu'ils  avaient 
tracée. 

Allons-nous  entrer  maintenant  dans  une  troisième  phase? 
Sommes-nous  à  la  veille  d'une  seconde  crise?  Ces  princijies  sur 
lesquels  nous  avons  tout  bàtl  vont-ils  s'écrouler  à  leur  tour? 
De|)uis  quelque  temps,  on  peut  se  le  demander. 

En  m'entendant  parler  ainsi,  vous  pensez  sans  doute  au  radium , 
ce  grand  révolulionnaire  des  temps  présents,  et,  en  effet,  je  vais 
y  revenir  tout  à  l'heure;  mais  il  y  a  autre  chose;  ce  n'est  pas  seu- 
lement la  conservation  de  l'énergie  qui  est  en  cause;  tous  les 
autres  princijjes  sont  également  en  danger,  comme  nous  allons  le 
voir  en  les  passant  successivement  en  revue. 

Commençons  par  le  principe  de  Carnot.  C'est  le  seul  qui  ne  se 
présente  pas  comme  une  conséquence  immédiate  de  l'hypothèse 
des  forces  centrales;  bien  mieux,  il  semble  sinon  contredire  direc- 
tement cette  hypothèse,  du  moins  ne  pas  se  concilier  avec  elle 
sans  un  certain  effort.  Si  les  phénomènes  physiques  étaient  (\u> 
exclusivement  aux  mouvements  d'atomes  dont  les  attractions  mu- 
tuelles ne  dépendraient  que  de  la  distance,  il  semble  (jue  tous  ces 
phénomènes  devraient  être  réversibles;  si  toutes  les  \iless<'s  ini- 
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tiales  étaient  renversées,  ces  atomes  toujours  soumis  aux  mêmes 
forces  devraient  parcourir  leurs  trajectoires  en  sens  contraire,  de 
même  que  la  Terre  décrirait  dans  le  sens  rétrograde  cette  même 
orbite  elliptique  qu'elle  décrit  dans  le  sens  direct,  si  les  conditions 
initiales  de  son  mouvement  avaient  été  renversées.  A  ce  compte, 
si  un  phénomène  physique  est  possible,  le  jjhénoinène  inverse 
doit  Fêtre  également  et  l'on  doit  pouvoir  remonter  le  cours  du 
temps.  Or,  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  Nature,  et  c'est  précisé- 
ment ce  que  le  principe  de  Carnot  nous  enseigne,  la  chaleur  peut 
passer  du  corps  chaud  sur  le  corps  froid,  et  il  est  impossible 
ensuite  de  lui  faire  reprendre  le  chemin  inverse  et  de  rétablir  des 
différences  de  température  qui  se  sont  effacées.  Le  mouvement 
peut  être  intégralement  dissipé  et  transformé  en  chaleur  par  le 
frottement;  la  transformation  contraire  ne  pourra  jamais  se  faire 
c|ue  d'une  manière  partielle. 

On  s'est  efforcé  de  concilier  cette  apparente  contradiction .  Si  le 
monde  tend  vers  l'uniforjnilé,  ce  n'est  pas  parce  que  ses  parties 
ultimes,  d'abord  dissemblables,  tendent  à  devenir  de  moins  en 
moins  différentes,  c'est  parce  que,  se  déjjlaçant  au  hasard,  elles 
finissent  par  se  mélanger.  Pour  un  œil  qui  distinguerait  Ions  les 
éléments,  la  variété  resterait  toujours  aussi  grande;  chaque  grain 
de  celte  poussière  conserve  son  originalité  et  ne  se  modèle  pas  sur 
ses  voisins-,  mais,  comme  le  mélange  devient  de  plus  en  plus 
juliinc,  nos  sens  grossiers  n'aperçoivent  plus  que  l'uniformité. 
\  oilà  pourquoi,  par  exemple,  les  températures  tendent  à  se  nive- 
ler sans  qu'il  soit  possible  de  revenir  en  arrière. 

(Qu'une  goutte  de  vin  tombe  dans  un  verre  d'eau  :  quelle  que  soit 
la  loi  du  mouvement  interne  du  liquide,  nous  le  verrons  bientôt  se 
colorer  d'une  teinte  rosée  uniforme  et,  à  partir  de  ce  momeni,  on 
aura  beau  agiter  le  vase,  le  vin  et  l'eau  ne  paraîtront  plus  pouvoir 
se  séparer.  Ainsi  voici  quel  serait  le  type  du  phénomène  phv>i(pic 
irréversible  :  cacher  un  grain  d'orge  dans  un  las  de  blé,  c'est 
facile;  l'y  rcirouver  ensuite  et  l'en  faire  sortir,  c'est  pratiquement 
nnpossible.  Tout  cela,  Maxwell  et  Boltzmann  l'ont  ex|)liqué,  mais 
celui  qui  l'a  vu  le  plus  nettement,  dans  un  livre  trop  peu  lu  parce 
qu'il  est  un  peu  difficile  à  lire,  c'est  Gibbs,  dans  ses  principes  élé- 
mentaires de  Mécanique  statique. 

Pour  ceux  (pii  se  placent  à  ce  point  de  vue,  le  principe  de  (lar- 
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not  n'esl  qu'un  principe  imparfait,  une  sorte  de  concession  à  l'in- 
firmité  de  nos  sens;  c'est  parce  que  nos  jeux  sont  trop  grossiers 
que  nous  ne  distinguons  pas  les  éléments  du  mélange;  c'est  parce 
que  nos  mains  sont  trop  grossières  que  nous  ne  savons  pas  les 
forcer  à  se  séparer;  le  démon  imaginaire  de  Maxwell,  qui  peut  trier 
les  molécules  une  à  une,  saurait  bien  contraindre  le  monde  à  re- 
venir en  arrière.  Y  peiit-il  revenir  de  lui-même,  cela  n'est  pas 
impossible,  cela  n'est  qu'infiniment  peu  probable;  il  j  a  des 
chances  pour  que  nous  attendions  longtemps  le  concours  des  cir- 
constances qui  permettraient  une  rétrogradation;  mais,  tôt  ou 
lard,  elles  se  réaliseront,  après  des  années  dont  il  faudrait  des 
millions  de  cliiirres  pour  écrire  le  nombre.  Ces  réserves,  cepen- 
dant, restaient  toutes  théoriques,  elles  n'étaient  pas  bien  inquié- 
tantes et  le  principe  de  Carnot  conservait  toute  sa  valeur  pratique. 
Mais  voici  que  la  scène  change.  Le  biologiste,  armé  de  son  micro- 
scope, a  remarqué  il  j  a  longtemps  dans  ses  préparations  des 
mouvements  désordonnés  des  petites  particules  en  suspension  ; 
c'est  le  mouvement  brownien.  Il  a  cru  d'abord  que  c'était  un  phé- 
nomène vital,  mais  il  a  vu  bientôt  que  les  corps  inanimés  ne  dan- 
saient pas  avec  moins  d'ardeur  que  les  autres;  il  a  alors  passé  la 
main  aux  physiciens.  Malheureusement,  les  physiciens  se  sont 
longtemps  désintéressés  de  cette  question;  on  concentre  de  la 
lumière  pour  éclairer  la  préparation  microscopique,  pensaient-ils; 
ia  lumière  ne  va  pas  sans  chaleur,  de  là  des  inégalités  de  tempéra- 
ture et  dans  le  liquide  des  courants  intérieurs  qui  produisent  les 
mouvements  dont  on  nous  parle. 

M.  Gouy  eut  l'idée  d'y  regarder  de  plus  près  et  il  vit,  ou  crut 
voir,  que  cette  explication  est  insoutenable,  que  les  mouvements 
deviennent  d'autant  plus  vifs  que  les  particules  sont  plus  |)etiles, 
mais  qu'ils  ne  sont  pas  influencés  par  le  mode  d'éclairage.  Si  alors 
ces  mouvements  ne  cessent  pas,  ou  plutôt  renaissent  sans  cesse, 
sans  rien  emprunter  à  une  source  extérieure  d'énergie,  que  devons- 
nous  croire?  Nous  ne  devons  pas,  sans  doute,  renoncer  pour  cela 
à  la  conservation  de  l'énergie,  mais  nous  voyons  sous  nos  yeux 
tantôt  le  mouvement  se  transformer  en  chaleur  par  le  frottement, 
tantôt  la  chaleur  se  changer  inversement  en  mouvement,  et  cela 
sans  que  rien  ne  se  perde,  puisque  le  mouvement  dure  toujours. 
C'est  le  contraire  du  princi[)e  de  Carnot.  S'il  en  est  ainsi,  pour 
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voir  le  inonde  revenir  en  arrière,  nous  n'avons  plus  besoin  del  œil 
infinimenl  snblil  du  démon  de  Maxwell,  noire  microscope  nous 
suITiL  Les  corps  Irop  gros,  ceux  qui  ont,  par  exemple,  un  dixième 
de  millimètre,  sont  heiirlés  de  tous  les  côtés  par  les  atomes  en 
mouvement,  mais  ils  ne  bougent  pas  parce  que  ces  chocs  sont  très 
nombreux  et  que  la  loi  du  ha<îard  veut  qu'ils  se  compensent;  mais 
les  }>arlicules  plus  petites  reçoivent  trop  peu  de  chocs  pour  que 
celle  compensation  se  fasse  à  coup  sûr  et  sont  incessamment  bal- 
loltées.  Et  voilà  déjà  l'un  de  nos  principes  en  péril. 

Venons  au  principe  de  la  relativité;  celui-là  non  seulement  est 
confirmé  par  l'expérience  quotidienne,  non  seulement  il  est  une 
conséquence  nécessaire  de  l'hjpolhèse  des  forces  centrales,  mais 
il  s'impose  à  notre  bon  sens  d'une  façon  irrésistible;  et  pourtant 
lui  aussi  est  battu  en  brècbe.  Supposons  deux  corps  éleclrisés; 
bien  qu'ils  nous  semblent  en  repos,  ils  sont  l'un  et  l'autre  entraînés 
par  le  mouvement  de  la  Terre;  une  charge  électrique  en  mouve- 
ment, Rowland  nous  Ta  appris,  équivaut  à  un  courant:  ces  deux 
corps  chargés  équivaudront  donc  à  deux  courants  parallèles  et  de 
même  sens  et  ces  deux  courants  devront  s'attirer.  En  mesurant 
celle  atlraction,  nous  mesurerons  la  vitesse  de  la  Terre;  non  pas 
sa  vitesse  |)ar  rapport  au  Soleil  ou  aux  étoiles  fixes,  mais  sa  vitesse 
absolue. 

Je  sais  bien  ce  qu'on  va  dire,  ce  n'est  pas  sa  vilesse  absolue  c[ue 
l'on  mesure,  c'est  sa  vitesse  par  rapport  à  l'élher.  Que  cela  est  peu 
satisfaisant!  Ne  voit-on  jias  que  du  principe  ainsi  compris  on  ne 
pouiTa  plus  rien  tirer?  Il  ne  pourrait  plus  rien  nous  apprendre 
justement  parce  qu'il  ne  craindrait  plus  aucun  démenti.  Si  nous 
parvenons  à  mesurer  c[uelque  chose,  nous  serons  toujours  libres 
de  dire  que  ce  n'est  pas  la  vitesse  absolue,  et  si  ce  n'est  pas  la 
vitesse  par  rapport  à  l'étlier,  cela  pourra  toujours  être  la  vitesse 
par  rapport  à  quelque  nouveau  fluide  inconnu  dont  nous  rempli- 
rions l'espace. 

Aussi  bien  l'expérience  s'est  chargée  de  ruiner  cette  inlerpréla- 
tion  du  princij^e  de  relativité;  toutes  les  tentatives  pour  mesurer 
la  vilesse  de  la  Terre  par  rapport  à  l'étlier  ont  abouti  à  des  résul- 
tats négatifs.  Cette  fois  la  Physique  expérimentale  a  été  plus  fidèle 
au  principe  que  la  Physique  malhématique  ;  les  théoriciens  en  au- 
ruiciU  fuit  bon  marché  afin  de  mettre  en  concordance  les  autres 
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vues  générales;  mais  Fexpérience  s'csl  obslinée  à  leccafirmer.  On 
a  varié  les  moyens,  enfin  Miclielson  a  poussé  la  précision  justiirà 
SCS  dernières  limites;  rien  n\  a  fait.  C'est  précisément  pour 
expliquer  cette  obstination  que  les  mathématiciens  sont  forcés 
aujourd'hui  de  déplojer  toute  leur  ingéniosité. 

Leur  tâche  n'était  pas  facile,  et  si  Lorenlz  s'en  est  tiré,  ce  n'est 
qu'en  accumulant  les  hypothèses. 

L'idée  la  plus  ingénieuse  a  été  celle  du  temps  local.  Imaginons 
deux  observateurs  qui  veulent  régler  leurs  montres  par  des  signaux 
optiques;  ils  échangent  des  signaux,  mais,  comme  ils  savent  que  la 
transmission  de  la  lumière  n'est  pas  instantanée,  ils  prennent  soin 
de  les  croiser.  Quand  la  station  B  aperçoit  le  signal  de  la  station  A, 
son  horloge  ne  doit  pas  marquer  la  même  heure  que  celle  de  la 
>'alion  A  au  moment  de  l'émission  du  signal,  mais  cette  heure  aus- 
uienlée  d'une  constante  représentant  la  durée  de  la  transmission. 
Supposons,  j)ar  exemple,  que  la  station  Aenvoie  son  signal  quand 
>on  horloge  marque  l'heuie  zéro,  et  que  la  station  B  l'aperçoive 
quand  son  horloge  marque  l'heure  t.  Les  horloges  sont  réglées  si 
le  retard  égal  à  t  représente  la  durée  de  la  transmission,  et  pour  le 
vérifier  la  station  B  expédie  à  son  tour  un  signal  quand  son  hor- 
loge marque  zéro,  la  station  A  doit  alors  ra])erce\oir  quand  son 
horloge  mar(|ue  t.  Les  montres  sont  alors  réglées. 

Et,  en  effet,  elles  marquent  la  même  heure  au  même  instant 
physique,  mais  à  une  condition,  c'est  que  les  deux  stations  soient 
fixes.  Dans  le  cas  contraire,  la  durée  de  la  transmission  ne  sera  pas 
la  même  dans  les  deux  sens,  puisque  la  station  A,  par  exemple, 
inarche  au  devant  de  la  perturbation  optique  émanée  de  B,  tandis 
que  la  station  B  fuit  devant  la  perturbation  émanée  de  A.  Les 
montres  réglées  de  la  sorte  ne  marqueront  donc  pas  le  temps  vrai, 
elles  marqueront  ce  qu'on  peut  appeler  le  temps  local,  de  sorte 
(juc  lune  d'elles  retardera  sur  l'autre.  Peu  importe,  puisque  nous 
n'avons  aucun  moyen  de  nous  en  apercevoir.  Tous  les  phénomènes 
cpii  se  produiront  en  A,  par  exem])le,  seront  en  retard,  mais  tous 
le  seront  également,  et  l'observateur  ne  s'en  apercevra  pas  puisque 
sa  montre  retarde;  ainsi,  comme  le  veut  le  principe  de  relativité, 
il  n'aura  aucun  moyen  de  savoir  s'il  est  en  repos  ou  en  mouvemcnl 
absolu. 

Cela  malheureusement  ne  suffit  pas,  et  il  faut  des  hypothèses 
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complémentaires;  il  faut  adinellre  que  les  corps  en  mouvement 
subissent  une  contraction  uniforme  dans  le  sens  du  mouve- 
ment. L'un  des  diamètres  de  la  Terre,  par  exemple,  est  raccourci 
de  aoooùoouo  P^''  suite  du  mouvement  de  notre  planète,  tandis  que 
l'autre  diamètre  conserve  sa  longueur  normale.  Ainsi  se  trouvent 
compensées  les  dernières  petites  différences.  Et  puis  il  y  a  encore 
l'hvpothèse  sur  les  forces.  Les  forces,  quelle  que  soit  leur  orii^iue, 
la  pesanteur  comme  l'élasticité,  seraient  réduites  dans  une  certaine 
proportion,  dans  un  monde  animé  d'une  translation  uniforme,  ou 
plutôt  c'est  ce  qui  arriverait  pour  les  composantes  perpendiculaires 
à  la  translation;  les  composantes  parallèles  ne  changeraient  pas. 
Reprenons  alors  notre  exemple  de  deux  corps  électrisés;  ces  corps 
se  repoussent,  mais  en  même  temps,  si  tout  est  entraîné  dans  une 
translation  uniforme,  ils  équivalent  à  deux  courants  parallèles  et 
de  même  sens  qui  s'attirent. 

Cette  attraction  électrodjnamique  se  retranche  donc  de  la  répul- 
sion électrostatique  et  la  répulsion  totale  est  plus  faible  que  si  les 
deux  corps  étaient  en  repos.  Mais  comme,  pour  mesurer  cette 
répulsion,  nous  devons  l'équilibrer  par  une  autre  force,  et  que 
toutes  ces  autres  forces  sont  réduites  dans  la  même  proportion, 
nous  ne  nous  apercevons  de  rien.  Tout  semble  ainsi  arrangé,  mais 
tous  les  doutes  sont-ils  dissipés?  Qu'arriverait-il  si  l'on  pouvait 
coinmuniquer  par  des  signaux  qui  ne  seraient  plus  lumineux  et 
dont  la  vitesse  de  propagation  différerait  de  celle  de  la  lumière? 
Si,  après  avoir  réglé  les  montres  par  le  procédé  optique,  on  vou- 
lait vérifier  le  réglage  à  l'aide  de  ces  nouveaux  signaux,  on  consta- 
terait des  divergences  qui  mettraient  en  évidence  la  translation 
commune  des  deux  stations.  Et  de  pareils  signaux  sont-ils  incon- 
cevables, si  l'on  admet  avec  Laplace  que  la  gravitation  universelle 
se  transmet  im  million  de  fois  plus  vite  que  la  lumière? 

Ainsi  le  principe  de  la  relativité  a  été  dans  ces  derniers  temps 
vaillamment  défendu,  mais  l'énergie  même  de  la  défense  prouve 
combien  l'attaque  était  séiieusc. 

Parlons  maintenant  du  principe  de  Nc^vton,  sur  l'égalité  de  l'ac- 
tion et  de  la  réaction.  Celui-ci  est  intimement  lié  au  précédent  et 
il  semble  bien  que  la  chute  de  l'un  enlraînerait  celle  de  l'autre. 
Aussi  ne  devons-nous  pas  nous  étonner  de  retrouver  ici  les  mêmes 
difficultés. 
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Les  phénomènes  électriques,  pense-t-on,  sont  dus  aux  déplace- 
ments de  petites  particules  chargées  appelées  électrons  et  plongées 
dans  le  milieu  que  nous  nommons  éther.  Les  mouvements  de  ces 
électrons  produisent  des  perturbations  dans  Téllier  avolsinant; 
ces  perturbations  se  propagent  daus  tous  les  sens  avec  la  vitesse  de 
la  lumière,  et  à  leur  tour  d'autres  électrons,  primitivement  en 
repos,  se  trouvent  ébranlés  quand  la  perturbation  atteiut  les  par- 
ties de  l'éther  (|ui  les  touchent.  Les  électrons  agissent  donc  les 
uns  sur  les  autres,  mais  cette  actiou  n'est  pas  directe,  elle  se  fait 
par  l'intermédiaire  de  l'éther.  Dans  ces  conditions  peut-il  y  avoir 
compensation  entre  raclion  et  la  réaction,  du  moins  pour  un 
observateur  qui  ne  tiendrait  compte  que  des  mouvements  de  la 
matière,  c'est-à-dire  des  électrons,  et  qui  ignorerait  ceux  de  l'éther 
qu'il  ne  peut  pas  voir?  Evidemment  non.  Quand  même  la  compen- 
sation serait  exacte  elle  ne  saurait  être  simultanée.  La  perturbation 
se  propage  avec  une  vitesse  finie;  elle  n'atteint  donc  le  second 
électron  que  quand  le  premier  est  depuis  longtemps  rentré  dans 
le  repos.  Ce  second  électron  subira  donc,  avec  un  retard,  l'action 
du  premier,  mais  certainement  à  ce  moment  il  ne  réagira  pas  sur 
lui  puisque  autour  de  ce  premier  électron  rien  ne  bouge  plus. 

L'analyse  des  faits  va  nous  permettre  de  préciser  davantage. 
Imaginons,  |)ar  exemple,  un  excitateur  de  Herz  comme  ceux  que 
Ton  emploie  en  télégraphie  sans  (il;  il  envoie  de  l'énergie  dans 
tous  les  sens;  mais  nous  pouvons  le  munir  d  un  miroir  parabo- 
lique, comme  l'a  fait  Herz  avec  ses  plus  petits  excitateurs,  afin  de 
renvoyer  toute  l'énergie  produite  dans  une  seule  direction.  Qu'ar- 
rive-t-il  alors,  d'après  la  théorie?  c'est  que  l'appareil  va  reculer, 
comme  s'il  était  un  canon  et  si  l'énergie  qu  il  a  |)rojetée  était  un 
boulet,  et  cela  est  contraire  au  principe  de  Newton,  puistpie  notre 
projectile  ici  n'a  pas  de  masse,  ce  n'est  pas  de  la  matière,  c'est  de 
l'énergie.  Il  en  est  encore  de  même  d'ailleurs  avec  un  phare  pourvu 
d'un  réflecteur,  puisque  la  lumière  n'est  autre  chose  qu'une  per- 
turbation du  champ  électromagnétique.  Ce  phare  devra  reculer 
comme  si  la  lumière  qu'il  envoie  était  un  projectile.  Quelle  est  la 
force  (pii  doit  produire  ce  recul?  c'est  ce  qu'on  a  appelé  là  pres- 
sion Max^vell-Uarlkoldi ;  elle  est  très  petite  et  l'on  a  eu  bien  du 
mal  à  la  mettre  en  ('vidence  avec  les  radiomètres  les  plus  sensi- 
bles; mais  il  suffit  qu  elle  existe. 
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Si  toute  l'énergie  issue  de  notre  excitateur  va  tomber  sur  un 
récepteur,  celui-ci  se  comportera  comme  s'il  avait  reçu  un  choc 
niécani(|ue,  qui  représentera  en  un  sens  la  compensation  du  recul 
de  l'excitateur;  la  réaction  sera  égale  à  l'action,  mais  elle  ne  sera 
pas  simultanée,  le  récepteur  avancera,  mais  pas  au  moment  où 
l'excitateur  reculera.  Si  l'énergie  se  propage  indéfiniment  sans  ren- 
contrer de  récepteur,  la  compensation  ne  se  fera  jamais. 

Dira-t-on  que  l'espace  qui  sépare  l'excitateur  du  récepteur  et 
que  la  perturbation  doit  parcourir  pour  aller  de  l'un  à  l'autre  n'est 
pas  vide,  qu'il  est  rempli,  non  seulement  d'élher,  mais  dair,  ou 
même,  dans  les  espaces  interplanétaires,  de  quelque  fluide  subtil, 
mais  encore  pondérable;  que  cette  matière  subit  le  choc  comme 
le  récepteur  au  moment  où  l'énergie  l'atteint  et  recule  à  son  tour 
quand  la  perturbalion  la  quitte?  Gela  s;iuverait  le  princqje  de 
Newton,  mais  cela  n'est  pas  vrai;  si  l'énergie  en  se  propageant 
restait  toujours  attachée  à  quelque  substratum  matériel,  la  matière 
eu  mouvement  entraînerait  la  lumière  avec  elle  et  Fizeau  a  dé- 
montré qu'il  n'en  est  rien,  au  moins  pour  l'air.  C'est  ce  que 
Michelson  et  Morlejont  confirmé  depuis.  On  peut  su|q)Oser  aussi 
que  les  mouvements  de  la  matière  proprement  dite  sont  exacte- 
ment compensés  par  ceux  de  l'éther,  mais  cela  nous  amènerait 
aux  mêmes  réflexions  que  tout  à  l'heure.  Le  principe  ainsi  entendu 
pourra  tout  expliquer,  puiscpie,  quels  que  soient  les  mouvements 
visibles,  on  aura  toujours  la  faculté  d'imaginer  des  mouvements 
hvpothétiques  qui  les  compensent.  Mais,  s'il  peut  tout  expliquer, 
c'est  qu'il  ne  nous  permet  de  rien  prévoir,  il  ne  nous  permet  pas 
de  choisir  entre  les  différentes  hypothèses  possibles,  puisqu'il 
exphque  tout  d'avance.  Il  devient  donc  inutile. 

Et  puis  les  suppositions  qu'il  faudrait  faire  sur  les  mouvements- 
de  l'éther  ne  sont  pas  très  satisfaisantes.  Si  les  charges  électriques 
doublent,  il   serait  naturel  d'imaginer  que  les  vitesses  des  divers 
atomes  d'éther  doublent  aussi  et,   pour  la  comj)ensation,    il   faut 
que  la  vitesse  moyenne  de  l'éther-  quadruple. 

C'est  pourquoi  j'ai  longtemps  pensé  que  ces  conséquences  de  la 
théorie,  contraires  au  principe  de  Newton,  liniiaienl  un  jour  par 
être  abandonnées  et  pourtant  les  expériences  récentes  sur  les  mou- 
vements des  électrons  issus  du  radium  semblent  plutôt  les  con- 
fiiiner. 
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J'arrive  au  principe  de  Lavoisier  sur  la  conservation  des  masses. 
Certes,  c'en  est  un  auquel  on  ne  saurait  toucher  sans  ébranler  la 
Mécanique.  Et  maintenant  certaines  personnes  pensent  qu'il  ne 
nous  paraît  vrai  que  parce  qu'on  ne  considère  en  Mécanique  que 
(les  vitesses  modérées,  mais  qu'il  cesserait  de  l'être  pour  des  corps 
animés  de  vilesses  comparables  à  celle  de  la  lumière.  Or,  ces 
vitesses,  on  croit  maintenant  les  avoir  réalisées;  les  rayons  catho- 
diques et  ceux  du  radium  seraient  formés  de  particules  très  petites 
ou  d'électrons  qui  se  déplaceraient  avec  des  vitesses,  plus  petites 
sans  doute  que  celle  de  la  lumière,  mais  qui  en  seraient  le  dixième 
ou  le  tiers. 

Ces  ravons  peuvent  être  déviés  soit  par  un  champ  électrique, 
soit  par  un  champ  magnétique  et  l'on  peut,  en  comparant  ces 
déviations,  mesurer  à  la  fois  la  vitesse  des  électrons  et  leur  masse 
(ou  plutôt  le  rapport  de  leur  masse  à  leur  charge).  Mais,  quand  on 
a  vu  que  ces  vitesses  se  rapprochaient  de  celle  de  la  lumière,  on 
s'est  avisé  qu'une  correction  était  nécessaire.  Ces  molécules,  étant 
électrisées,  ne  peuvent  se  déplacer  sans  ébranler  l'éther;  pour  les 
mettre  en  mouvement,  il  faut  triompher  d'une  double  inertie,  de 
celle  de  la  molécule  elle-même  et  de  celle  de  l'éther.  La  masse 
totale  ou  apparente  que  l'on  mesure  se  compose  donc  de  deux 
parties  :  la  masse  réelle  ou  méc;mique  de  la  molécule,  et  la  masse 
électro-djnamique  représentant  l'inertie  de  l'éther. 

Les  calculs  d'Abraham  et  les  ex|)ériences  de  Kauflniann  ont 
alors  montré  (|ue  la  masse  mécanique  pi'opremenl  dite  est  nulle  et 
que  la  masse  des  électrons,  ou  au  moins  des  éleclrons  négatifs, 
est  d'origine  exclusivement  électro-d\  namique.  Voilà  qui  nous 
force  à  changer  la  définition  de  la  masse;  nous  ne  [)Ouvons  plus 
distinguer  la  masse  mécanique  et  la  masse  éleclro-dvnamique, 
parce  qu'alors  la  première  s'évanouirait;  il  uy  a  pas  d'autre  masse 
que  l'inertie  électro-dvnamique  ;  mais  dans  ce  cas  la  masse  ne  peut 
plus  être  constante,  elle  augmente  avec  la  vitesse;  et  même,  elle 
dépend  de  la  direction,  et  un  corps  animé  d'une  vitesse  notable 
n'opposera  pas  la  même  inertie  aux  forces  qui  tendent  à  le  dévier 
de  sa  roule,  et  à  celles  qui  tendent  à  accélérer  ou  à  retarder  sa 
marche. 

H  y  a  bien  encore  une  ressource  :  les  éléments  ultimes  des  corps 
sont  des  éleclrons,  les  uns  chargés  négativement,  les  autres  cliargés 
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positivement.  Les  électrons  négalils  n'ont  pas  de  masse,  c'est 
entendu;  mais  les  électrons  positifs,  d'après  le  peu  qu'on  en  sait, 
semblent  beaucoup  plus  gros.  Peut-êtie  ont-ils,  outre  leur  masse 
éleclro-dvnamitpie,  une  vraie  nuisse  mécanique.  La  véritable  masse 
d'un  corps,  ce  serait  alors  la  somme  des  masses  mécaniques  de  ses 
électi'ons  positifs,  les  électrons  négatifs  ne  compteraient  pas;  la 
masse  ainsi  définie  pourrait  encore  être  constante. 

Hélas!  cette  ressource  aussi  nous  échappe.  Rappelons-nous  ce 
que  nous  avons  dit  au  sujet  du  principe  de  lelativilé  et  des  effbrts 
faits  pour  le  sauver.  Et  ce  n'est  pas  seulement  un  principe  qu'il 
s'agit  de  sauver,  ce  sont  les  résultats  indubitables  des  expériences 
de  Michelson.  Eh  bien,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  plus  haut,  pour 
rendre  compte  de  ces  résultats,  Lorentz  a  été  obligé  de  supposer 
(jue  toutes  les  forces,  quelle  que  soit  leur  origine,  étaient  réduites 
dans  la  même  proportion  dans  un  milieu  animé  d'une  translation 
uniforme;  ce  n'est  |)as  assez,  il  ne  suffît  pas  que  cela  ;iit  lieu  pour 
les  forces  réelles,  il  faut  encore  qu'il  en  soit  de  même  pour  les 
forces  d'inertie  ;  il  faut  donc,  dit-il,  que  les  masses  de  toutes  les 
particules  soient  injluencées  par  une  translation  au  même 
degré  que  les  masses  électro-magnétiques  des  électrons. 

Ainsi  les  masses  mécaniques  doivent  varier  d'après  les  mêmes 
lois  que  les  masses  électro-djnamit|ues  ;  elles  ne  peuvent  donc  pas 
être  constantes. 

Ai-je  besoin  de  faire  observer  que  la  chute  du  principe  de 
Lavoisier  entraîne  celle  du  princi|)e  de  Newton.  Ce  dernier  signifie 
que  le  centre  de  gravité  d'un  système  isolé  se  meut  en  ligne  droite; 
mais,  s  il  n'y  a  plus  de  masse  constante,  il  n'y  a  plus  de  centre  de 
gravité,  on  ne  sait  même  plus  ce  que  c'est.  C'est  pourquoi  j'ai  dit 
plus  haut  que  les  ex[)ériences  sur  les  rayons  cathodiques  avaient 
paru  justifier  les  doutes  de  Lorentz  au  sujet  du  principe  de  \e\vton. 

De  tous  ces  lésultals,  s'ils  se  confirmaient,  sortirait  une  méca- 
nique eiitièrenient  nouvelle  qui  serait  surtout  caractérisée  par  ce 
fait  fpiaucune  vitesse  ne  pourrait  dépasser  celle  de  la  lumière  ('  ), 
pas   plus  (piaucune   température  ne  peut  tomber  au-dessous  du 


(')  Car  les  corps  opposeraient  une  inertie  croissante  aux  causes  qui  tendraient 
à  accélérer  leur  mouvement;  et  celte  inertie  devion(lr;iit  infinie  quand  on  appro- 
cherait de  la  vitesse  de  la  lumière. 
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zéro  absolu.  Pour  un  observateur,  entraîné  lui-même  dans  une 
translation  dont  il  ne  se  doute  pas,  aucune  vitesse  apparente  ne 
pourrait  non  plus  dépasser  celle  de  la  lumière;  et  ce  serait  là  une 
contradiction,  si  l'on  ne  se  rappelait  que  cet  observateur  ne  se 
servirait  pas  des  mêmes  horloges  qu'un  observateur  fixe,  mais  bien 
d'horloges  marquant  le  «  temps  local  ». 

Nous  voici  alors  en  (ace  d'une  question  que  je  me  borne  à  poser. 
S'il  n'y  a  plus  de  masse,  que  devient  la  loi  de  Newton? 

La  masse  a  deux  aspects  :  c'est  à  la  fois  un  coefficient  d'inertie 
et  une  masse  attirante  entranl  comme  facteur  dans  l'attraction 
newtonienne.  Si  le  coefficient  d'inertie  n'est  pas  constant,  la  masse 
attirante  pourra-t-elle  l'être?  Voilà  la  qiîestion. 

Du  moins  le  principe  de  la  consetvation  de  l'énergie  nous  res- 
tait encore  et  celui-là  paraissait  plus  solide.  Vous  ra|)pellerai-je 
comment  il  fut  à  son  tour  jeté  en  discrédit?  L'événement  a  fait 
plus  de  bruit  que  les  précédents  et  il  est  dans  toutes  les  mémoires. 
Dès  les  premiers  travaux  de  Becquerel  et  surtout  quand  les  Curie 
eurent  découvert  le  radium,  on  vit  que  tout  corps  radioactif  était 
une  source  inépuisable  de  radiation.  Son  activité  semhiait  subsister 
sans  altération  à  travers  les  mois  et  les  années.  C'était  déjà  là  une 
entorse  aux  principes;  ces  radiations,  c'était  en  effet  de  1  énergie, 
et  de  ce  même  morceau  de  radium,  il  en  sortait  et  il  en  sortait 
toujours.  Mais  ces  quantités  d'énergie  étaient  trop  faibles  pour 
être  mesurées;  du  moins  on  le  croyait  et  l'on  ne  s'en  inquiétait 
pas  trop. 

La  scène  changea  quand  Curie  s'avisa  de  mettre  le  radium  dans 
un  calorimètre;  on  vit  alors  que  la  quantité  de  chaleur  incessam- 
ment créée  était  très  notable. 

Les  explications  proposées  furent  nombreuses;  mais  en  pareille 
matière  on  ne  peut  pas  dire  qu'abondance  de  biens  ne  nuit  pas; 
tant  que  l'une  d'elles  n'aura  pas  triomphé  des  autres,  nous  ne 
pourrons  pas  être  surs  (praucune  d'entre  elles  soit  bonne.  Depuis 
quelque  temps  toutefois,  une  de  ces  explications  semble  prendre  le 
<lessus  et  l'on  peut  raisonnablement  espérer  que  nous  tenons  la 
clef  du  m  vslère. 

Sir  W.  Piamsay  a  cherché  à  montrer  que  le  radium  se  trans- 
forme, qu'il  renferme  une  provision  d'énergie  énorme,  mais  non 
inépuisable.    La   transformation   du    radium    produirait   alors    un 
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million  de  fois  plus  de  chaleur  que  toutes  les  transformations 
connues;  le  radium  s'épuiserait  en  i25o  ans;  c'est  bien  court, 
mais  vous  voyez  que  nous  souimes  du  moins  certains  d  être  fixés 
sur  ce  point  d'ici  quelques  centaines  d'années.  En  attendant  nos 
doutes  subsistent. 

Au  milieu  de  tant  de  ruines,  que  resle-t-il  debout?  Le  princi|)e 
de  moindre  action  est  intact  jusqu'ici,  et  Larmor  paraît  croire  qu  il 
survivra  longtemps  aux  autres:  il  est  en  efll'et  plus  vague  et  |)lus 
général  encore. 

En  présence  de  celte  débâcle  générale  des  principes,  quelle  atti- 
tude va  prendre  la  Physique  mathématique?  Et  d'abord,  avant  de 
trop  s'émouvoir,  il  convient  de  se  demander  si  tout  cela  est  bien 
vrai.  Toutes  ces  dérogations  aux  princi|)es,  on  ne  les  rencontre 
que  dans  les  infiniment  petits:  \\  faut  le  microscope  pour  voir  le 
mouvement  brownien;  les  électrons  sont  bien  légers:  le  radium 
est  bien  rare  et  l'on  n'en  a  jamais  que  (pielques  milligrammes  à  la 
fois;  et  alors  on  peut  se  demander  si,  à  côté  de  l'infiniment  petit 
qu'on  a  vu,  il  n'y  avait  pas  un  autre  infiniment  petit  qu  on  ne 
voyait  pas  et  qui  faisait  contre-|)oids  au  premier. 

Il  y  a  donc  là  une  question  préjudicielle,  et  à  ce  qu'il  semble 
l'exjîérience  seule  peut  la  résoudre.  Nous  n'aurions  donc  qu'à 
passer  la  main  aux  expérimentateurs  et,  en  attendant  qu'ils  aient 
tranché  définitivement  le  débat,  à  ne  pas  nous  préoccuper  de  ces 
inquiétants  proldémes,  et  à  continuer  tranquillement  noire  œuvre 
comme  si  les  principes  étaient  encore  incontestés.  Certes  nous 
avons  beaucoup  à  faire  sans  sortir  du  domaine  où  l'on  peut  les 
appliquer  en  toute  sûreté:  nous  avons  de  quoi  employer  noire 
activité  pendant  cette  période  de  doutes. 

Et  pourtant  ces  doutes,  esl-il  bien  vrai  que  nous  ne  puissions 
riet)  faire  pour  en  débarrasser  la  Science?  11  faut  bien  le  dire,  ce 
n'est  pas  seulement  la  physique  expérimentale  qui  lésa  fait  naître, 
la  physique  mathématique  v  a  bien  contribué  poursa  part.  Ce  sont 
les  expérimentateurs  (pii  ont  vu  le  radium  dégager  de  l'énergie, 
mais  ce  sont  les  théoriciens  qui  ont  mis  en  évidence  toutes  les  dif- 
ficultés soulevées  par  la  propagation  de  la  lumière  à  travers  un 
milieu  en  mouvement  ;  sans  eux  il  est  probable  cju'on  ne  s'en  serait 
pas  avisé.  Eh  bien,  alors,  s'ils  ont  fait  de  leur  mieux  pour  nous  mettre 
dans  l'cinbarras,  il  convient  aussi   cpiils   nous  aident   à  en  sortir. 
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11  faut  qu'ils  soumettent  a  la  critique  toutes  ces  vues  nouvelles 
que  je  viens  d'esquisser  devant  vous,  et  qu'ils  n'abandonnent  les 
principes  (piaprès  avoir  tait  un  eOorl  lovai  pour  les  sauver.  Que 
peuvent-ils  faire  dans  ce  sens?  C'est  ce  que  je  vais  chercher  à 
expliquer. 

Parmi  les  problèmes  les  plus  intéressants  de  la  Phvsique  malhé- 
matique,  il  convient  de  faire  une  place  à  part  à  ceux  qui  se  rap- 
portent à  la   théorie  cinétique  des  gaz. 

On  a  déjà  beaucouj)  fait  pour  les  résoudre,  mais  11  reste  encore 
beaucoup  à  faire.  Cette  théorie  est  un  éternel  paradoxe.  Nous 
avons  la  réversibilité  dans  les  prémisses  et  l'irréversibilité  dans  les 
conclusions;  et  entre  les  deux  un  abime;  les  considérations  statis- 
tiques, la  loi  des  grands  nombres  suffisent-elles  pour  le  combler? 
Bien  des  points  restent  encore  obscurs  sur  lesquels  il  faudra  reve- 
nir et  sans  doute  à  plusieurs  reprises.  En  les  éclaircissant  on  com- 
prendra mieux  le  sens  du  principe  de  Carnot,  et  sa  place  dans 
l'ensemble  de  la  IJvnamique.  et  l'on  sera  mieux  armé  pour  inter- 
préter convenablement  la  curieuse  expérience  de  Gouy  dont  je 
parlais  plus  haut. 

Ne  devrions-nous  pas  aussi  nous  efTorcer  d'obtenir  une  théorie 
plus  satisfaisante  de  l'électrodynamique  «les  corps  en  mouvement? 
C/esl  là  surtout,  je  l'ai  suffisamment  montré  plus  haut,  que  le-; 
difficultés  s'accumulent;  on  a  beau  entasser  les  hvpothèses,  on  ne 
peut  salisfaire  à  lous  les  principes  à  la  fois;  on  n'a  pu  réussir  jus- 
qu'ici à  sauvegarder  les  uns  qu'à  la  condition  de  sacrifier  les 
autres;  mais  tout  espoir  d'obtenir  de  meilleurs  résultais  n'est  pas 
encore  perdu.  Prenons  donc  la  théorie  de  Lorentz,  retournons-la 
dans  tous  les  sens:  modifions-la  peu  à  peu,  et  tout  s'arrangera 
peut-être. 

Ainsi,  au  lieu  de  supposer  que  les  corps  <n  mouvement  subissent 
une  contraction  dans  le  sens  du  moiivcmcnt  et  que  celle  contraction 
est  la  même  (juelles  qu(.'  soient  la  nature  de  ces  corps  et  les  forces 
auxquelles  ils  sont  d'ailleurs  soumis,  ne  pouirail-on  pas  faire  une 
hypothèse  plus  simple  et  j)hi^  Malurelle?  On  pouiiail  imaginer, 
par  exemple,  (jue  c'est  l'éthei-  qui  se  modifie  quand  il  se  trouve  en 
mouvement  relalif  par  rapport  au  milieu  matériel  qui  le  pénètre, 
que,  quand  il  est  ainsi  modifie  il  ne  trar)smet  plus  les  perturba- 
tions avec  la  même  vitesse  dans  tous  les  sens.  Il  transinellrail  plus 
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rapidement  celles  qui  se  propagcraieni  parallèlement  au  mouve- 
ment au  milieu,  soit  clans  le  même  sens,  soil  en  seus  contraire,  et 
moins  rapidement  celles  qui  se  propageraient  perpendicnlaire- 
menl.  Les  surfaces  d'onde  ne  seraient  plus  des  sphères,  mais  des 
ellipsoïdes  et  l'on  pourrait  se  passer  de  cette  extraordinaire  con- 
traction de  tous  les  corps. 

Je  ne  cite  cela  qu'à  litre  d'exemple,  car  les  modifications  que 
l'on  pouirait  essayer  seraient  évidemment  susceptibles  de  varier  à 
linfinj. 

Il  est  possible  aussi  que  l'Astronomie  nous  fournisse  un  jour 
des  données  sur  ce  point:  c'est  elle,  en  somme,  qui  a  soulevé  la 
question  en  nous  faisant  connaître  le  phénomène  de  l'aberration  de 
la  lumière.  Si  l'on  fait  brutalement  la  théorie  de  l'aberration,  on 
arrive  à  un  résultat  bien  curieux.  Les  positions  apparentes  des 
étoiles  diffèrent  de  leurs  positions  réelles,  à  cause  du  mouvement 
de  la  Terre  el,  comme  ce  mouvement  esl  variable,  ces  positions 
a|)parentes  varient.  La  position  réelle  nous  ne  pouvons  la  con- 
naître, mais  nous  pouvons  observer  les  variations  de  la  position 
apparenle.  Les  observations  de  l'aberration  nous  montrent  donc 
non  le  mouvement  de  la  Terre,  mais  les  variations  de  ce  mouve- 
ment ;  elles  ne  peuvent  par  conséquent  nous  renseigner  sur  le 
mouvement  absolu  de  la  Terre. 

C'est  du  moins  ce  qui  est  vrai  pu  première  approximation,  mais 
il  n'en  serait  plus  de  même  si  l'on  pouvait  apprécier  les  millièmes 
de  seconde.  On  verrait  alors  que  l'amplitude  de  l'oscillation  dépend 
non  seulement  de  la  variation  du  mouvement,  variation  (jui  est  bien 
connue,  puisque  c'est  le  mouvement  de  notre  globe  sur  son  orbite 
elliptique,  mais  de  la  valeur  moyenne  de  ce  mouvement,  de  sorte 
que  la  constante  de  l'aberration  ne  serait  pas  tout  à  fait  la  même 
pour  toutes  les  Etoiles,  et  que  les  difl'ércnces  nous  feraient  con- 
naître le  mouvement  absolu  de  la  Terre  dans  l'espace. 

Ce  serait  là,  sous  une  autre  forme,  la  ruine  du  principe  de  la 
relativité.  J\ous  sommes  loin,  il  est  vrai,  d'apprécier  le  millième  de 
seconde,  mais  après  tout,  disent  quelques  personnes,  la  vitesse 
absolue  totale  de  la  Terre  esl  peut-être  beaucoup  plus  grande  que 
sa  vitesse  relative  par  rapport  au  Soleil;  si  elle  était,  par  exem|>le, 
de  Soo*""  par  seconde  au  lieu  de  So""",  cela  sulfiraii  pour  que  le 
phénomène  devînt  observable. 
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Je  crois  qu'en  raisonnant  ainsi  on  admet  une  théorie  trop  sim- 
pliste de  l'aberration;  Miclielson  nous  a  montré,  je  vous  l'ai  dit, 
que  les  procédés  physiques  sont  impuissants  à  mettre  en  évidence 
le  mouvement  absolu;  je  suis  persuadé  qu'il  en  sera  de  même  des 
procédés  astronomiques  quelque  loin  que  l'on  pousse  la  préci- 
sion. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  données  que  l'Astronomie  nous  Iburniia 
dans  ce  sens  seront  un  jour  précieuses  pour  le  physicien.  Eu  atten- 
dant, je  crois  que  les  théoriciens,  se  rappelant  l'expérience  de 
Michelson,  peuvent  escompter  un  résultat  négatif,  et  qu'ils  feraient 
œuvre  utile  en  construisant  une  théorie  de  l'aberration  qui  en 
rendrait  compte  d'avance. 

Mais  revenons  sur  la  Terre;  là  aussi  nous  pouvons  aider  les 
expérimentateurs.  Nous  pouvons,  par  exemple,  préparer  le  terrain 
en  étudiant  à  fond  la  dvnamicpie  des  électrons;  non  pas,  bien 
entendu,  en  parlant  d'une  hypothèse  unique,  mais  en  multipliant 
les  hypothèses  autant  que  possible;  ce  sera  ensuite  aux  physiciens 
à  utiliser  notre  travail  pour  chercher  l'expérience  cruciale  qui  doit 
décider  entre  elles. 

Cette  dynamique  des  électrons  peut  être  abordée  par  bien  des 
côtés;  mais,  parmi  les  chemins  qui  y  conduisent,  il  y  en  a  un  qui  a 
été  quelque  peu  négligé,  et  c'est  pourtant  un  de  ceux  qui  nous  pro- 
mettent le  |jlus  de  sur[)rises.  Ce  sont  les  mouvements  des  électrons 
qui  produisent  les  raies  des  spectres  d'«Miiission  ;  ce  qui  le  prouve, 
c'est  le  phénomène  de  Zeemann;  dans  un  corps  incandescent,  ce 
qui  vibre  est  sensible  à  l'aimant,  donc  électrisé.  C'est  là  un  pre- 
mier point  très  important,  mais  on  n'est  pas  entré  plus  avant; 
pourquoi  les  raies  du  spectre  sont-elles  distribuées  d'après  une  loi 
régulière?  Ces  lois  ont  été  étudiées  par  les  expérimentateurs  dans 
leurs  moindres  détails;  elles  sont  très  précises  et  relativement 
simples.  La  piemière  étude  de  ces  di>;tributions  fait  songer  aux 
harmonif|ues  que  l'on  rencontre  en  Acoiisticpie:  mais  la  différence 
est  grande;  non  seulement  les  nombres  de  vibrations  ne  sont  pas 
les  multiples  siiccessils  d'un  même  nombre;  mais  nous  ne  reti'ou- 
vons  même  rien  d'analogue  aux  racines  de  ces  équations  transcen- 
dantes auxquelles  nous  conduisent  tant  de  problèmes  de  Physique 
mathématique  :  celui  des  vibrations  d'un  corps  élastique  de  forme 
quelconque,  celui  des  oscillations  hertziennes  dans  un  excitateur 
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de  forme  quelconque,  le  probirme  de  Fourier  pour  le  refroidisse- 
ment d'un  corps  solide. 

Les  lois  sont  plus  simples,  mais  elles  sont  de  tout  autre  nature 
et,  pour  ne  citer  qu'une  de  ces  différences,  pour  les  harmoniques 
d'ordre  élevé  le  nombre  des  vibrations  tend  vers  une  limite  finie, 
au  lieu  de  croître  indéfiniment. 

De  cela  on  n'a  pas  encore  rendu  compte,  et  je  crois  que  c'est  là 
un  des  plus  importants  secrets  de  la  nature.  Lindemann  a  fait  urie 
louable  tentative,  mais  à  mon  avis  sans  succès;  cette  tentative,  il 
faudrait  la  renouveler.  Nous  pénétrerons  ainsi  pour  ainsi  dire  dans 
rintimité  de  la  matière.  Et,  au  point  de  vue  particulier  qui  nous 
occupe  aujourd'hui,  quand  nous  saurons  pourquoi  les  vibrations 
des  corps  incandescents  dillerent  ainsi  des  vibrations  élastiques 
ordinaires,  pourquoi  les  électrons  ne  se  comportent  pas  comme  la 
matière  qui  nous  est  familière,  nous  comprendrons  mieux  la  dvna- 
mique  des  électrons  et  il  nous  sera  peut-être  plus  facile  de  la 
concilier  avec  les  principes. 

Supposons  maintenant  que  tous  ces  efforts  échouent  et,  tout 
compte  fait,  je  ne  le  crois  pas;  que  faudra-t-il  faire?  Faudra-t-il 
chercher  à  raccommoder  les  principes  ébréchés,  en  donnant  ce  que 
nous  autres  Français  nous  appelons  un  coiqD  de  pouce?  Cela  est 
évidemment  toujours  possible  et  je  ne  retire  rien  de  ce  que  j'ai  dit 
autrelois.  N'avez-vous  pas  écrit,  pourriez-vous  me  dire  si  vous 
vouliez  me  chercher  (|uerelle,  n'avez-vous  pas  écrit  que  les  prin- 
cipes, quoique  d'orii;ine  expérimentale,  sont  maintenant  hors  des 
atteintes  de  l'expérience  parce  qu'ils  sont  devenus  des  conven- 
tions? Et  maintenant  vous  venez  nous  dire  que  les  conquêtes  les 
plus  récentes  de  l'expérience  mettent  ces  principes  en  danger. 

Et  bien,  j'avais  raison  autrefois  et  je  n'ai  pas  tort  aujourd'hui. 
J'avais  raison  autrefois  et  ce  qui  se  passe  m.nntenanl  en  est  une 
preuve  nouvelle,  l^'cnons,  par  exemple,  Texpérience  calorimé- 
trique de  Curie  sur  le  radium.  Est-il  possible  de  la  concilier  avec 
le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie?  On  l'a  tenté  de  bien 
des  manières;  mais  il  y  en  a  une  entre  autres  que  jo  voudrais  vous 
faire  remarquer;  ce  n'est  pas  l'explication  qui  tend  aujourd'hui  à 
prévaloir,  mais  c'est  une  de  celles  qui  ont  été  proposées.  On  a  sup- 
posé que  le  radium  n'était  qu'un  intermédiaire,  qu'il  ne  faisait 
qu'cmmaganiser  des  radiations  de  nature  inconnue  qui  sillonnaient 
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l'espace  dans  tous  les  sens,  en  Iraversanl  tous  les  corps,  sauf  le 
radium,  sans  être  altérées  par  ce  passage  et  sans  exercer  sur  eux 
aucune  action.  Le  radium  seul  leur  prendrait  un  peu  de  leur 
énergie  el  il  nous  la  rendrait  ensuite  sous  diverses  formes. 

Quelle  explication  avantageuse  et  combien  elle  est  commode! 
D'abord  elle  est  invérifiable  et  par  là  même  irréfutable.  Ensuite 
elle  peut  servir  pour  rendre  compte  de  n'importe  quelle  déroga- 
tion au  principe  de  Majer;  elle  répond  d'avauce  non  seulement  à 
l'objection  de  Curie,  mais  à  toutes  les  objections  que  les  expéri- 
mentateurs futurs  pourraient  accumuler.  Cette  énergie  nouvelle  et 
inconnue  pourra  servir  à  tout. 

C'est  bien  ce  que  j'avais  dit,  et  avec  cela  on  nous  montre  bien 
que  notre  principe  est  bors  des  atteintes  de  l'expérience. 

Et  après,  qu'avons-nous  gagné  à  ce  coup  de  pouce?  Le  principe 
est  intact,  mais  à  quoi  désormais  peut-il  servir?  Il  nous  permellait 
de  prévoir  que  dans  telle  ou  telle  circonstance  nous  pouvions 
compter  sur  telle  quantité  totale  d'énergie;  il  nous  limitait;  mais 
maintenant  qu'on  met  à  notie  disposition  cette  provision  indéfinie 
d'énergie  nouvelle,  nous  ne  sommes  plus  limités  par  rien;  et, 
comme  je  l'avais  écrit  aussi,  si  un  principe  cesse  d'être  fécond, 
l'expérience,  sans  le  contredire  directement,  l'aura  cependant  con- 
damné. 

Ce  nest  donc  pas  cela  qu'il  faudrait  faire;  nous  devrioriS  rebâtir 
à  neuf.  Si  l'on  était  acculé  à  cette  nécessité,  nous  pourrions  d'ail- 
leurs nous  en  consoler.  Jl  ne  Caudrait  pas  en  conclure  (|ue  la 
Science  ne  peut  faire  qu'un  travail  de  Pénélope,  qu'elle  ne  peut 
élever  que  des  constructions  éphémères  (|u'ellc  est  bientôt  forcée 
de  démolir  de  fond  en  comble  de  ses  propres  mains. 

Comme  je  vous  l'ai  dit,  nous  avons  déjà  passé  par  une  crise 
>>emblable.  Je  vous  ai  montré  que,  dans  la  seconde  Plivsique 
mathématique,  celle  des  principes,  on  retrouve  les  traces  de  la 
première,  celle  des  forces  centrales;  il  en  sera  encore  de  même  si 
nous  devons  en  connaître  une  troisième.  Tel  l'animal  qui  mue, 
.(jui  brise  sa  carapace  trop  étroite  et  s'en  fait  une  plus  jeune;  sous 
son  enveloppe  nouvelle,  on  reconnaîtra  aisément  les  traits  essen- 
tiels de  l'organisme  qui  ont  subsisté. 

Dans  quel  sens  allons-nous  nous  étendre,  nous  ne  pouvons  le 
prévoir;  peut-être  est-ce  la  théorie  cinétique  des  gaz  qui  va  piendre 
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du  dévelo|)peiTient  et  servir  de  modèle  aux  autres.  Alors  les  faits 
qui  d'abord  nous  apparaissaient  comme  simples  ne  seraient  plus 
que  les  résultantes  d'un  très  grand  nombre  de  faits  élémentaires 
que  les  lois  seules  du  basard  feraient  concourir  à  un  même  but. 
La  loi  physique  alors  prendrait  un  aspect  entièrement  nouveau;  ce 
ne  serait  plus  seulement  une  équation  difîereutielle,  elle  prendrait 
le  caractère  d'une  loi  statistique. 

Peut-être  aussi  devons-nous  construire  toute  une  Mécanique 
nouvelle  que  nous  ne  faisons  qu'entrevoir,  où,  1  inertie  croissant 
avec  la  vitesse,  la  vitesse  de  la  lumière  deviendrait  une  limite 
infranchissable.  La  Mécanique  vulgaire,  plus  simple,  resterait  une 
première  approximation  puisqu'elle  serait  vraie  pour  les  vitesses 
qui  ne  seraient  pas  très  grandes,  de  sorte  qu'on  retrouverait  encore 
l'ancienne  Dynamique  sous  la  nouvelle.  Nous  n'aurions  pas  à 
regretter  d'avoir  cru  aux  principes,  et  même,  comme  les  vitesses 
trop  grandes  pour  les  anciennes  formules  ne  seraient  jamais  qu'ex- 
ceptionnelles, le  plus  sûr  dans  la  pratique  serait  encore  de  faire 
comme  si  l'on  continuait  à  v  croire.  Ils  sont  si  utiles  qu'il  faudrait 
leur  conserver  une  place.  Vouloir  les  exclure  tout  à  fait,  ce  serait 
se  priver  d  une  arme  |)récieuse.  Je  me  hâte  de  dire,  pour  terminer, 
que  nous  n'en  sommes  pas  là  et  que  rien  ne  prouve  encore  qu'ils 
ne  sortiront  pas  de  la  lutte  victorieux  et  intacts. 
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ERRATA. 


Niunéro  de  janvier,  page  01.  note  :  au  lieu  de  le  système  \'.  lire  le  système  11; 
page  34,  ligne  4,  au  lieu  de 

(B-h  i)"—  B"=  .), 

lire 

(B-h  i)"  — B"=  /j. 
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<)■?..    d 

"ô  i  "^  "03 
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dx        dy  _  dz 

u      ~      V  IV 
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r,  SECONDE   rARTiK. 

CdïncidciU  avec  les  lignes  vorlicales 

dx  _  cl y  __  dz 
1^  ~    q    "    r  ' 

c'esl-à-dirc  le  cas  où  l'on  a 


Kn  laissant  de  côlé  le  cas  où 


dx  ()v  àz 


dans  lequel  il  n"}'  a  pas,  à  proprement  parler,  de  lignes  verticales,  il  trouve 
que  le  fait  mentionné  a  lieu  dans  un  mouvement  d'un  fluide  incompressible  où 
chaque  molécule  fluide  se  meut  parallèlement  au  plan  des  x^y,  et  où  l'on  pose 

d-o  (H 

11=^-,  t'  =      ■    ,  iv  —  o, 

ax  (ly 

la  fonction  9  satisfaisant  à  l'équation 

Il  prend 

2-f  =  Fe'Z—  Fi^-'Z, 

F  étant  une  fonction  arbitraire  de  x -+■  iy  et  de  /,  l",  sa  conjuguée,  et  Z  une 
fonction  réelle  de  z  et  de  t.  Ici  les  lignes  de  flux  (et  vorlicales)  sont  des 
droites. 

Il  y  a  une  autre  classe  de  solutions,  qui  convient  aussi  à  des  fluides  com- 
pressibles, et  dans  laquelle,  si  le  fluide  est  incompressible,  les  lignes  se  rédui- 
sent à  des  hélices.  Pour  ces  mouvements,  que  l'auteur  appelle  hélicoïdaux,  a 
lieu  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'il  y  a  un  potentiel  d'accélération,  on  ne  peut  avoir  de  niouicnicnt 
hélicoïdal  à  moins  qu'il  ne  soit  aussi  stationnaire. 

Celolia  (G.).  — [L  ].  Sur  l'éclipsc  parlicllc  de  Lune  du  \~  jan- 
vier i88().  (  i3o-i3i). 

Movcva  (G.).  —  [D;U>|.   Sur  l'inlégralc  de  Caucliy.   (i()i-îîoo). 

Cclorid   {G.).    —    [U].    Nouvelle   détenninalion    de    l'orbite    de 
l'étoile  double  *'  Coronœ  borcalis  ï  i!)<)7-  (2 '24-238). 

Jon/ii  (.i .).  --  ['VH/)^.  Poulres  ri-liculaires  reeliiignes  de  résis- 
lanee  unifonue.  (  2.j5-u6()). 
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Soniigliana  {€.).   —  [C4r/].   Sur  les  paramètres  clifTérenliaux. 

(275-288). 

Nouveau  procès  pour  former  les  pai'amèlrcs  clifTérentiaux,  et  démontrer  l'in- 
variabilité de  ceux  du  premier  ordre.  Nouvelle  définition  de  la  courbure 
moyenne  d'une  surface  (de  n  —  i  dimensions  dans  un  espace  de  «  dimensions), 
indépendamment  de  la  notion  de  rayons  de  courbure. 

Ascoli  (G.).  —  [D  \d].  Sur  les  fonctions  à  deux  variables  réelles, 
croissant  ou  décroissant  dans  le  sens  positif  de  chacun  des  axes 
dans  une  portion  de  plan  à  distance  finie.  (3 1  7-335,  438-44^, 
686-726). 

Ces  fonctions  sont  étudiées  principalement  au  point  de  vue  de  leurs  maxima 
et  ininima. 

Un  compte  rendu  de  ce  travail  est  donné  par  l'auteur  même  dans  ce  Tome 
des  Rendiconti,  p.  So^-Sifi. 

Casorati  (F.).  —  [Oo/>].  Nouvelle  mesure  de  la  courbure  des 
surfaces.  (335-3/16). 

L'auteur  propose  la  mesure  suivante.  On  décrit  sur  la  surface  donnée  un 
cercle  siéodésifiue  a^ant  son  centre  au  point  O  de  la  surface;  sur  chaque 
rayon  OP  de  ce  cercle,  on  prend  OQ  proportionnel  à  l'angle  que  la  normale 
en  P  fait  avec  la  normale  en  0  :  on  a  ainsi  une  image  du  cercle;  le  rapport  C 
de  l'aire  de  cette  image  à  l'aire  du  cercle  est  la  quantité  ijue  Tauleur  appelle 
courbure  de  la  surface  en  O,  et  l'on  a 


^=Ki^"i^> 


H|.  R.,  étant  les  rayons  de  courbure  principale. 

Celte  Note  se  trouve  reproduite  avec  des  corrections  dans  le  Tome  \IV  des 
-Ic^a  mat/ieniatica. 

Aschieri  (/'•)•  —  [^^'  ^  '^^-  '^''^"  ^^^  homographies  sur  une  conique 
et  sur  leurs  systèmes  linéaires.  (4^4"4'''8,  484"496,  558-565, 
624-6^6). 

lJelt)-amL{E.).  —  [T2c/].  Sur  le  |)rincipe  de  Hujgcns.  (4^8-438). 
On  pose 

'    Ou        r  t)u        ai-  ()t    ()u 
•f  étant  une  fonction  de  x.  _r,  ^  et  /  qui  satisfait  à  l'équation 

ai- 


SECONDE  PAIITIE. 

et  a  étant   la   vitesse   de    propagation  d'un   mouvement  vil)iatoire.   Kircliliuir 
{Leçons  de  Mécanique,  t.  WIII)  a  rlonné  la  formule 


5w     /•         /•  L^Jw  J 


la  dérivation  5  étant  prise  n'aj'ant  égard  qu'à  la  variabilité  de  /•,  et  les  cro- 
chets ri   indiquant  que  l'on  doit  substituer  l au  lieu  de  t.  Cette  formule, 

^  a 

qui  est  une  traduction  analeptique  du  principe  de  Hujgens  pour  les  milieux  iso- 
tropes, est  ici  établie  en  prenant  pour  point  de  départ  le  théorème  de  Green, 
et  de  manière  à  ne  pas  donner  lieu  à  une  objection  élevée  contre  la  démon- 
stration de  Kirchholl'  par  Al.  Maggi  {Annali  di  Matematica.  t.  XVI),  qui  a 
aussi  donné  de  cette  formule  une  autre  démonstration. 

Bardelli  {G.).  —  [R2^,  c].  Barycentres  et  moments  d'inertie  de 
surfaces  et  de  solides  de  rotation.  (4()7-5o9). 

Pincherle  (S.).  —  [D2/].  Sur  une  extension  de  l'algorillime 
des  fractions  continues.  (o5j-.")58). 

Succession  de  fonctions  déduite  de  deux  fonctions  données  par  une  relation 
récurrente  à  quatre  ternies. 

Ferrini  {R.).  —  [R9û?].  Esquisse  sur  le  calcul  de  la  spirale  de 
compensation  pour  une  dyname  à  potentiel  constant.  (SGS-oj.)). 

Maggi  {G.-A.).  —  [R5r/].  Sur  les  principes  de  la  théorie  de  la 
ibnclion  potentielle.  (G47-65-). 


Etant 


>)- 


où  h=.A{a,  b,  c)  est  la  densité  en  {a,  b.  c), 

r  =  \'(j:  —  a )-  +  (y  -  by-i- {z  —  cy-. 

et  1  intégration  est  étendue  à  un  espace  dont  le  point  (x,  y.  z)  est  enlevé  par 
un  petit  espace  ayant  ce  point  dans  son  intérieur,  on  pose 

(2)  L=  fL^,        V=    /  /.'^d., 

J      >•  J         Ox 

en  entendant  (rindi<|iier  avec  ces  expressions  les  liniiles  des  (i).  prises  en  fai- 
sant tendre  à  /ém   le   pelii  espace  qui   renfertne   li-   puint   (.r.j)-,  c).   L'auteur 
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iléinoiili-c  qui;,  coiniiic  on  a 

on  a  aussi 

~  lix' 

puis  il  fait  la  rcchcrclie  analogue  pour  les  dérivées  secondes,  en  relronvanl  1rs 
furnuiles  données  par  M.  Morera  dans  ces  liendiconli,  t.  XX. 
Voir  un  appendice  à  cette  Note  dans  le  Tome  XXIV,  page  -ion. 

Bcffi/ii  (E.).  —  [1*6].  Déduction  des  transformations  planes 
doubles  des  tvpes  fondamentanx  des  transformations  involii- 
lives.  (771-778)- 

Mdggi  (G. -A.).  —  [Roc].  Sur  la  llicoric  des  doidjles  couches 
agenles.  (785-796). 

Élude  de  rinlégraie 

que  l'auteur,  au   moyen  du  lliéorcme  de  Stokcs,  réduit  à  la   forme 

■0SC3  f/0. 


/ 


.isco/i  (G.).  —  [Dlr/].  Index  très  détaille''  de  ce  f|iii  est  conlenii 
dans  mon  Mémoire  :  «  Sur  les  fonctions  de  deux  variai>l('s 
réelles,  qui  sont  toujours  croissantes  ou  décroissantes  dans  le 
sens  positif  de  chacun  des  axes  dans  une  portion  de  plan  à 
distance  finie  ».  (8o4-8i6). 

C'est  le  .A'.émoirc  inséi(';  dans  ce  Tome.  ]>.  ji-. 


Tome  XXIll  :  iSyo. 

Ucrznlari  ( L.).  —  [M-'Gi'/].  Sur  la  couibe  j^^auchc  rationnelle  du 
.\''  ordre.  (  ()()-K)()  ). 

On  appelle  liyperlioloïde  correspotulanl  à  un  point  donné  de  la  courbe  Cl, 
du  4'  ordre  et  de  2«  espèce,  celui  qui  <'st  détermini-  par  les  tangentes  île  la  courlic 
aux  trois  points  dont  les  plans  osculateurs  passent  par  le  point  donné.  L'auteui- 
étudie  le  système  de  ces  liyperlioloïdcs  cl  une  correspondance  (ou  système 
syinélri(|ue)  du  1'  degré,  (|tie  l'on  obliciil  entre  les  points  de  C^. 


lo  SECONDIi:    PAKTIE. 

Scliiaparellt  {G.-}.).  —  [U].  Considérations  sur  le  mouvemenl 
de  rotation  de  la  planète  Vénus  (i4f)-ifio),  Note  II  (i(j4-2o8), 
Note  JIT  (•^>.5;-27o),  Note  IV  (383-394),  Note  V  (420-439), 
I  planche. 

La  rotation  se  f;iil  en  22/1,7  jours,  temps  égal  à  celui  de  la  rcvolulion  sidé- 
rale de  la  planète. 

Bertini  {E-)-  —  [ÎM'  I  ^]-  Sur  le  nombre  des  points  de  diramation 
d'une  singularité  quelconque  d'une  courbe  plane  algébrique. 

(3o;-3m). 

Ce  travail  se  rallaclie  à  celui  que  l'auteur  a  publié  dans  le  Tome  XXI  de  ces 
liendiconti,  p.  32(5,  et  a  pour  but  de  montrer  que  la  définition  que  l'aulcur  y 
a  donnée  de  nombre  de  points  de  diramation,  diderente  de  celle  de  Nœtlicr, 
conduit  pourtant  au  même  résultat. 

Ascliieri  {F.).  —  [Pl/>].  Sur  les  homographies  de  deuxième 
espèce.  (3  12-319). 

Pincherle  (S.).  —  [D2<?a].  Sur  la  représentation  approchée 
d'une  fonction  par  des  irrationnels  quadratiques.  ( 373-3 jf)). 

Application  de  l'algorithme  donné  par  l'auteur  dans  le  Tome  XXII,  p.  535, 
à  la  représentation  d'une  fonction  par 

P  +  V/Q 


P,  Q,  R  étant  des  polynômes  rationnels  entiers  en  x;  et  cela  de  la  manière  la 
plus  approchée  pour  des  degrés  donnés  de  ces  pol3^nomcs. 

Ferrini  {R.).  —  [RDf/].  Sur  les  djnanics  à  compensation.  (663- 
6;5). 

Sayiio  (A.).  —  [Tir/].  Le  coefficient  moven  de  dilatation  ther- 
mique linéaire,  entre  deux  limites  de  température  o"  et  /",  d'un 
corps  solide  homogène  et  isotrope,  est  inversement  propor- 
tionnel à  la  différence  entre  la  température  de  fusion  T  et  la 
température  t.  (787-807),  Note  II  (85i-8()2). 

Loria  {G.).  —  L^*^'^']-  '^"''  ''^  classification  des  traiisformalions 
rationnelles  de  l'espace,  eu  [)articulicr  sur  celles  de  genre  zéro. 

(S2i-834). 
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Les  transformations  rationnelles  dont  les  systèmes  liomaloï(lii[iics  sont  l'ornii's 
par  des  surfaces  à  sections  pianos  rationnelles,  sont  celles  : 

1°  Où  l'un  des  deux  systèmes  est  de  quadriqucs  et  {"autre  de  surfaces  de 
Steiner; 

2°  Où  les  deux  systèmes  sont  des  surfaces  de  Steiner; 

3"  Où  l'un  des  systèmes  est  de  surfaces  réglées  de  degré  \x  à  directrice 
(a  — i)-uple,  et  l'autre  de  surfaces  réglées  de  degré  v  à  directrice  (v  —  i)-uple. 

PadoKO  {Pl.).  —  [06^,  rel.  Oo/a].  Sur  un  ihéorcme  de  Géo- 
mélrie  clIfFérenlielle.  (84o-844)- 

Démonstration  du  tliéorème  de  BcUrami   {Annali  di  Malernatica.   t.   \'II, 

i86(i)  : 

Les  surfaces  à  courbure  constante  sont  les  seules  sur  lesquelles  les  gcocle- 
sigues  puissent  être  représentées  par  des  équations  linéaires  entre  les  coor- 
données. 

Somii;li(//u(  [C .).  —  [T2c/].  Formules  générales  jiour  la  repré- 
sentation d'un  champ  de  forces  par  des  forces  élastiques.  (8-4- 
882). 

L'auteur  déteriuinc,  pour  un  milieu  élaslirpic  isotrope  onvaliissant  tout  l'es- 
pace, une  déformation  telle  que  les  forces  élastiques  qui  en  sont  engeiulrécs 
soient  identiques  à  celles  (jue  l'on  suppose  données. 


Tome  XXIV  ;  iSfji. 

I\J<i^iJ^t  {G.-A.).  —  [RSr/].  Sur  la  théorie  de  la  fonction  poten- 
tielle de  surface.  (8^-98,  2>,o-;>.3  i). 

Complément  aux  Notes  du  même  auteur  :  Sui  prinri/ii  délia  ieoria  délia 
funzione  potenziale  (Tome  XXII,  p.  647)  et  Sulla  teoria  dei  doppi  strati 
af;enti  (t.  XXIl,  p.  783).  Propriétés  de  la  fonctiot»  et  de  sa  dérivée  dans  le 
champ  représenté  par  l'agent  et  dans  la  proximité  de  ce  cliaui|).  (  Voir  les  cor- 
rections à  la  page  960). 

Ccsàro  {E .).  —  [-12].  Sur  les  règles  du  calcul  des  densités  et  sur 
quelques-unes  de  leurs  applications.  (  loi-i  12). 

Lorsqu'on  peut  délinir  une  fonction  '^{x)  telle  (|uc  'i{x)dx  représente  la 
probaiiilité  qu'une  (juantité  variable  dans  un  champ  réel  tomlic  entre  x  et 
X -{- dx^i  on  appelle  o{x)  la  densité  du  champ  en  x.  Dans  une  question  de 
probabilité,  on  a  des  quantités  arbitraires  et  d'autres  qui  sont  li(>es  à  celles-ci, 
et  dont  les  champs  ont  des  densités  que  Ton  peut  déduire  de  celles  des  champs 
des  premières  par  des  règles  que  l'auteur  appelle  calcul  des  densités.  L'intro- 
duction de  cet  élément  nouveau,  la  densité,  tians  les  (|ueslions  de  probal)ililc 


12  siîCONDK  l'Airni':, 

«111  le  iioinlirc  (les  clianccs  est  infini,  donne  le  moyen  de  Irailer  avec  sùrelé  des 
cas  i|iii  senii)laient  érhapper  au  calcul,  el  présenter,  suivant  la  manière  de  les 
envisaj;er,  des  conséquences  contradictoires. 

Castelnuù\o  (G.).  —  [M-8^].  Sur  la  géométrie  sur  une  surface 
algébrique.  Noie  I  (127-1');),  Noie  II  (3o7-3i8). 

L"auleur  étudie  les  surfaces  contenant  un  système  x'  de  courbes  algébriques 
tel  que  par  tout  point  de  la  surface  passe  une  et  une  seule  courbe  du  système 
(faisceau  de  courbes).  Si,  sur  une  surface  F  d'ordre  n  et  de  genre  >  o.  il  y  a 
un  faisceau  de  courbes,  toute  courbe  du  faisceau  est  coupée  en  une  série  spé- 
ciale par  les  surfaces  d'ordre  ?i  —  4  adjointes  de  F.  Les  surfaces  ayant  un  fais- 
ceau non  rationnel  de  courbes  conduisent  à  des  exemples  de  surfaces  pour 
lesquelles  le  genre  numérique  ne  coïncide  pas  avec  le  genre  géométrique. 

Dans  la  Note  II,  il  démontre  que  pour  une  surface  de  genre  p  {F/àc/ien- 
geschleclit)  le  Cun'engeschlecht  />('),  c'est-à-dire  le  genre  des  intersections  avec 
les  surfaces  adjointes,  a  un  minimum  qui  est  donné  par 

pW  =3/)  —  G. 

Les  surfaces  pour  les(juelles  on  a  ce  minimum  ronliennent  un  faisceau 
rationnel  de  courbes  de  genre  3.  et  peuvent  se  représcnier  sur  des  surfaces  de 
notre  espace  à  droite  multiple,  exception  faite  pour  les  cas  j>  =  '-\,  5,  7  que 
l'auteur  étudie  séparément.  Dans  cette  étude,  l'auteur  eniploie  quelques  résul- 
tats, qu'il  établit  d'abord,  relatifs  à  certaines  involulions  rationnelles  sur  une 
courbe  algébrique,  et  qui  sont  les  suivants  : 

Une  courbe  de  genre  3/"  contient  une  série  g'^^-i  aulorésiduelle  dans  les  cas 
siiivanls  : 

1°  Pour  /•  =  2,  une  courbe  plane  générale  du  5"  ordre; 

■2"  Pour  /'^a,  la  courbe  inleiscction  de  la  surface  réglée  d'ordre  /•  —  i  de 
l'espace  S^  avec  une  variété  du  4*  oriire  à  /•  —  i  dimensions  passant  par 
/•  —  3  rayons  de  la  surface; 

3°  Pour  /•  —  5,  il  y  a  aussi  l'intersection  d(>  la  surface  non  réglée  du  i'  ordre 
de  S:;  avec  une  variété  du  'i"  ordre  à  quatre  dimensions  jiassant  par  une  cunitiiie 
de  la  surface. 

Formcnù  (C).  —  [lll/>a].  ^louveuiont  dans  un  plan  d'une 
figiu'c  de  surface  conslanle  et  à  déformalions  affines  enlre  elles, 
dans  le  cas  qu'il  n'y  ait  jias  de  forces  motrices,  (sof-aia). 

j)Iof;i,>i  {G  .-.i .).  —  [Hoc/].  Aj^pendice  à  la  Aole  «  Sur  les  prin- 
cipes de  la  lliéorie  de  la  fonclion  potentielle  ».  (2.13-235). 

La  Note  est  dans  le  Tome  WII.   p.  G^-. 

.ischit'ii  [F.).  —  |lMc/,^].  Sur  les  liomogra[)liies  binaires  et 
ternaires.  (2-S-:>()0. 

Les    |iri)|>riclc>    dcmnéc-    jiar    lautcur    ^unl    relatives    aux    corrc^pondance^ 
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/^-aires  on  £;énéral.  Par  c\ciii|ili',  il  (loiimnlre  le  llK-oriiiu'  i;éiK-ral  de  linvolu- 
tion,  (-"pst-à-'-lirc  : 

Si  à  /i  —  i  points  P,,  déterminant  un  espace  S„^,  de  la  forme,  correxpon- 
denl  les  mêmes  jioints  dans  une  homographie  Q,  et  dans  son  inverse  ii-'',  la 
même  chose  a  lieu  pour  tous  les  autres  points  de  la  forme,  et  Q.  est  par 
cela  une  insolation. 

Suit  un  llioorèiue  analogue  pour  la  polarité,  et  quehpies  autres  propriétés 
relatives  aux  correspondances  permutables,  harmoniques,  conjuguées,  etc., 
déinontrt'-es  au  moyen  d'un  calcul  symLoli(iue. 

Pinchcrlc  {S.).  —  [^I-8/>].  Sur  certaines  surfaces  rationnelles 
c|uc  l'on  rencontre  en  des  questions  d'Analyse.  (354-357). 

A\anl   une  relatiiin  alf[él)ri(iu<- 

/(Z,  \V)=o 

ciUrc  deux  variables  complexes,  élevons  en  chaque  i)oint  Z,,  du  plan  (Z)  une 
perpendiculaire,  et  en  prenons  une  portion  égale  au  module  correspondant 
de  A\ .  On  a  ainsi  une  surface.  Lorsque  la  relation  e*t 

Z  =  ,-(W), 

/•  étant  une  fonction  ratioiinclfe,  la  surface  est  rationnelle.  Des  cas  particuliers 
de  ces  surfaces  se  présentent  dans  l'étude  des  fonctions  sphériques  et  d'auln-s 
fonctions.  Dans  ces  cas,  la  relation  est  de  la  forme 

^v«+'._z^Y"  +  l==o, 

et  la  ])Ius  simple  d'entre  elles  (/u  =  n  =  i)  est  du  huitième  ordre. 

Pour  une  étude  de  ces  surfaces  voir  ci-dessous  Montesano,  Sur  deux  sur- 
faces homaloïdiques,  etc.;  dans  ce  Tome  des  Bendiconti,  p.  889. 

Cesàro  (E.).  —  [TSir/].    Stir  le  calcid  de  la  dilatation  et  de   la 
rotation  dans  les  milieux  élastiques.  (45(j-4<>(>). 

Rdjita  {M.).  —  [U].  Sur  la  méthode  graphique  dans   le  calcul 
des  éclipses  solaires.  (()i 3-623). 

Jorini  (A. -F.).   —  [T126].   Stabilité   des   structures   annulaires. 
(624-647,  I  planche). 

Bcitrami  {E.).    —   [ïSf^].    Sur  le  milieu   élaslicpie   de   Tireen. 
(7.7-726).  Note  II.  (;:y-:89). 

Si,  dans  les  équations  du  mouvement  libre  d'un  milieu  élastique 
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(K  étant  ht  donsitc  et  n,  v.  (v  les  coinposanlcs  du  dcplaccineiit),  on  suppose 

():>  ôs  ()z, 

(  1  )  11-.=  -^-,  V  =       ■-•,  iV  =   -^ , 

^  '  ûx  ùy  <)z 

los  trois  équations  se  rédnisent,  pour  un  milieu  isotrope,  à  une  seule 

dt'    ----    ^2-' 

dont  elles  sont  les  dérivées  par  rapport  à  x.  y,  :■  respectivement,  ajant  indiqué 
]KU'  il  la  vitesse  de  propagation  des  mouvements  longitudinaux.  L'auleurclierclie 
s'il  peut  y  avoir  des  milieux  élastiques,  autres  que  les  isotropes,  pour  lesquels 
riijpothése  (i)  entraîne  la  possibilité  d"une  telle  réduction  des  équations  du 
mouvement,  et  il  trouve  que  le  potentiel  d'élasticité  prend  alors  précisément 
la  forme  donnée  par  Green  pour  le  milieu  élastique  le  plus  général  admettant 
des  ondes  planes  longitudinales.  Il  donne  ensuite  les  conditions  pour  que  ce 
potentiel  soit  positif,  et  la  forme  qu'il  prend  lorsqu'on  l'exprime  par  les  com- 
posantes de  pression. 
Dans  la  Note  II,  il  traite  la  question  sui\anle  : 

Dans  un  milieu  isotrope  le  système  des  dilatations  principales  et  celui  des 
inessions  principales  sont  également  orientés;  quelle  relation  y  a-t-il  entre  les 
orientations  de  ces  systèmes  dans  le  milieu  élastique  de  Green? 

Rajna  (.)/•)•  —  \^\  Sur  les  éclipses  solaiies  visibles  cii  Italie 
depuis  i<S()i  jusqu'à  kjoo.  {"-^'h '\-~(')l) . 

Pddovd  {E.').  —  [06/i"].  Sur  certaines  classes  de  surfaces  sus- 
ceplibles  de  défonnalions  inlinilésimales  spéciales.  ((S-î  i-Hac)). 

Surfaces  que  l'on  peut  déformer  tle  riianièrc  : 

1°  Que  les  chemins  des  tlivcrs  ])oints  aient  des  projections  égales  sur  les 
normales  correspondantes; 

2"  Que  les  chemins  soient  également  inclinés  sur  les  normales. 

Les  surfaces  qui  ont  celte  dernière  propriété  sont  celles  à  courbure  constante 
négative,  et  elles  admettent  co-  de  ces  déformations.  11  y  a  aussi  les  surfaces 
dont  les  courbes  G  =  const.  sont  géodésiquemenl  parallèles,  qui  sont  appli-' 
cables  sur  des  surfaces  de  rotation  et  pour  lesquelles  on  a  A22=o;  celles-ci 

admellcnt  -x'  défornialions. 

Marlinctli  (  ]'.).  —  [P3/>a,  réf.  K17^].  Sur  la  projection  sléréo- 
i;raplii(pie  et  sur  la  résolution  des  triangles  sphériqucs  cl  des 
angles  trièdres.  Note  I  (8.îo-8.'5()),  Noie  11  (()7()-()8oV 

Montcsano  (/).).  —  [IM-'<S/y].  Sur  dc.u\  surlaccs  lioinaloïditjues 
(pii  se  présenleut  en  des  cpiestions  aualvrKjucs.  (88()-()0-). 

lUiide  des  surfaces  signalées  par  -M.  l'inclicrlc  [voir  ci-dessus,  p.  3J4). 
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Maggi  [G.--i.).    —   [l\o<'/].    Observations   à    la    Xole  «  Sur    la 
ihéorie  de  la  fonction  potentielle  de  surface  ».  (()()c)-()()i  ). 

Correclions  à  la  Note  iuséréc  à  l;i  paye  .>2(i. 

Aschieri  (F.).  —  [Pl*^/].  Sur  les  lioniograpliies  binaires  et  leurs 
produits.  (()<)  î-()75). 

Somigliaiia  {  C .).  — ■  [H9/<,ref.T2(^/].  Sur  l'intégration  au  moyen 
de  solutions  simples.  (ioo5-io2o). 

Les  solutions  simples  que  Ton  emploie  ordinairement  pour  composer  les 
intégrales  générales  des  systèmes  d'éciuations  aux  dérivées  partielles  de  la 
Physique  mathématique  n'ont  pas  reçu  jusqu'ici,  comme  dans  le  cas  d'une 
seule  équation,  une  curactérisation  spécifique  dont  on  puisse  déduire  une 
inélliode  générale  pour  la  détermination  des  constantes  arbitraires.  L'auteur 
donne  de  ces  solutions  simples  une  propriété  par  laquelle  elles  peuvent  être 
mieux  définies.  Il  considère  certains  systèmes  aux  dérivées  partielles  du  i'  ordre 
comprenant  comme  cas  particulier  les  équations  de  l'élasticité.  Ensuite  il  sup- 
pose que  le  champ  d'intégration  soit  limité  par  une  surface  (ou  espace)  du 
2°  ordre;  les  solutions  singulières  peuvent  alors  se  former  avec  des  fonctions 
rationnelles  entières  des  variables  indépendantes  dont  les  coefficients  sont 
déterminés  par  des  équations  linéaires. 

Lazzcri  (G.).  —  [M'  1  c,  M- 1  c].  Tbéorie  géométrique  des  courbes 
et  surfaces  polaires.  (1021-1049). 

En  s'inspirant  d'un  fragment  de  Caporali  sur  les  groupes  de  points  et  de 
droites  {Ale/norie  di  E.  Caporali,  p.  258;  Napoli,  18S8),  où  se  trouvent 
énoncées  des  propriétés  relatives  à  la  droite  polaire  d'un  point  par  rapport  à 
un  /i-latère,  l'auteur  donne  la  notion  de  centre  fiarmonique  d'un  groupe  de 
points,  et  ûc  plan  harmonique  d'un  groupe  de  plans,  et  par  cela  il  établit  la 
théorie  des  courbes  et  des  surfaces  polaires  indépendamment  de  toute  propriété 
métrique. 

Rajiia  {M.).  —  [U].  Sur  les  éclipses  solaires  du  (i  juin  i(S()i  et 
du  i(i  avril  iS().3.  (^1  o5{)-ioO(3). 

Bertini  {E.).  — [M'irta].  Représentation  d'une  forme  ternaire 
par  combination  linéaire  de  deux  autres.  (iof).")-i  1  i,V). 

L'auteur  commence  par  exposer  la  démonstration  de  N'oss  du  théorème 
relatif  à  l'absorption  des  intersections  de  deux  courbes  par  un  point  multiple 
toinmun  quelconque,  mais  tel  que  les  tangentes  de  l'une  y  soient  toutes 
distinctes  de  celles  de  l'autre  (cas  simple).  Puis  il  aborde  le  problème  de  la 
représentation 
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en  ilonnant  les  roiulitinns  iclalivcs.  aiilanl  pour  le  (as  simple  des  for  mes  y,  es 
que  pour  le  cas  f;cnéral. 

Sayno  {A.).  —  [T2^].  Sur  l'équilibre  d'élaslicilé  des  solides 
cylindriques  qui  résistent  à  la  flexion.  (ii3i-ii42). 

Voir  la  Noie  II,  au  Tome  suivanl,  page  i47- 

Rajna  (•/'/•).  —  \}^\  Observations  faites  à  l'Observatoire  roval 
de  Bréra  pendant  réclipse  de  Lune  du  i5  novembre  1891. 
(1149-1154). 

Beltrcuni  {E-)-  —  [Roaa].  Sur  les  Tonctions  complexes,  ^iote  II. 
(i  188-1195). 

La  Note  I  est  dans  ces  Rendicoiiti,  t.  XX  (1887)  à  la  page  624  cl  a  le  même 
litre.  L'auteur  y  étudiait  une  classe  de  fonctions  complexes,  analogues  sous 
certains  rapports  aux  fonctions  potentielles.  Ici,  il  étudie  un  exemple  particu- 
lier de  ces  fonctions  et  arrive  à  des  résultats  remarquables  relatifs  à  l'équiva- 
lence d'une  distribution  superficielle  de  masse  sur  une  ellipse,  la  densité  variant 
par  ellipses  homolhétiqucs  et  concentriques,  avec  une  distribution  linéaire  sur 
le  grand  axe. 

Il  y  a  une  Note  III  dans  le  Tome  XXMI  (iSç)')),  page  sZ-. 


Tome  XXV;  1892. 

Sayno  {A.).  —  [Tl26].  Sur  l'équilibre  d'élasticité  des  solides 
cylindriques  et  prismatiques  qui  résistent  à  la  flexion.  Note  H. 

(i4:-iO.). 

La  Note  I  est  dans  le  Tome  précédent,  page  ii3i. 

Muret  ni  (O.).  —  [Ï7rt].  Vérification  expérimentale  d'un  théo- 
rème d'EIcctrodynamique  sur  les  courants  à  oscillations  très 
rapides.  (244-2'j;i). 

La  division  ou  la  distiibulion  d'un  courant  variable  en  deux  circuits  placés 
en  dérivation  a  lieu  de  manière  que,  pour  un  même  courant  total,  l'énergie 
électrodynamique  soit  minima  à  cliaque  instant. 

De  Marclii  {L.).  —  [So].  Sur  la  théorie  des  cyclones.  (320-334). 
Voir  la  Note  II  dans  le  Tome  XWI,  p.  6.>4- 

Aschieri  {h\).  —  [K0/>].  Sur  une  mélliodo  pour  établir  les  coor- 
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données  homogènes  projectives  dans  le  plan  el  dans  1  espace. 

(381-397). 

Dans  le  plan,  chaque  point  est  envisagé  comme  centre  d'une  involution 

^1  ;j.|x'  —  x^  (  ;j.  +  a'  )  -H  J?^  =  o 

sur  une  conique,  |j.  étant  le  paramètre  d'un  point  variable  sur  cette  courbe; 
dans  l'espace,  on  emploie  des  involutions  sur  une  cubique  gauche. 

Bardelli  [G.).  —  [R!2c].  Sur  l'emploi  des  coordonnées  obliques 
dans  la  théorie  des  moments  d'inertie.  (444~458). 

Pincherle  {S.).  — -  [H4-f/J.  Sur  une  transformation  dans  les  équa- 
tions difiérenlielles  linéaires.  (633-636). 

Vivanti  (G.).  —  [K7rt].  Sur  certaines  intégrales  premières  des 
équations  du  mouvement  d'un  point.  (689-699). 

Existence  et  forme  d'une  intégrale  quadratique  par  rapport  aux  composantes 
de  la  vitesse.  Suit  la  recherche  inverse,  de  laquelle  il  résulte  que,  X,  Y  étant 
donnés,  il  est  toujours  possible  de  prendre  Z  de  manière  que  Ton  ait  une  inté- 
grale quadratique  par  rapport  aux  vitesses. 

Moiitesano  {D.).  —  [\Me,  réf.  P4-^'].  Sur  les  transformations 
univocpies  de  l'espace  qui  déterminent  des  complexes  quadra- 
tiques de  droites.  (-90-821). 

Un  complexe  peut-il,  en  général,  se  regarder  comme  constitué  par  les  droites 
qui  joignent  les  points  correspondants  dans  une  transformation  univoque? 
L'auteur  démontre  que  le  complexe  quadratique  le  plus  général  n'admet  pas  cette 
construction.  Celte  propriété  n'apparlient  qu'aux  complexes  quadratiques  ad- 
mettant une  étoile  de  rayons,  ou  des  congruences  linéaires.  Il  construit  les 
transformations,  involutives  ou  non,  qui  donnent  naissance  à  ces  complexes. 

Berzolari  {L.).  — [M^6c/].  Sur  certains  hyperboloïdes,  relatifs 
à  la  courbe  gauche  rationnelle  du  4*^  ordre.  (950-9-1). 

1.  Ilyperboloïde  déterminé  par  trois  cordes  de  la  courbe;  son  équation  s'ex- 
prime par  les  combinants  élémentaires  \Vf  et  Q-J  de  la  forme  w{  (dont  les 
racines  donnent  les  points  de  contact  des  plans  stationnaires)  et  des  formes 
coostituant  le  système  complet. 

2.  Hyperboloïde  déterminé  par  trois  tangentes. 

3.  Hyperboloïde  déterminé  par  les  tangentes  aux  points  de  contact  des  plans 
osculateurs  passant  par  un  point  donné  de  la  courbe. 

Padova  {E .).  —  [C2^'].  Le  théorème  de  Stok.es  en  coordonnées 
générales.  (1021-1024). 
Bull,  des  Sciences  malhéin.,  1'  série,  t.  .WVIII.  (Février  kjo'i)  H-^ 
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Conditions  sous  lesquelles  l'intégrale 

I  =   I  jp  cosiVx)  d<s, 
élendue  à  une  portion  de  surface  S,  peut  se  transformer  en  une  intégrale 

I  =    /s,X.  c/ar,, 

prise  le  long  du  contour  de  S. 

Berzo/ari  (L.).  —  [M'ort].  Sur  la  courbe  du  3*^  ordre  à  point 
double.  (io25-io36). 

Élude  d'une  involulion  remarquable  déterminée  par  cette  courbe  et  un  point  Z 
de  son  plan  (involution  déjà  étudiée  par  Stahl,  Journal  de  Crelle,  Bd.  104, 
1888,  p.  Sg).  La  courbe  est  représentée  par 

a\,  b\,  c\  étant  des  formes  binaires. 

Picri  {M.).  —  [1^4^,  réf.  N'  \j\  Sur  les  Iransformalions  involii- 
tivcs  de  l'espace  déterminées  par  un  complexe  hirstien  de 
droites.  (io3^-io6o). 

Le  complexe  est  celui  que  Hirst  a  étudié  dans  son  Mémoire  :  On  the  com- 
plexes generated  by  two  corrélative  planes  (  Collectanea  mathematica  in 
memoriam  Dominici  Chelini.  Milano,  Hoepli,  i88i).  M.  Pieri  étudie  ici  les 
involutions  de  l'espace  dont  les  couples  sont  distribuées  sur  les  rayons  d'ua 
tel  complexe.  On  en  a  trois  types  (de  l'ordre  10,  i3,  iG  respectivement). 

Pascal  {E.).  —  [M-3<i].  Sur  les  polyèdres  circulaires  que  l'on 
peut  former  avec  les  quarante-cinq  plans  tritangents  de  la  sur- 
face du  3^  ordre.  Note  I.  (1098-1 102). 

Pascal  {E.).  —  [jM-3c/].  Sur  les  trente-six  doubles-six  gauches 
formés  avec  les  vingt-sept  droites  de  la  surface  du  3*^  ordre. 
Note  II.  (iio3-i  106). 

Pascal  (E.).  —  [JVPSf/].  Configuration  des  deux  cent  seize  quin- 
tuples gauches  de  2^  espèce  formées  avec  les  vingt-sept  droites 
de  la  surface  du  3"  ordre,  (i  i36-i  139). 

Les  polyèdres  circulaires  sont  tels  que  deux  faces  consécutives  ont  en  commun 
une  droite  de  la  surface  et  deux  non  consécutives  ne  l'ont  pas;  ils  sonl  fermés 
ou  ouverts  suivant  que  la  dernière  face  a  ou  n'a  pas  une  droite  de  la  surface 
en  commun  avec  la  première.   Il   n'y  a  pas  de  trièdres  circulaires  fermés;  il  y 


REVUE    DES    PUBLICATIOiNS.  19 

en  a  une  seule  espèce  d'ouverts.  II  y  a  une  seule  espèce  de  tétraèdres  circu- 
laires fermes.  L'auteur  assigne  successivement  les  espèces  et  le  nombre  des 
polyèdres  jusqu'aux  hexaèdres.  L'ordre  maximum  de  ces  polyèdres  est  12. 

Dans  la  deuxième  Note,  il  étudie  le  groupe  de  substitutions  que  l'on  obtient 
-en  prenant  pour  éléments  les  trente-six  doubles-six  au  lieu  des  vingt-sept 
droites.  Dans  la  troisième,  il  étudie  les  ensembles  de  quintuples  n'ayant 
aucune  droite  en  commun  deux  à  deux  et  assigne  les  ensembles  principaux, 
c'est-à-dire  qui  ne  sont  pas  renfermés  dans  des  ensembles  d'ordre  supérieur. 
Dans  ces  Notes,  l'auteur  ne  fait  qu'énoncer  les  résultats,  et  ceux-ci  sont  ob- 
tenus par  une  méthode  qu'il  a  établie  dans  son  Mémoire  :  Pappresentazione 
geometrica  délie  caratteristiche  di  génère  3  e  4  ^  loro  gruppi  di  sostituzioni 
{Annali  di  Matematica,  1892).  Cette  méthode  se  réduit  à  considérer  la  figure 
formée  par  huit  points  fixes  joints  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles; on  a  ainsi  vingt-huit  droites;  en  supprimant  une  ces  droites,  on  fait 
correspondre  une  à  une  les  vingt-sept  autres  à  celles  d'une  surface  cubique. 

Piailler  (G.).  —  [D6co].  Sur  le  polynôme  benioullien.  (1179- 
1188). 

Castelnuovo  (G.).   —   [M' 2e].   Les  correspondances  univoques 
entre  groupes  de  p  points  sur  une  courbe  de  genre/?.  (1189- 

I2o5). 

L'auteur  rappelle  d'abord  les  théorèmes  fondamentaux  sur  les  séries  linéaires 
de  groupes  sur  une  courbe.  Puis  il  vient  à  l'étude  des  correspondances  et  de 
leurs  produits,  et  il  démontre  géométriquement  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  groupes  de  m  points 
a,,  ...,  a,„.  «1,  ...,  o,',j  soient  équivalents  {c'est-à-dire  qu'ils  appartiennent 

à  une  même  série   linéaire)   est   que   le   produit    des    m   correspondances 
[rtp  a'i],  ...,  [a,„.  <''„,]  soit  l'identité. 

Suivent  d'autres  propriétés  des  correspondances,  en  particulier  des  corres- 
pondances cycliques  et,  enfin,  un  Appendice  où  l'auteur  démontre  que  les 
seules  coi'respondances  algébriques  univoques  possibles  sont  celles  qu'il  a 
désignées  précédemment.  Celte  dernière  démonstration  est  faite  par  voie  ana- 
lytique, en  se  fondant  sur  les  recherches  de  Hurwitz  \^Ueber  algebraische 
Correspondenzen  {Matheni.  Ann.,  Hd.  WV'III)]. 

Jiertini  {E.).  —  [^9]-  GomuicMuoralion  du  Comm.  Prof.   Félix 
Casorali.  (i02G-i236). 


Avec  la  liste  des  travaux  de  Casorali. 


S.  R. 
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JOURNAL  FUR  DIE  REINE  VXD  ANGEWANDTE  ]\[atiiem\tik,  gegrundet  von  A.-L. 
d'elle,  1826,  untei"  Mitwirkuiiij;  der  Herren  Weierstrass  und  von  Hslm- 
holtz  herausgegeben  von  L.  Fuchs.  Berlin,  imprimerie  de  Georg  Reimer, 
1895. 

Tome  114,  en  quatre  fascicules,  avec  une  planche. 


Busche  {-E.),  à  Bergedorf.  —  Sur  Taire   du  triangle  et  son  ana- 
logue au  point  de  vue  dualislique.  (1-24)- 

Essai  sur  les  actions  métriques  que  l'on  peut  définir  sans  présupposer  l'idée 
de  distance  et  de  mesure  d'un  angle.  On  admet  la  correspondance  univoque 
entre  les  points  d'une  droite,  ou  les  rajons  d'un  faisceau  plan,  et  les  nombres 
réels  :  les  coordonnées  d'un  point  et  d'une  droite  sont  définies  au  mojen  de 
deux  faisceaux  et  de  deux  divisions  de  ce  plan  ;  et  l'on  peut  le  faire  de  manière 
qu'une  droite  ou  un  point  ait  une  équation  du  premier  degré.  La  moitié  du 
déterminant  formé  avec  les  coordonnées  de  trois  points  est  par  définition  le 
contenu  ponctuel  du  triangle  qui  a  ces  trois  points  pour  sommets;  et  d'une 
manière  analogue  se  définit  le  contenu  tangentiel  d'un  triangle.  Ces  notions 
suffisent  à  donner  pour  une  courbe  quelconque  un  élément  métrique,  rempla- 
çant la  courbure. 

Le  reste  de  l'article  contient  une  série  de  propositions  sur  les  rapports 
anliarmoniques  formés  avec  les  aires  des  triangles  que  l'on  peut  former  avec 
six  points;  et  plus  spécialement  sur  les  systèmes  de  six  points,  étudiés  déjà 
par  Clebsch  et  Schrôter,  et  connus  sous  le  nom  d'hexagones  de  Clebsch. 

Ifensel  {K-)-  —   Sur   les  déterminants  réguliers  et  les  systèmes 
qui  s'en  déduisent.  (25-3o). 

Il  s'agit  de  donner  un  fondement  purement  arithmétique  à  des  théorèmes  de 
Weierstrass  et  Frobenius  sur  les  formes  bilinéaires.  On  considère  un  détermi- 
nant D  dont  les  éléments  sont  des  nombres  entiers,  ou  des  fonctions  ration- 
nelles entières  d'une  variable,  et  les  mineurs  de  ce  déterminant  ;  un  mineur 
est  dit  régulier,  s'il  est  égal  au  plus  grand  commun»  diviseur  de  tous  les 
mineurs  du  même  ordre.  L'auteur  démontre  que  le  plus  grand  commun  divi 
seur  des  mineurs  d'un  ordre  quelconque  d'un  mineur  régulier  A,  et  celui  des 
mineurs  du  déterminant  D  obtenus  en  bordant  A  avec  un  même  nombre  quel- 
conque de  colonnes  prises  dans  D,  sont  égaux  aux  plus  grands  communs  divi- 
seurs de  tous  les  mineurs  de  D  qui  sont  du  même  ordre,  respectivement,  que 
ceux  que  nous  venons  de  définir.  Un  théorème  analogue  a  lieu  relativement 
aux  plus  hautes  puissances  d'un  nombre  premier  donné  contenues  dans  les 
divers  mineurs  de  D. 

Schaflicitlin  (P.),  à  Charlotlenburg.  —  Sur  les  équations  diffé- 
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rentielles  de  Gauss  et  de  Bessel,  et  une  nouvelle  forme  de  lin- 
tégrale  de  la  seconde.  (3  i  -44)- 

L'équation  difTércnlielle 

(1)  {X-  AV)(^-  /.-,)  ^  +  [  (  ^  +  ?  -  0-r  -  7(/m^  A-,)]  ^  --  a?r  =  o 

conduit  à  la  série  hypergéométriqiie  de  Gauss,  si  k^^  A,.  Pour  A,  —  A";,  elle 
donne  l'équation 

(2)  ;c=$^  +[(aH-?-+-i).r-o]  ^^  +a;îjK  =  o, 
^    '  dx-       ■-  '  dx         '  -^ 

dont  l'intégrale  est  liée  à  celle  de  l'équation  de  Bessel  par  les  formules 

S 
X—,         z  =  s/xe^'y, 

quand  on  suppose 

5=:±2t,         a=-+n,  ?"-  —  fi- 

Les  développements  en  série  des  intégrales  de  (2)  s'obtiennent  facilement. 
L'auteur  en  déduit  diverses  représenlatioas  des  fonctions  de  Bessel,  soit  par 
des  séries,  soit  par  des  intégrales  définies,  dont  certaines  sont  nouvelles.  Il 
donne  enfin  des  résultats  nouveaux  sur  les  limites  entre  lesquelles  sont  com- 
prises les  racines  des  équations  J„{x)  =0  et  \\{x)=  o. 

Reye  {Th.).  —  AVilhelni  Slahl  (courte  Notice  nécrologique). 
(45-46). 

Valhen  {K.-Th.).  —  Sur  l'extension  de  la  relation  de  Legendre 
aux  intégrales  livperelliptiques,  due  à  M.  Fuchs.  (47-49)- 

La  formule  donnée  par  M.  Fuclis  {Journal  fiir  Matheniatik,  t.  LXXI, 
p.  9i-i3rt)  est  obtenue  en  généralisant  une  méthode  donnée  par  M.  Janiet 
{Nouvelles  Annales,  1891)  pour  obtenir  la  relation  de  Legendre. 

Kantor  (-S".),  à  Venise.  —  Théorie  des  transformations  pério- 
diques uniformes  daus  le  j)lan.  (Extrait  du  Mémoire  intitulé  : 
Premiers  fondements  pour  une  théorie  des  trausformations 
périodiques  univoques,  et  couronné  par  l'Académie  de  Naples 
en  i883-i884).  (5o-io8). 

Soit  T  une  transformation  biralionmlli'  du  plan  ;  si  une  courbe  C,  d'ordre  n, 
passe  respectivement  y,,  y.,  ...,.)',  fois  par  les  divers  points  fondamentaux 
de  T,  on  dira  que  C  admet  le  complexe  de  singularités  /i,  y^,  ...,  y^.  Le 
point  de  départ  de  l'auteur  est  que  le  complexe  de  singularités  de  la  trans- 
formée de  C  est  lié  au  précédent  par  une  transformation  linéaire  homogène  S, 
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à  coefficients  entiers.  Cette  transformation  S  laisse  invariantes  une  forme 
linéaire  et  une  forme  quadratique,  ce  qui  permet  d'appliquer  des  théorèmes 
connus  d'Hermite,  Rosanes,  Frobenius,  etc. 

Si  l'on  a  à  effectuer  successivement  plusieurs  transformations  T,  on  pourra 
supposer  que  C  passe  par  les  points  qui  correspondent  aux  points  fondamen- 
taux de  ces  diverses  transformations,  et  introduire  ainsi  de  nouvelles  variables jk, 
de  manière  à  avoir  à  effectuer  aussi,  successivement,  sur  ces  variables,  les 
substitutions  S  correspondant  aux  diverses  transformations  T. 

La  recherche  des  transformations  T  périodiques  dépend  ainsi  de  celle  des 
transformations  linéaires  fondamentales  S  qui  sont  elles-mêmes  périodiques; 
la  détermination  de  ces  dernières  forme  la  première  Partie  du  Mémoire.  Il 
nous  est  impossible  d'entrer  dans  le  détail  de  cette  tJiéorie  arithmétique,  qui 
contient  ii8  énoncés  de  théorèmes:  pour  les  démonstrations,  l'auteur  renvoie 
souvent  à  son  Mémoire  couronné.  Des  Tableaux  contiennent  les  résultats  défi- 
nitifs obtenus.  Les  transformations  T  périodiques  se  répartissent  en  classes, 
toutes  celles  qui  sont  semblables  par  des  transformations  birationnelles  appar- 
tenant à  une  même  classe  ;  il  suffit  d'avoir  une  transformation  linéaire  fonda- 
mentale S  pour  chacune  de  ces  classes  :  c'est  un  problème  d'équivalence  que 
l'auteur  traite  en  détail. 

Il  s'agit  ensuite  de  reconnaître  si  aux  transformations  S  obtenues  corres- 
pondent effectivement  des  classes  de  transformations  T  périodiques;  et,  dans 
ce  cas,  de  donner  des  méthodes  pour  construire  une  transformation  T  type, 
pour  chacune  de  ces  classes.  Cette  nouvelle  étude  fait  l'objet  de  la  seconde 
Partie  du  Mémoire;  la  correspondance  univoque  sur  une  courbe  elliptique  y 
joue  un  rôle  important;  de  nouveaux  Tableaux  résument  les  résultats  obtenus 
par  l'auteur. 

Hensel  (K.)-  —  Stir  les  diviseurs  élémentaires  des  systèmes  com- 
posés, (log-i  i5). 

Démonstration  arithmétique  du  théorème  suivant  de  Frobenius  : 

Pour  qu'un  système  B  de  n-  éléments  entiers  soit  un  multiple  d'un  autre 
système  A  de  la  même  nature  {c'est-à-dire  de  la  forme  PAQ,  P  et  Q  étant 
encore  deux  systèmes  de  même  nature),  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  di- 
viseur élémentaire  (au  sens  de  Weierstrass)  de  B  soit  un  multiple  du  divi- 
seur élémentaire  correspondant  de  A. 

Stdckel  (Paul),   à   Halle-a.-S.  —   Sur   les    Iransformalions   des 
équations  aux  dérivées  partielles,  (i  16-142). 

Considérant  les  équations  linéaiies  et  homogènes  aux  dérivées  partielles,  qui 
dépendent  d'une  seule  fonction  inconnue  x^  et  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  indoperuhinles  j?,,  ...,x^,  l'auteur  cherche  les  transformalious 

^i  =  /.(?o,  ?i>  •••,  ^x)         ('■  =  o,  ',3,  ••■,'•), 

qui  changent  chacune  de  ces  équations  en  une  équation  de  même  forme, 
Ç„  étant  la  nouvelle  fonction  inconnue  et  £,,  ...;  l^  les  nouvelles  variables 
indépendantes.  Le  principe  de  cette  recherche  est  dans  l'étude  des  relations 
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liant  les  dérivées  parlicllcs  de  x„  aux  dérisces  partielles  de  ç„.  Le  résultat  est 
le  suivant  : 

Si  (es  équations  considérées  sont  du  premier  ordre,  les  transformations 
cherchées  ont  pour  forme  générale 

OÙ  X  est  une  constante  arbitraire  ;  si  les  équations  considérées  sont  d'ordre 
égal  ou  supérieur  à  2,  on  a  la  même  forme.,  mais  oii  "k  ne  peut  avoir  que  la 
valeur  un. 

Schlesinger  [Liidwig).  —  Remarques  sur  la  lliéon'e  de  l'équa- 
tion fondamenlale.  (i4'3-i58). 

L'auleur  retrouve,  par  une  méthode  nouvelle,  des  résultats  dus  à  Fuchs, 
Hamburger,  Casorati.  Son  point  de  départ  est  le  suivant  :  soit  v  une  intégrale 
quelconque  d'une  équation  dilTérentielle  linéaire  homogène;  6f,  6-t',  ...,  ce 
qu'elle  devient  quand  la  variable  indépendante  décrit  une  fois,  deux  fois,  etc., 
un  contour  fermé  U,  par  lequel  les  coefficients  de  Téquation  reprennent  leurs 
valeurs  initiales  ;  il  existe  une  relation  identique,  à  coefficients  constants, 

(i)  c„9"».'  -4-  r„_,6"-'  t'  -H. .  .--c^,^•  =  o 

qui  est  la  même,  quelle  que  soit  linlégrale  v  \  et  l'équation 

(2)  c„w"+ c„_,  w"~' +. . .+ C(,  =  G, 

est  précisément  l'équation  fondamentale  (au  sens  de  Fuchs)  relative  au  con- 
tour U.  Pour  qu'il  y  ait  des  intégrales  v  satisfaisant  à  une  autre  relation 
à  coefficients  constants 

(3)  g-o6;*t'-i-§',0:^-'c-4-  ..4-^„v,=  o, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'équation 

(4)  ^„  10:^ +  5',  (.);'•-• -V... -i- j^To  =  o 

ait  au  moins  une  racine  commune  avec  (2);  et  il  y  a  autant  d'intégrales 
distinctes  v  satisfaisant  à  (3)  qu'il  y  a  de  racines  communes  à  {2)e,l{\).  De  là 
se  déduisent  les  théorèmes  sur  les  équations  fondamentales  de  deux  équations 
linéaires  qui  ont  des  intégrales  communes. 

Le  cas  où  (  2)  admet  toutes  les  racines  de  (4)  est  particulièrement  intéressant. 
Lorsque  (4)  est  de  la  forme  (w  —  w„)i'=  0,  Wj  étant  racine  d'ordre  X  de  (2), 
on  obtient  la  décomposition  en  sous-groupes  des  intégrales  relatives  à  cette 
racine  w^,  en  prenant  pour  ij.  successivement  les  valeurs  1,  2,  . . .,  a. 

Schlesinger  (^Ludwig).  —  Sur  les  so'js-{,^rou[)cs  de  Hamburger, 
dans  lesquels  se  décompose  le  système  ("ondamenlal  canonique 
relatif  à  un  point  singulier  d'une  équation  dilTérentielle  linéaire 
homogène,  (i 59- 169). 
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La  qiieslion  de  la  dccomposilion  du  système  d'intégrales  de  Fuchs  relatif 
à  un  point  singulier,  en  sous-groupes  de  Hamburger,  revient,  d'après  HefTler 
{Thèse,  Leipzig,  1888),  lorsque  toutes  les  intégrales  restent  déterminées  pour 
ce  point  singulier,  à  la  suivante:  l'econnaître  si  à  une  racine  donnée  p  de  l'équa- 
tion  fondamentale  déterminante,  relative  à  ce  point  singulier,  correspond  une 

intégrale  dévelop;  ablc  en  une  série  de  la  forme    7   ov(p)'^^^'-  L'auteur  donne 

les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  sous  forme 
entièrement  explicite,  en  se  servant  d'un  cas  particulier  d'un  théorème  de  Fro- 
benius,  (|u'il  démontre  d'abord  directement. 

Kotter  (firnst).  —   Note   stir   les    courbes   planes   du    troisième 
ordre,  (i  -0-180). 

Par  des  considérations  géométriques  simples  l'auteur  établit  le  résultat 
suivant  : 

A  chaque  point  réel  d'une  courbe  du  troisième  ordre  on  peut  faire  corres- 
pondre une  valeur  d'un  paramètre,  comprise  entre  q  et  i,  de  telle  manière 
qu'à  trois  points  en  ligne  droite  correspondent  des  valeurs  de  ce  paramètre 
dont  la  somme  soit  i  ou  2.  Sur  chacun  des  traits  de  la  courbe,  le  para- 
mètre varie  de  o  à  i.  quand  on  décrit  ce  trait  complètement.  Ce  théorème 
n'est  vrai,  pour  une  courbe  unicursale,  que  si  elle  a  un  point  double  isolé. 

On  peut,  grâce  à  ce  théorème,  développer  la  géométrie  des  cubiques  planes, 
sans  se  servir  de  fonctions  elliptiques.  L'auteur  en  donne  divers  exemples. 

]]'allenberg  [Georg).  —  Recherche  des  intégrales  d'une  équa- 
tion dillérentielle  linéaire  homogène,  qui  sont  liées  par  la  seule 
relation  homogène 

(181-186). 

L'équation  considérée  étant  supposée  de  la  classe  des  équations  de  Fuchs,  et 
les  racines  de  leurs  équations  fondamentales  déterminantes  étant  supposées 
rationnelles,  l'auteur  démontre  que  les  intégrales  l'i  •  •  •  .K,,^.i  wnt  li<  forme 
générale 

y,  =  VrH^),        r;  =  'v'ïîû)e-''''^ '■'■"'■'"        (a- =■>,  3,  ..../. -i- .  :  ^A,{x)  =  oy 

où  H(j:;)  est  une  fonction  rationnelle,  et  les  .\j(;r)  des  fonctions  algébriques. 
Pour  p  =  2,  on  a  la  solution  plus  générale,  bien  connue, 

où    H|,    ;^    constituent    un    système     fondaïuontal    dinlégrales    d'une    équation 
linéaire  honuigénc  du  second  ordre. 
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FrobeJiius  (G.).  —  Sur  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques. 

.    (187-230). 

Le  Mémoire  a  pour  objet  la  détermination  de  la  dilTérence  s  entre  le  nombre 
des  carrés  positifs  et  des  carrés  négatifs  indépendants  d'une  forme  quadra- 
tiijue  à  coefficients  réels,  nombre  auquel  l'auteur  donne  le  nom  de  signatur. 
Soit 

la  forme  quadratique  considérée  ;  la  détermination  de  s  est  liée  aux  signes  des 
déterminants  (mineurs  principaux  du   discriminant  de  9) 

A„=i,         A|  =  a,,,         A2=«,,rt2  —  aj2)         •••'         -^0  =  T.  — <^ii  •  •  •  "io> 

Si  l'on  peut  choisir  l'ordre  donné  aux  variables  de  manière  qu'aucun  de  ces 
déterminants  ne  soit  nul  (p  étant  au  plus  égal  au  nombre  /•  des  carrés  indé- 
pendants, ou  rang  de  la  forme  9),  s  s'obtient  en  faisant  la  dillerence  entre  le 
nombre  des  permanences  et  des  variations  de  la  suite  A,,,  A,,  A,,  ...,  A.^. 
Gandeljinger  a  donné,  pour  le  cas  contraire,  la  règle  suivante  : 

On  peut  ordonner  les  variables  de  manière   que  deux  des  A^  consécutifs 
ne  soient  jamais  nuls  à  la  fois  ;  cela  fait,  on  a  la  formule 


5=  y]sign(A„_,Aj). 


où  sgn(a)   désigne,  suivant  la  notation  de  Kronecker,  +  r,  — i  ou  o,  selon 
que  a  est  positif,  négatif,  oit  nul. 

L'auteur  commence  par  di'inontrcr  cette  règle,  en  s'appuyant  sur  un  théorème 
de  la  théorie  des  déterminants,  di'l  à  Sylvester,  et  dont  il  donne  d'abonl  une 
démonstration  nouvelle. 

Les  signes  des  A^  permettent  encore  de  déterminer  5,  mais  non  plus  par  la 
règle  de  GundeKinger,  (luand  deux  A  consécutifs  peuvent  s'annuler.  S'il  y  en 
a  plus  de  trois  consécutifs  qui  s'annulent,  il  est  en  général  impossible  de 
déduire  s  des  signes  des  A  :  mais  il  y  a  des  formes  9  particulières  pour  lesquelles 
cette  impossibilité  n'existe  pas,  quel  que  soit  le  nombre  des  A  consécutifs 
s'évauoui-isant.  Telles  sont  d'abord  les  formes  dans  lesquelles  tous  les  coeffi- 
cients Oj^û,  pour  lesquels  a  -f-  ^  a  une  même  valeur,  sont  égaux,  et  que  l'auteur 
appelle  formes  récurrentes  ;  telles  sont  aussi  celles  qui  se  présentent  dans  la 
méthode  d'élimination  de  liézout.  C'est  ce  que  l'auteur  montre  dans  les  derniers 
paragraphes  de  son  Mémoiic,  où  il  établit,  comme  application,  en  se  servant 
uniquement  d'identités  fournies  par  la  théorie  des  déterminants,  les  théorèmes 
sur  les  fonctions  de  Sturm,  que  Kroiiecker  a  trouvés  en  comparant  l'algo- 
rithme donné  par  Sturm  avec  les  résultats  fournis  par  la  théoi'ie  des  formes 
quadratiques. 

Fuchs  (^.).    —    Remarque    sur   une   Note   de   M.  Paul    \  ertjier. 

(23l-i>32). 
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La  Noie  de  M.  Paul  Vernier  {Bulletin  de  la  Soc.  inalli.  de  France, 
t.  X\II,  p.  i33)  est  consacrée  à  un  ihéorcine  de  jM.  Ftichs:M.  Vernier  a 
reproduit  la  démonstration  de  M.  Fuchs,  sans  indiquer  la  source;  M.  Fuclis  se 
demande  quel  peut  être,  dans  ces  conditions,  le  but  de  la  Note  de  M.  Vernier. 

Meyer  (A.),  à  Zurich.  —  Sur  les  formes  quaciratiqiies  lernaires 
indédriies.  (  Conlimiation  du  Mémoire  comuiencé  l.  CXIII  du 
même  jouruiil,  p.  186  à  206).  (233-254)- 

Dans  ce  Paragraphe  3  de  son  jMémoire,  Fauteur  traite  de  Téquivalence  des 
formes,  dont  les  invariants  £20,  A0  n'ont  pas  de  diviseur  cubique  et  ont  un 
plus  grand  commun  diviseur  0  premier  avec  i2A.  Mettant  en  évidence  le  plus 
grand  carré  contenu  dans  0,  on  pose  0  =  0,0.].  Les  formes  considérées  pro- 
viennent de  formes  f  aux  invariants  i26o,  A0|,  premiers  entre  eux,  par  des 
substitutions  de  déterminant  0,0,.  Il  s'agit  d'étudier  les  conditions  d'équiva- 
lence de  deux  formes  y,,  /^  provenant  ainsi  d'une  même  forme  /.  L'auteur 
montre  d'abord  comment  on  exprimera  qu'elles  sont  du  même  genre,  ce  qui 
sera  supposé  dans  la  suite;  la  condition  d'équivalence  est  alors  qu'il  existe  une 
transformation  de  /  en  elle-même,  dont  les  coefficients  satisfassent  à  certaines 
congruences.  L'auteur  transforme  cette  condition  et  arrive  à  un  énoncé  où 
n'interviennent  plus  que  certains  symboles  de  Legendre.  Il  donne  ensuite  une 
formule  pour  le  nombre  des  classes  de  formes,  de  l'espèee  considérée,  faisant 
partie  d'un  même  genre  :  ce  nombre  est  une  puissance  de  2. 

Mangoldt  {H.  von),  à  Aix-la-Chapelle.  —  Sur  le  Mémoire  de 
Riemanii  :  Sur  le  nombre  des  nombres  premiers  intérieurs  à  un 
nombre  donné.  (255-3o5). 

En  utilisant  les  résultats  donnés  par  Hadamard  sur  la  fonction  ç(<) 
[ou  Ç(s)]  de  Riemann,  l'auteur  discute  les  limites  indi(|uées  par  Uiemann 
pour  le  nombre  des  zéros  de  cette  fonction  dont  les  parties  réelles  sont  com- 
prises entre  zéro  et  un  nombre  positif  donné  h.  Les  résultats  qu'il  obtient  sont 
les  suivants  : 

Tant  que  h~\-2,  ce  nombre  est  zéro.  Pour  les  valeurs  de  h  supérieures,  la 
différence  entre  ce  nombre  et  la  valeur  approchée 

h       h  II 

2  Tt       2  -  '>.~ 

donnée  par  liiemann,  est  inférieure  en  valcw  absolue  à 

o,34(/A)=-)-i,35//i-r-  s  58. 

L'équation  t(^)  =  o  a  du  reste  au  moins  une  racine,  dont  la  partie  réelle 
est  comprise  entre  o  e^  53  ;  relati\:ement  à  h  =  02,  on  ne  peut  rien  affirmer. 

Dans  une  seconde  Partie  de  son  travail,  l'auteur  démontre  la  convergence 
d'une  classe  de  séries,  qui  servent  à  la  représentation  analytique  de  fonctions 
intéressant    la    théorie    des    nombres,    et    auxiiuelles    coniluit    la     mélhoile    de 
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Hieinarin.  Il  montre  eu  particulier  que  la  série 


est  convergente,  quand  on  range  les  termes  dans  l'ordre  indiqué  par  Ricmann, 
et  a  bien  la  somme  indiquée  aussi  par  Riemann. 

Les  résultats  énoncés  par  Riemann  se  trouvent  ainsi  confirmés  dans  tous 
leurs  points  essentiels  :  seule  la  question  de  la  réalité  des  racines  de  la  fonc- 
tion l{t),  que  Riemann  tient  pour  très  vraisemblable,  reste  sans  réponse. 

Mitla g-LefJler .  —  Sur  les  invariants  des  équations  difTérenlielles 
linéaires.  (Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mittag-Lefller  au  rédac- 
teur). (3o6-3o8). 

L'auteur  explique  comment  un  thé^irème  donné  par  lui  {AcCa  niatliematica, 
t.  XV)  sur  la  représentation  analytique  des  invariants  d'une  équation  linéaire 
n'est  pas  en  contradiction  avec  des  résultats  de  Giinther  {Journal  f tir  Mathe- 
matik,  t.  CVII,  p.  3i4),  contrairement  à  ce  qu'avait  cru  celui-ci.  Il  ajoute 
quelques  remarques  générales  sur  diverses  réprésentations  analytiques,  données 
par  Poincaré,  Hamburger,  etc.,  pour  ces  mêmes  invariants. 

Schlesinger  (^Luchvig ).  —  Remarque  sur  la  Note  publiée  p.  109 
à  169  du  niênie  Volume.  (Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  L. 
HelTter,  à  Giessen).  (809-3  i  i). 

L'auteur  montre  comment  la  mélliode  suivie  par  .M.  Heffter  dans  son  .Mémoire 
du  Journal  fur  Matkematik,  t.  C\I,  p.  Sg  et  71,  peut  servir  à  résoudre  la 
question  que  lui-même  a  traitée  tians  la  Note  en  question.  Suivent  des  errata 
pour  cette  inùme  ISote. 

Czuber  {E.),  à  Vienne.  —  Les  |)oljgones  de  Steiner.  (3I2-33r^). 

L'auteur  rappelle  les  principes  d'une  méthode  de  calcul  symbolique,  em- 
pruntée à  un  Mémoire  posthume  de  Ernil  Weyr,  et  qui  permet  de  développer 
simplement  les  propriétés  projectives  des  courbes  de  genre  un,  sans  se  servir 
des  fonctions  elliptiques.  Il  montre  comment  celte  méthode  permet  de  résoudre 
les  divers  problèmes  de  fermeture,  concernant  les  polygones  de  Steiner. 

Gulzmer  (A.).  —  Sur  l'expression  analytique  du  principe  de 
Hujgens.  (333-337). 

Il  s'agit  du  théorème  fondamental,  sur  lequel  Kircliliolf  a  fondé  sa  théorie 
analytique  de  l'Optique.  L'auteur  montre  ciu'on  peut  y  arriver  très  facilement, 
en  transformant  la  formule  générale  de  Green 

4-V(x„,^.,  .J=y    (v^£  -  ;.  ^ )./.-/:  AV./., 


•as  seconde  partie. 

par  le  changement  de  foncLion 

et  tenant  compte  des  conditions  auxiiucllçs  doit  satisfaire  la  fonction  -f. 

Landsberg  [Georg),  à  Heidelberg.  —  Sur  la  ihéofie  des  cour- 
bures des  figures  à  une  dimension,  contenues  dans  les  miilli- 
plicités  d'ordre  supérieur.  (338-344)- 

L'antcur  définit,  pour  une  multiplicité 

X-—  'i>iit)         (t  =  I,  ■>.  .      ,  II) 

de  l'espace  à  n  dimensions,  ?i  —  r  ra)"ons  de  courbure  et  montre  qu'on  peut 
alors  établir  des  formules  qui  sont  la  généralisation  des  formules  de  Frenet, 
relatives  aux  courbes  jrauches. 

NeLto  [Eugen),  à  Giessen.  —  Généralisation  du  théorème  de 
Laplace  sur   le   développement    d'un    déterminant.   (345-352). 

Supposons  écrite  l'une  quelconque  des  identités  que  donne  le  théorème  de 
Laplace  pour  le  développement  d'un  déterminant  A,  en  y  désignant  les  mineurs 
de  A  au  moyen  de  la  lettre  A  affectée  des  indices  qui  correspondent  aux 
numéros  des  lignes  et  des  colonnes  qu'il  faut  supprimer  dans  A  pour  en 
déduire  ces  mineurs.  La  formule  obtenue  reste  vraie  pour  un  déterminant 
d'ordre  ii  +  m,  à  condition  de  multiplier  le  premier  membre  A  par  Aj'"^-  „„» 
|x  étant  le  nombre  des  facteurs  qui  figurent  dans  chaque  terme  du  second 
membre. 

Tel  est  le  théorème  obtenu  par  l'auteur;  il  montre  comment  la  mt'thode 
qui  l'y  a  conduit  redonne  une  série  d'autres  identités  sur  les  déterminants, 
dues  à  Sylvester,  et  qui  peuvent  aussi  se  généraliser  en  partie. 

Flermann  von  Helniholtz.  (353). 

La  réiiaclion  annonce  la  grande  perte  causée  au  monde  scientifique  par  la 
mort  de  Hermann  von  Hclmholtz,  et  rappelle  tout  ce  qu'il  a  fait  pour  la  pros- 
périté du  Journal  far  Matheniatik . 


Toiue  llo;  189). 

Ile ff ter  (^Lolhar)^  à  Giessen.  —  Sur  certaines  surfaces  du 
(pialrième  ordre  (surfaces  isogonales)  (avec  une  planche). 
(.-.2). 
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L'auleur  éuidie,  syiuhétiqiienient  eL  analvliqiiemcnt,  les  surfaces  suivantes: 

1°  La  surface  isogonale  des  deux  points  P,?,,  c'est-à-dire  le  lieu  des 
points  M  tels  que  l'angle  des  droites  MP,,  MP^  soit  consLant,  surface  bien 
connue  ; 

■}."  La  surface  isogonale  d'un  point  P  et  d'une  droite  g,  c'est-à-dire  le  lieu 
des  points  M  tels  que  l'angle  de  la  droite  MP  et  du  plan  (g'M)  soit  constant: 
c'est  une  surface  du  quatrième  ordre,  dont  l'auteur  étudie  les  singularités  et 
les  diverses  formes  ; 

3"  La  surface  isogonale  de  deux  droites  g,g-2,  c'est-à-dire  le  lieu  des 
points  M  tels  que  l'angle  des  plans  (g'i'M)  et  {g^^i)  soit  constant;  c'est  une 
surface  réglée  du  quatrième  ordre;  1  auteur  l'étudié  aux  mêmes  points  de  vue; 

4°  Le  cône  isogonal  auquel  se  réduit  la  précédente  surface  lorsque  les 
droites  g^,  g^  se  rencontrent. 

Enfin  M.  Heffter  se  sert  de  la  considération  de  ce  cône  isogonal  pour 
résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  donnés  un  faisceau  plan  de  rayons  et  un  faisceau  de  plans, 
rapportés  projectivenient  l'un  à  l'autre,  les  placer  de  manière  que  le 
faisceau  de  droites  provienne,  par  perspective,  du  faisceau  de  plans. 

Kôjiigsbergej-  [Léo),  à  Heidelberg.  —  Généralisation  d'un  ihéo- 
rème  sur  les  intégrales  algébriques  des  équations  différentielles. 

(^23-32). 

Il  s'agit  de  poursuivre  la  généralisation  du  théorème  d'aigebie  (jui  dit  i|uc, 
lorsqu'une  équation  algébrique  admet  une  solution  d'une  équation  algébrique 
irréductible,  elle  les  admet  toutes.  Ce  théorème  subsiste,  comme  l'on  sait,  en 
modifiant  légèrement  l'énoncé,  lorsqu'on  remplace  les  équations  algébriques 
par  des  équations  difTérentielles  algébriques  en  x  et  y.  En  considérant  des 
équations  aux  dérivées  partielles,  l'auteur  obtient  divers  théorèmes  analogues 
contenus  dans  l'énoncé  général  suivant: 

Si  une  équation  aux  dérivées  partielles  algébrique 


dj;:,"  ~  "^V    " '^■' ■  "'    ''^  àx^'  Ox^dx,^        '  dx'i'-''  àxT^'ôx,'        '  dx" 


qui  est  d'ordre  m  par  rapport  à  x,,  et  dans  laquelle  f  est  une  fonction 
algébrique  irréductible  des  arguments  mis  en  évidence,  a  une  intégrale 
commune  avec  une  équation  aux  dérivées  partielles  algébrique 

,    ^    à'-r      „/  ôy       d-y  d''--'y        à'\r  à' y 

(2  )    -r-:  —  v[x,,x,,...,x.^,  —-}  -; — T — )  •••>    -    ..    ,)    1    ..    ,  , —  5  •••>  -r-zf 
OXi  \  àx,    âx^âx..  ôx}-'    ÛX'^^' ox._  ox^ 

qui  est  d'ordre  \i. par  rapport  à  .r,  ;  et  si  cette  intégrale  commune  ne  satis- 
fait pas  déjà  à  une  équation  différentielle  algébrique,  qui  soit  d'ordre  (x.  —  i 
au  plus  par  rapport  à  a;,,  et  d'ordre  m  —  i  au  plus  par  rapport  à  x^', 
l'équation  que  l'on  déduit  de  (i)  en  la  différentiant  '^  fois  par  rapport  àx„ 
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et  en  remplaçant  clans  le  résultat  — —par  la  valeur  (2),  est  vérifiée  par 
toutes  les  intégrales  de  l'équation  (i). 

Tlioniê  i^L.-lV.)^  à  Greifswald.  —  Sur  les  équations  difïérentielles 
linéaires  à  coefficients  algébriques.  (33-52  et  iig-149). 

Les  équations  considérées  sont,  tantôt  homogènes,  tantôt  non.  Dans  la 
partie  liotiiogéne  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  trois 
fonctions  algébriques  m,  v,  w  de  x;  quand  il  s'agit  d'équations  non  homo- 
gènes, le  second  membre  satisfait  aux  hypotlièses  déjà  introduites  dans  le 
Mémoire  de  l'auteur,  publié  au  Tome  CVII  du  même  journal. 

fj'étude  des  points  singuliers  de  l'équation  non  homogène  est  faite  d'abord  : 
i!  faut  considérer  spécialement  les  points  de  ramification  de  u,  v,  w.  Dans  le 
cas  le  plus  général,  /.  branches  de  «,  |x  branches  de  v,  v  branches  de  w  se 
réunissent  en  un  tel  point  a,  et  peuvent  s'associer  en  A|i.v  combinaisons.  Ces 
combinaisons  se  répartissent  en  complexes  de  R  combinaisons,  R  étant  le  plus 

petit  commun  multiple  de  X,  ;x,  v  ;  par  le  changement  de  variable  Ç  ={x  —  a)J*, 
on  obtient  une  équation  nouvelle,  à  laquelle  s'applique  la  théorie  générale  de 
Fuchs.  On  a  ainsi  la  l'eprésentation  analytique  d'un  système  fondamental 
d'intégrales.  Les  relations  entre  les  divers  systèmes  fondamentaux  que  l'on 
peut  obtenir  ainsi,- en  un  même  point  a,  sont  ensuite  étudiées.  L'auteur 
examine  aussi  les  procédés  de  prolongement  analytique  permettant  de  passer 
du  domaine  d'un  point  à  celui  d'un  autre. 

La  même  étude  est  complétée  ensuite  parcelle  des  singularités  spéciales  aux 
équations  non  homogènes. 

Une  seconde  partie  du  Mémoire  est  consacrée  aux  expressions  dinférentlelles 
linéaires  et  homogènes,  à  coefficients  algébriques,  qui  sont  régulières,  au  sens 
classique  du  mot,  pour  chaque  combinaison  de  branches  adoptée  pour  les 
fonctions  ?/,  v,  w.  L'auteur  donne  le  type  général  de  pareilles  expressions  ;  il 
reprend  ensuite,  par  des  méthodes  appropriées,  l'étude  faite  dans  le  cas 
général  (dans  la  première  Partie  du  Mémoire),  pour  les  équations  linéaires 
dont  le  premier  membie  est  une  expression  linéaire  régulière. 

Enfin,  dans  une  troisième  et  dernière  Partie  de  son  travail,  M.  Thomé  apprend 
il  former  une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels  à  laquelle  satisfont  les 
intégrales  linéairement  indépendantes  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  algé- 
briques donnée,  et  montre  le  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  étudier  les 
intégrales  de  l'équation  proposée. 

Kônigsbergcr  (Léo),  à  Heidelberg.  —  Sur  le  théorème  d'Eisens- 
lein  concernant  l'irréductibilité  de  certaines  équations  algé- 
l)ri([iies.  (53-'j8). 

Si  dans  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers 

a^x'^-\-  a^x"~'^  +  aja?"""--!-. .  .-\-  fl„_i^  -t-  «„  =  o, 

tous  les  coefficients,  sauf  le  premier  et  le  dernier,  sont  diiisibles  par  un 
nombre  premier  p,  et  si  le  dernier  n'est  pas  divisible  par  p-,  l'équation 
est  irréductible. 
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Tel  est  le  thûorème  il'Eisenstein.  L'auteur  le  généralise  et  obtient  le  suivant, 
en  suivant  pas  à  pas  la  démonstration  d'Eisenslein  : 

Toute  équation  ali^ébrique.  de  la  forme 

F„  (  X  )y"  —  (x--7.)¥,{x  )y"-'  + . . .  -h  (  ^  -  a  )  l-'„  _,  (  a:  )  j-  +  (  j:  —  a  )  F„  (  a:  )  =  o, 

où  Fu(a)  et  F„(2)  ne  sont  pas  nuls,  est  irréductible. 

En  cherchant  à  fonder  ce  théorème  sur  la  nature  anahtique  de  la  fonction 
algébrique  définie  par  cette  équation,  M.  Kunigsberger  est  conduit  à  le 
généraliser  encore,  en  supposant  que  les  coefficients  de  l'équation  en  y  sont 
divisibles  par  certaines  puissances  de  deux  binômes  (x  —  a),  {x — p).  Il 
repasse  ensuite  au  cas  de  l'équation  à  une  indéterminée  x,  et  obtient  un 
énoncé  relatif  au  cas  où  a,, ...,  «„_,,«„  sont  divisibles  par  certaines  puissances 
de  deux  nombres  premiers  p  et  q.  Ces  derniers  énoncés  sont  un  peu  trop  com- 
pliqués pour  être  transcrits  ici. 

Gutzmer  [A.).  —  Sur  la  tliéorie  des  équations  difTérenlielles 
linéaires  hoinoi;ènes  (^9-84  )• 

Faire  l'itération  d'une  équation  linéaire  du  premier  ordre 

c'est,  d'après  l'auteur,  y  remplacer  rindéterminée  j'  par  le  premier  membre 
de  cette  équation  ;  les  itérations  successives  se  définissent  d'elles-mêmes. 
L'équation  ainsi  obtenue  par  n  itérations  successives  est  vérifiée  par  les  puis- 
sances rt'»"'"  des  intégrales  de  l'équation  du  second  ordre  obtenue  par  une 
seule  itération  de  l'équation 

npoy'-^  p^y  =  0- 

IVendt  {E-),  à  Beilin.  —  Démonslration  élémentaire  de  ce  théo- 
rème que,  dans  toute  progression  arithmétique  illimitée 
/?i^ -j- I ,  ligureiil  une  infinité  de  nombres  premiers.   (85-88). 

Cette  démonstration  repose  sur  la  considération  des  racines  primitives  de 
l'équation  binôme  x'"  —  1  =  o  et  sur  le  théorème  de  Fermât. 

Bolilmanti  (G.),  à  Gottingen.  —  Sur  l'intégration  des  systèmes 
d'équations  difiercntielles  du  premier  ordre  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  indéterminées  et  indéj)endantcs  de  la 
variable  indépendante.  (8y-iio). 

L'auteur  traite  le  même  problème  qu'il  a  déjà  traité  (  même  journal,  t.  CXIII, 
|).  207-201)  pour  une  seule  équation  du  premier  ordre.  Dans  les  systèmes  con- 
sidérés figurent  des  fonctions  indéterminées  Z,,  ...,  Z,  et  l'intégrale  générale 
doit  avoir  une  forme  qui  reste  la  même  quelles  que  soient  ces  fonctions  indé- 
terminées: dans  cette  forme  de  l'intégrale  générale  figureront  seulement 
d'autres  fonctions  indéterminées  m,,  ....  m,  dont  les  valeurs  dépendront  de 
celles  de  'A^,  ...  ,  Z,. 
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La  recherche  de  ces  systèmes  est  identique  à  celle  des  systèmes  qui  possèdent 
des  systèmes  fondamentaux  d'intégrales,  systèmes  qui  se  rattachent  à  la 
théorie  des  groupes  de  transformations  et  ont  été  déterminés  et  étudiés  par 
Lie  {Leipziger  Berichte,  189.S). 

Guldberg  [Alf.)^  à  (^lirisliania.  —  Sur  la  tliéorie  des  équations 
difrérentielles  (|Mi  possèdent  des  solutions  londanientales, 
(i  11-118). 

Autre  solution  du  même  problème.  L'auteur,  comme  le  précédent,  se  borne 
aux  systèmes  qui  proviennent  de  groupes  de  transformations  transitifs;  et 
traite  en  détail  le  cas  de  deux  équations  à  deux  fonctions  inconnues. 

Meyer  {A .),  à  Ziiiich.  —  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires 
indéfinies.  (Continuation  du  Mémoire  commencé  dans  le  même 
journal,  t.  CXIV,  p.   233-254).  (iSo-iSs). 

L'auteur  traite  d'abord  le  problème  général  suivant  : 

Représenter  une  forme  linéaire  quadratique  cp,  de  déterminant  il  "Si,  par 
une  forme  ternaire  quadratique  f,  ayant  pour  invariants  £2  et  A;  9  étant 
supposée  primitive  et  M  premier  à  \:  et  en  écartant  les  représentations 
impropres. 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  la  représentation  des  nombres  par  des 
formes  ternaires  quadratiques;  c'est  principalement  de  la  possibilité  d'une  telle 
représentation  qu'il  s'agit.  Les  conditions  qu'elle  suppose  s'expriment  au  moyen 
des  caractères  définis  dans  la  première  partie  du  Mémoire. 

Sujet  du  prix  proposé  par  la  Société  princière  Jablonowski  pour 
l'année  1898.  (i83-i84). 

Ce  sujet  se  rapporte  à  un  Mémoire  de  Green  sur  la  généralisation  de  la  loi 
d'attraction  de  Newton. 

Knoblaucli  (J-)-  —  Sur  la  transformation  simultanée  des  formes 
diderentielles  quadratiques.  (180-200). 

Ce  travail  se  rapporte  à  la  théorie  des  surfaces.  Le  but  de  l'auteur  est  de 
permettre  d'arriver  aux  divers  résultats  qui  sont  invariants  par  rapport  aux 
changements  de  coordonnées  curvilignes  en  n'introduisant  dans  les  calculs  que 
des  expressions  possédant  le  même  caractère  d'invariance.  Dans  la  théorie  de 
la  déformation,  où  l'on  part  du  carré  de  l'élément  linéaire  seulement,  un  seul 
covariant  suffit,  qui  a  été  introduit  par  G.  Ricci,  et  aussi  par  l'auteur,  dans  un 
travail  précédent  (même  journal,  t.  CXI,  p.  282).  Ici  l'auteur  considère  en 
même  temps  une  seconde  forme  did'érenlielle  quadrati(|ue,  le  proiluit  de  la 
courbure  normale  par  le  carré  de  l'élément  linéaire. 

Plus  généralement  l'auteur  suppose  deux  formes  quadratiques  dilVérentielles 
à  «variables,  et  montre  qu'il  y  a  n  paramètres  différentiels  du  premier  ordre, 
de  sorte  cjuc  toutes  les   dinérenliulions   peuvent  se  remplacer  par  des  opéra- 


^^  Pl.u. 
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lions  covarianles;  ce  qui  constilue  une  diflercnce  essentielle  avec  le  cas  d'une 
seule  forme,  où  l'on  ne  trouve  qu'un  seul  paranièlrc  dillerentiel. 

Hermite  (Ch.).  —  Sur  la  fonclion  logr(«).  Extrait  d'tinc  lettre 
de  M.  Ch.  Hermite  à  M.  R.  Hensel.  (201-208). 

Dans  un  article  des  Mathematisclie  Annalen  (vol.  \LI,  p.  5Si)  l'auteur  a 
donné  un  développement  en  série  de  log[r(a+ Ç)r(a  + 1  —  ^)],  en  suppo- 
sant o<H<i.  Il  traite  ici  par  la  même  méthode  la  fonction  log^((7-^ç), 
obtient  un  développement  suivant  les  puissances  descendantes  de  a,  et  montre 
que  la  série  obtenue  doit  être  employée  comme  celle  de  Stirling. 

Meyer  [Frcuiz),  à  Clausthal.  —  La  notion  de  résultant  dans  la 
trigonométrie  sphérique.  (209-220). 

Les  formules  de  trigonométrie  se  déduisent  d'un  certain  nombre  d'entre 
elles  par  élimination  de  certains  des  éléments  du  triangle  considéré  ;  l'auteur 
cherche  à  les  obtenir  par  combinaison  linéaire  de  certaines  formules  fonda- 
mentales, comme  on  obtient  le  résultant  de  deux  formes  binaires  par  combi- 
naison linéaire  de  ces  deux  formes.  Il  prend  successivement  comme  formes 
fondamentales  les  premiers  membres  des  trois  formules  des  cosinus 

2A;— cosa, —  cosa,. coscj — sinaj. sina^.cosa;        (  j,  A,  Z  =  i,2,3); 

puis  les  six  fonctions 

2  C,,.  =  cosa^sina;—  sina^cosa; —  sina.cosa, cosaj. 

Vahlen  (K.-T//..).  —  Sur  les  valeurs  approchées  et  les  fractions 
continues.  (221-233). 

Soit  (V  un   nombre   fractionnaire   positif.   Partant  des  fractions  —  et  ->    on 

i)         1 

construit  une  suite  de  fractions  telles  que  chacune  d'elles  s'obtienne  en  ajou- 
tant terme  à  terme  les  deux  fractions  déjà  formées  dont  les  valeurs  com- 
prennent w  sans  comprendre  la  valeur  d'une  autre  fraction  déjà  formée. 
Cette  suite  s'appelle  suite  de  Farey  relative  à  w  (d'après  Hurwitz,  Malhenia- 
tische  Annalen,  t.  XLIV);  et  si  l'on  écrit  au-dessous  de  chacun  de  ses  ternies 
le  signe  -l-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  ce  terme  est  supérieur  ou  inférieur  à  tv, 
la  suite  des  signes  ainsi  obtenue  s'appelle  la  caractéristique  de  tv.  Les  valeurs 
approchées  de  w  figurant  dans  la  suite  de  Farey  sont  les  mêmes  que  celles 
qu'on  obtient  dans  un  dévelo|)pement  en  fraction  continue  effectué  en  prenant 
les  restes  des  divisions  tantôt  positivement,  tantôt  négativement,  suivant 
une  loi  donnée  par  la  caractéristique  de  w.  L'auteur  compare  les  divers 
développements  de  w  en  fraction  continue,  lorsque  l'on  prend  les  restes  des 
divisions,  positivement  ou  négativement,  suivant  toutes  les  lois  possibles. 
Celui  dans  lequel  les  restes  sont  minima  en  valeur  absolue  est  le  plus  court 
possible.  L'auteur  montre  le  lien  de  cette  théorie  avec  celle  de  la  décomposition 
d'une  substitution   linéaire,  de   déterminant   i,  en   substitutions  élémentaires, 

de  la  forme  i  —  x  et 


Bull,  des  Sciences  niathéni.,  2'  série,  t.  X.WIII.  (Mars  1904.)  1^-3 


34  SECONDE  PARTIE. 

Ma  lier  (Emil),  à  Konigsberg-i-Pr.  —  Application  des  méthodes 
de  Grassmann  à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  du 
second  degré.  (234-253). 

L"auteur  s'est  proposé  de  retrouver  diverses  transformations  de  déterminants, 
se  rapportant  à  la  théorie  des  sections  coniques,  et  dues  à  Caspary  (même 
journal,  t.  XCII,  p.  i23  et  ss.),  en  employant,  comme  lui,  les  méthodes  de 
Grassmann,  mais  en  évitant  le  retour  aux  unités  primitives.  Il  y  réussit,  d'une 
manière  simple,  en  établissant  d'abord  ce  résultat  intéressant  que  le  produit 
extérieur  des  six  produits  algébriques  formés  avec  trois  points  quelconques 

[a-,  b'.  c-,  2bc,  2ca,  2ab] 

est  une  puissance  du  produit  extérieur  de  ces  six  points. 

Cette  identité  résulte  de  quatre  théorèmes  généraux  de  la  théorie  de  l'exten- 
sion (Ausdehnungslehre),  dont  les  deux  premiers  se  trouvent  déjà  dans  Grass- 
mann, avec  une  interprétation  diflerente. 

Les  mêmes  considérations,  appliquées  à  la  Géométrie  de  l'espace,  redonnent, 
entre  autres,  les  transformations,  dues  à  Hun}  ady,  pour  le  produit  extérieur 
des  carrés  de  dix  points.  On  prévoit  que  les  résultats  obtenus  sont  susceptibles 
de  nouvelles  généralisations,  en  considérant,  par  exemple,  les  cubes  de  dix 
points  du  plan. 

llensel   (A).   —  Sur  un   nouveau    théorème  fondamental    de   la 
théorie  des  fonctions  algébriques  d'une  vainable.  (254-294). 

La  définition  du  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  fonctions  entières 
d'une  variable  x  se  généralise,  non  seulement  quand  on  considère  des  fonctions 
rationnelles  de  x,  mais  encore  quand  on  introduit  aussi  des  /onctions-racines, 
de  la  forme  [a{x)]^,  S  étant  un  nombre  positif  ou  négatif  et  rationnel  quel- 
conque. Cela  étant,  le  plus  grand  commun  diviseur  des /«  branches  y,,  y^,  •••,.)'„ 
de  la  fonction  algébrique  définie  par  l'équation 

y" -^  Oi(^)jK"~'  +  a^ix ) y~--^. .  .-h  a„(^)  —  o. 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières,  est,  par  définition,  le    plus 
grand  commun  diviseur  des  fonctions  racines 


Soient  alors 


a^{x),    a^_{x)',    a,{x)i.     ...,    a„{x)". 


Y/',     Y^'"),     ...,    Y,/'        (i  =  i,  2.   ...,  n), 


les  II  branches  de  n  fonctions  appartenant  au  corps  des  fonctions  rationnelles 
de  X  el  y  :  la  définition  des  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  des  fonc- 
tions Yj"  est  toute  semblable  à  celle  des  diviseurs  élémentaires  introduits  par 
^Vcie^slrass,  et  leur  introduction  jette  une  lumière  nouvelle  sur  la  théorie  des 
corps  de  fonctions  algébriques. 

Le  problème  capital  de  cette  théorie  est  en  effet  la  recherche  des  systèmes 
fondameiilaux  de  fonctions  YW  ;  un  tel  système  étant  défini  par  cette  pro- 
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priété  que  toute  fonction  algébrique  entière  qui  fait  partie  du  corps  considéré 
s'exprime  en  fonction  linéaire  homogène  des  fonctions  constituant  le  système 
fondamental,  les  coefficients  de  cette  fonction  linéaire  étant  rationnels  et  entiers 
en  X.  Or  l'auteur  montre  que,  pour  que  le  système  Y('),  ...,  Y(")  soit  fonda- 
mental, il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  diviseurs  élémentaires  soient  des 
fonctions-racines  entières,  dont  les  facteurs  linéaires  aient  pour  exposants 
des  fractions  proprement  dites  et  positives. 

En  plus  de  ce  théorème  fondamental,  le  Mémoire  traite  encore  de  la  réduc- 
tion d'un  système  de  fonctions  Y'''  à  une  forme  canonique. 

Enfin  une  seconde  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  la  généralisation  des 
définitions  et  des  résultats  précédents,  quand  on  considère,  au  lieu  de  fonc- 
tions a{x),  dépendant  d'une  seule  variable  indépendante,  des  fonctions  homo- 
gènes de  deux  variables  indépendantes. 

^[iriinanoff  {D.),  à  Genève.  —  Sur  la  congruence 

( /•/>-!  —  \)\p^^rj,.         {moAp). 

(290-300). 

Sylvester  a  donné  une  expression  générale  de  la  fonction  numérique  q^ 
définie  par  cette  congruence,  au  moyen  d'une  série  de  fractions  très  simples. 
L'auteur  montre  comment  cette  expression  doit  être  modifiée  pour  pouvoir 
s'appliquer  à  tous  les  cas,  et  peut  être  considérablement  simplifiée  dans  le  cas 
où  r  n'est  pas  une  racine  primitive  pour  le  module/?.  Des  résultats  obtenus  il 
déduit  ensuite  diverses  propriétés  arithmétiques  des  nombres  de  Bernoulli. 

Schwej'ing  (A.),  à  Diiren.  —  Sur  les  tétraèdres  rationnels. 
(3oi-3o7). 

L'auteur  résout  le  problème  suivant  d'analyse  indéterminée: 

Trouver  tous  les  tétraèdres  dont  les  arêtes  et  le  volume  sont  mesurés  par 
des  nombres  rationnels. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  volume  est  nul,  on  obtient  ainsi  une  solution 
simple  du  problème  traité  par  Kummer  : 

Trouver  tous  les  quadrilatères  dont  les  côtés  et  les  diagonales  sont 
mesurés  par  des  nombres  rationnels. 

Kneser  {A.).,  à  Dorpat.  —  Etudes  sur  le  mouvement  dans  le 
voisinage  d'une  position  d'équilibre  instable  (premier  Mé- 
moire). (3o8-32^). 

L'auteur  considère  un  point  mobile  dans  un  plan  sous  l'action  d'une  force 
possédant  un  potentiel  U  qui  a  un  niiiiinium  au  point  0,  et  est,  dans  le 
domaine  de  ce  point,  de  la  forme 

U  =  -  (ax--^  by-)-{-  P{x,y), 
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où  a  çl  b  sont  des  constantes  positives  différentes,  et  P  une  série  entière,  conn- 
mençant  par  des  termes  du  troisième  degré  au  moins.  Soit  U„  la  valeur  de  ce 
potentiel  pour  la  position  initiale  du  point  mobile,  supposée  dans  le  domaine 
considéré,  et  v„  sa  vitesse  initiale.  L'auteur  démontre  que,  parmi  tous  les  mou- 
vements possibles,  il  y  en  a  qui  possèdent  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Si  vl>  2U(,.  le  point  atteint  la  position  O; 

2"  Si  t'J<2Uj,  le  point  arrive  sur    la  ligne  de   niveau  U=  -  vl  avec  une 

vitesse  nulle,  et  repart  en  sens  contraire  par  le  même  chemin: 

3°  Si  vJ=2U„,  le  point  se  rapproche  indéfiniment  de  la  position  0,  sans 
jamais  l'atteindre. 

La  partie  des  résultats  précédents,  relative  aux  solutions  asymptotiques,  est 
ensuite  reprise  par  l'auteur  au  moyen  de  la  méthode  de  Poincaré  {Nouvelles 
méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  335  et  ss.),  telle  qu'elle  a  été 
exposée  par  Picard  (  Traité  d'Analyse,  t.  III,  p.  19)  ;  et  se  trouve  ainsi  com- 
plétée par  un  énoncé  plus  précis. 

L'auteur  annonce  que  les  méthodes  employées  par  lui  dans  le  problème  par 
ticulier  précédent  permettent  une  discussion  analogue  pour  le  problème  géné- 
ral de  la  Dynamique. 

Griinfeld  {E.)^  à  Nikolsburg.  —  Sur  les  relations  qui  lient 
les  déterminants  fondamentaux  d'une  équation  différentielle 
linéaire  d'ordre  n,  et  de  ses  n  adjointes.  (328-342). 

Soient  y^. ..  y„  n  intégrales  indépendantes  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n  ; 
et 

le  déterminant  formé  avec  ces  fonctions  et  leurs  dérivées  successives.  Les 
adjointes  ont  respectivement  pour  systèmes  fondamentaux  d'intégrales 

I       âD  I        àB 


'       D  ûy^i^-"  "       D  dy,l-^ 

pour  A'  =  I,  2,  . . .,  n. 

Pour  k  =  n,  on  a  la  relation  (Frobenius). 

D(.7-,,  •••-rJ  L>(",,  ...,  it„)  =  h 

que  l'auteur  démontre  d'abord.  Il  cherche  ensuite  des  relations  analogues  pour 
les  autres  adjointes,  mais  ces  relations  sont  de  forme  beaucoup  moins  simple, 
et  les  coefficients  de  Téquation  proposée  y  subsistent. 

Hamburger  (M.).  —  Sur  l'équation  fondamentale,  dans  la 
théorie  des  équations  différentielles  linéaires  homogènes. 
(343-348). 

Celle  équation  fondamentale  a  été  obtenue  par  Fuchs  en  considérant  les 
valeurs  initiales  et  finales  de  n  intégrales,  quand  on  fait  décrire  à  la  variable 
indépendante  un  contour  fermé  ;  plus  récemment,  Schlcsinger  a  montré  qu'on 
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la  retrouvait  en  considérant  une  seule  intégrale,  mais  en  faisant  décrire  à  la 
variable  indépendante  n  fois  de  suite  le  contour  fermé  considéré.  L'auteur  se 
place  successivement  à  ces  deux  points  de  vue,  et  donne  ainsi  deux  formes 
nouvelles  de  l'équation  fondamentale,  où  interviennent  les  valeurs,  non  seule- 
ment des  intégrales,  mais  aussi  de  leurs  dérivées  successives. 

Notices  nécrologiques.  (349-35o). 

La  rédaction  fait  part  de  la  mort  de  Arthur  Cajley  (i6  août  1821-26  jan- 
vier 1895),  Ludwig  Schiafli  (i5  janvier  1814-20  mars  iSgS),  Joscf  Dienger 
(5  novembre  1S18-27   novembre  i8g4). 


Tome  IIG;  1896. 

Wallenberg  (Georg).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles algébriqties  du  premier  ordre.  (1-9). 

L'auteur  explique,  dans  une  introduction,  comment  le  problème  qu'il  traite 
se  rattache  à  l'étude  des  équations  dilTérenlielles  du  premier  ordre  à  points 
critiques  fixes  et  à  intégrales  algébriques  (  Fuchs,  Poincaré,  Picard).  L'énoncé 
de  ce  problème  et  le  résultat  obtenu  sont  résumés  dans  le  théorème  suivant: 

Si  une  équation  linéaire  et  homogène  du  second  ordre 

y-i- Ay'+  \i.y  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  la  variable  indépen- 
dante z.  possède  une  intégrale  algébrique  particulière  du  premier  ordre 

où  F  est  un  polynôme  en  z,  y,  y'  contenant,  en  dehors  des  termes  indé- 
pendants de  y  et  y',  au  moins  deux  termes  de  degrés  différents  en  y  et  y', 
toutes  les  intégrales  de  cette  équation  sont  algébriques. 

Ziminermann  (O.),  à  Dantzig.  —  Sur  l'ordre  de  l'enveloppe 
d'une  famille  de  courbes  qui  se  répartissent  en  groupes  de  \v 
courbes,  en  correspondance  projective  avec  les  points  d'une 
droite.  (io-i3). 

.  Soit  }j.  le  nombre  des  courbes  de  la  famille  passant  par  un  point  quelconque 
du  plan,  V  le  nombre  de  ces  courbes  tangentes  à  une  droite  quelconque  du 
plan;  l'ordre  de  l'enveloppe  est  2  (  ;x  —  /nv)-r-v,  n  étant  le  degré  des  courbes 
considérées.  Ce  résultat  rectifie  une  formule  de  Crcmona. 

Teixeiia  (F.-Gomes),  à  Porto  (Portugal).  —  Sur  le  développe- 
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ment  des  fonctions  en  séries  ordonnées  suivant  les   puissances 
du  sinus  et  du  cosinus  de  la  variable.  (i4-32). 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

i"  Si  la  fonction /(^)  est  liolomorphc  dans  l'aire  limitée  par  Vovale  dont 
l'équation  est  |sin5l  =  c,  où  c  est  une  constante  inférieure  ou  égale  à  un, 
et  dont  le  centre  est  l'origine  des  coordonnées,  elle  est  développable,  dans  cette 
aire,  en  une  série  de  la  forme 

f{z)  =  /(o)^^X^,^\w'z., 
P  =  i 

dont  les  coefficients  sont  donnés  par  les  formules  suivantes,  où  l'on  doit  rem- 
placer, après  les  multiplications  indiquées,  les  puissances  de  /{o)  par  les 
dérivées  d'ordre  égal  à  l'exposant  de  la  puissance 

/^(0)[,r(0)+2^]...[/^(0)+(o»-3)^] 

1 .2 .6. . .2 n 

_/(o)[.r(o)+i^]...[.r(o)  +  (;.«-.)^] 


-""*"  1 .2.3. .    (2n  -T-  i) 

2°  Si  la  fonction  y(^)  est  holomorphe  dans  la  bande  infinie  comprise  entre 
les  deux  branches  de  la  courbe  |sin^|  =  c,  où  c  est  une  constante  supérieure 
à  un,  et  si  elle  admet  la  période  2-::,  elle  est  développable,  dans  cette  bande 
en  une  série  de  la  forme 


/(-)=^[/(o)-^/(-)]+2]-V''"'^ 


/,  =  ! 

^coirj-J/(o)-/(^)]-^y  n,sin/'/j, 

où  les  coefficients  A   et  B    sont  donnés  par  des  formules  analogues  à  celles  du 
premier  cas. 

L'auteur  applique  ces  formules  aux  fonctions  x^,  o^col^  et  sin • 

Nelto  (Eagen),  à  Giessen.  —  Sur  la  théorie  des  résultants.  (^33- 
49)- 

Soient 

f{x)  =  a„x"-haiX"~^-^ +«„,         g{x)=  bf,x"-*-r- b^x'—■-h...-{-b^_^, 

les  deux  polynômes  considérés.  Dans   la    métliode  d'élimination  de  Kronccker 
Berl.  Mon.  Ber.,  i8Si),  on  introduit  le  développement 

fTx)    ~  '^"^      -hCiX    --f-CoJ?"    -H..., 
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^9 


et  les  déterminants 


^/.+i 


^0        ^1  '"2 

c,       c,        c. 


Dans  le  méthode  de  Bézout  interviennent  les  déterminants  symétriques 


d;  j  =  >   (  a,,  6,, —  «,,'  Z»,,  )         {h  -h  h'  =  i  -T-  k). 
h=o 

Par  des  transformations  de  déterminants,  tout  élémentaires,  l'auteur  obtient 
les  expressions  des  c-^  et  des  C-^  sous  forme  de  déterminants,  dont  les  éléments 
sont  des  coefficients  de  f  el  de  g  ;  et  démontre  que  le  déterminant  adjoint 
de  C^j.,  est  égal  à  B^^,.  Il  démontre  également  ce  théorème  de  Jacobi  que  le 
déterminant  adjoint  de  Bj^j  est  un  déterminant  récurrent  ;  el  donne  enfin  une 
démonstration  élémentaire  de  la  formule  de  récurrence,  due  à  Jacobi,  qui  lie 
les  polynômes 


H*. 


Le  travail  se  termine  par  une  remarque  sur  la  méthode  du  plus  grand 
commun  diviseur:  la  puissance  du  premier  coefficient  de  g,  par  laquelle  on 
multiplie  /  pour  éviter  l'introduction  des  dénominateurs,  se  trouve  en  facteur 
dans  le  reste  de  la  deuxième  division,  et  l'on  peut  alors  la  négliger. 

Meder  {Alfi-ed)^  à  Dorpat.  —  Sur  quelques  espèces  de  points 
singuliers  des  courbes  de  l'espace.  (00-84  et  247-264)- 

Un  point  décrivant  une  courbe  gauche,  on  peut  considérer  (von  Staudt)  le 
sens  dans  lequel  le  point  se  déplace,  le  sens  dans  lequel  la  tangente  tourne  dans 
le  plan  osculateur,  le  sens  dans  lequel  le  plan  osculateur  tourne  autour  de  la 
tangente:  une  singularité  est  alors  caractérisée  par  le  changement  brusque  de 
l'un  ou  l'autre  de  ces  trois  sens.  De  là  sept  espèces  de  singularités. 

L'auteur  cherche,  avec  beaucoup  de  soin,  les  caractères  analytiques  de  ces 
diverses  singularités,  en  supposant  les  coordonnées  du  point  courant  de  la 
courbe  fonctions  uniformes  d'un  paramètre. 

Il  étudie  aussi  les  singularités  correspondantes  des  projections  de  la  courbe 
sur  le  plan  osculateur,  le  plan  rectifiant  et  le  plan  normal. 

Ilerniite  (^Ch.).  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  Laurent. 
(Extrait  d'une  lettre  adressée  par  31.  Cli.  Hermite  à  M.  L. 
Fuchs).  (85-89). 

Il  s'agit  de  développer  les  racines  d'une  équation  algébrique  dans  une  cou- 


4o  SECOND  li    l'AUTli:. 

roniie  circulaire  ayant  pour  cenlre  rorigine  des  coordonnées  et  ne  contenant  à 
son   intérieur  aucun   point  singulier  de   iéquation.  Une   transformation  de  la 

1 
forme  Ç  =  ^/'  permet  d'appliquer  le  tliéorème  de  Laurent. 

Une  application  est  faite   à  la  fonction  ;  Fauteur  en  tire 

une   formule     intéressante    pour    le  développement    de    l'intégrale    elliptique 
dx 


f 


v/(.-.r^)(i-A-^^^) 


Hamburger.  —  Démonstration  de  la  formule  de   Gauss  pour  la 
détermination  de  la  fête  de  Pâques  juive.  (90-96). 

Cette  formule  a  été  donnée  par  Gauss  sans  démonstration  ;  les  démonstra- 
tions données  depuis  ne  correspondent  pas  à  la  simplicité  de  la  formule.  Celle 
que  propose  l'auteur  est  fondée  sur  une  remarque  très  simple,  tirée  de  l'étude 
du  calendrier  Israélite. 

Schlesinger  (Ludivig).  —  Sur  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  homogènes  par  des  quadratures.  (9--132). 

Il  s'agit  de  l'intégration  par  des  intégrales  définies,  portant  sur  des  fonctions 
où  la  variable  indépendante  figure  comme  paramètre.  On  connaît  deux  méthodes 
classiques  pour  obtenir  une  intégration  de  cette  natui-e,  celle  de  Laplace  et 
celle  d'Euler.  Poincaré  a  donné  à  la  première  une  forme  qui  monti-e  qu'elle 
est  applicable  à  toute  équation  linéaire  homogène  à  coeflicients  rationnels. 
L'auteur  se  propose  de  montrer  que  la  méthode  d'Euler  peut  se  généraliser 
d'une  manière  toute  semblable. 

Après  avoir  rappelé  la  méthode  de  Laplace,  de  manière  à  mettre  ea  évidence 
le  rôle  qu'y  joue  la  notion  d'équation  adjointe,  l'auteur  donne  les  diverses 
formules  relatives  à  la  transformation  d'Euler.  Soit 

A-  =  o 

la  proposée,  où  les  P,.{x)  sont  des  polynômes  de  degré  m.  On  peut  lui  associer 
une  autre  expression  différentielle  de  même  nature,  mais  d'ordre  ni  -i- n 

m  -+-  Il 

d'il 


.(»)=y.,(^.S 


telle  que  l'on  ait  l'identité 

1^  J  ( -  -  ^ )'-'  ]  =  t)  J  (  c  -  ^)"^+''-'  ] . 

Cette  identité  contient  implicitement,  comme  cas  particulier,  ainsi  que  le 
montre  l'auteur  dans  la  suite  de  son  travail,  la  forme  donnée  par  Jacobi  au 
théorème  d'Abel  sur  l'échange  du  paramèlre  et  de  l'argument.  Et  ce  sont 
l'expression  adjointe  O^(i')  et  l'expression  bilinéaire  D,(if,  v),  correspondantes 
à  cette  expression  Xi,{u),  qui  jouent  dans  la  méthode  le  rôle  fondamental.  En 
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eflet 


r 

L 


/l 


est  une  intégrale  de  la  proposée,  si  i'  est  intégrale  deî)^(t')—  O)  et  si  le  ciiemin 
d'intégration  L  est  choisi  de  manière  à  annuler  l'intégrale 


f^_^.Mz-xy-^"'-\v)d^ 


M.  Schlesinger  choisit  comme  chemins  d'intégration  L  les  chemins  appelés 
doubles-lacets,  et  étudie  le  choix  de  l'intégrale  v  d'une  manière  complète  en 
supposant  que  l'équation  proposée  appartient  à  la  classe  des  équations  de 
Fuchs;  il  détermine  à  cet  effet  les  substitutions  qui  se  produisent  sur  les 
diverses  intégrales  y,  correspondant  à  un  système  fondamental  d'intégrales  v 
de  l'équation  auxiliaire,  lorsque  la  variable  z  décrit  un  contour  fermé.  La 
méthode  employée  est  celle  de  la  déformation  des  contours  d'intégration. 
Les  formules  qu'elle  fournit  contiennent  comme  cas  particulier  des  formules  de 
Fuchs  pour  les  intégrales  hyperelliptiques  de  première  espèce,  et  des  formules 
de  Brocker  relatives  à  une  classe  plus  générale  d'intégrales  abéliennes. 

Hermite,    à  Paris,   et   Sonin,   à   Sainl-Pétersboui'g.  —  Sur   les 
polynômes  de  Bernoulli  (échange  de  lettres).  (i33-i56). 

I"  Lettre  de  M.  Sonia.  —  "SI.  Sonin  explique  la  méthode  par  laquelle  il  est 
arrivé,  en  1888  {Annales  de  l'Université  de  Varsovie),  à  une  formule  sur  le 
développement  de  \o^T{x),  donnée  par  M.  Hermite  dans  le  Tome  CXV  du 
Journal  fiir  Mathematik.  M.  Sonin  part  des  polynômes  de  Bernoulli,  définis 
par  l'équation 

9,,  (  j;  -t-  I  )  —  9„  (  ^  )  =  n  a;"-', 

et  définit  les  nombres  de  Bernoulli  par  l'équation 

Il  établit,  entre  autres,  la  formule 

9„(jr)=:c"-"a;'-+('')n,:r"~=-t-('"^B,.r"-^  +  ..., 

d'où  se  déduit  la  formule  de  récurrence  liant  les  nombres  B„.  Les  polynômes 
9„(a:)  sont  eux-mêmes  liés  par  la  formule  de  récurrence 

(.)        f{y  +  xh)=f{y)  +  ^[f^'-'Hy+h)-fi^~^){y)-\h'-^'i^, 

où  f{x)  est  un  polynôme  de  degré  n.  En  particularisant  le  polynôme  on 
obtient  diverses  relations  particulières  entre  les  »„  et  entre  les  B„.  Cette  for- 
mule (i)  est  ensuite  généralisée,  en  supposant  que  f{x)  est  une  fonctioa 
quelconque:  il  faut  ajouter  alors  au  second  membre  un  reste  R„(a;,  y)^  dont 
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M.    Sonin  donne  une  expression  sous  forme  d'intégrale  définie.  L'application 
à  la  fonction  logr(a;)  donne  la  formule  dont  il  a  été  question  au  début. 
Citons  encore  la  formule 

d'où  se  déduit,  entre  autres  résultats, 

.r  =  1 


2"  Lettre  de  M.  Herniite.  —  SI.  Hermite  a  trouvé  de  son  côté  le  développe- 
ment d'une  fonction  quelconque  suivant  les  polj  nomes  de  BernouUi,  en  par- 
tant de  la  formule  de  définition 


c^y 


-}  =  V^^y;  S„(^)=iii±li^; 


ey—  i        jm^    [il] 
et  l'a  généralisée  en  définissant  de  même  des  polynômes  •ï'„(a?)  par  l'identité 

A  e"y  -f-  A  e'.'  — ...  —  L  éy  ^  ^^     [  n  ]     ■^"'' 


3°  Lettre  de  M.   Sonin.  —  Contient   diverses   propriétés   arithmétiques   des 
nombres    de  Bernoulli,  par  exemple  ce   théorème  que  —^ — — est   un 

nombre  entier.  La  fin  de  la  lettre  est  consacrée  à  la  démonstration  d'une  for- 

/""  z  dx 

mule  de  développement  de  l'intégrale    /      F(rr)^ ^;  cette  formule  peut 

J tj  x-->r  z- 

servir  à  la  détermination  du  reste  de  la  formule  de  Stirling;  l'auteur  l'applique 

pour  le  reste  du  développement  de  log — ^— — — ^» 

V  \x) 

Heffler  (Lot/ia/-),  à  Giessen.  —  Sur  les  multiples  communs  des 
expressions  difFérenli elles  linéaires  et  les  équations  différen- 
tielles linéaires  de  la  même  classe.  (i5--i66). 

Soient 

P  (y)  =  Poy + Piy'  -^  ■  ■  --h  P^y^^i,      H(r)=  '".1^+  '\y'-~----^-r„y^'''!, 

deux  expressions  difTérenlielles  linéaires  quelconques.  On  a  par  définition 
r.n  !>/     N  rfR(v)  d'ï{(y) 
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cette  nouvelle  expression  s'appelle  un  multiple  de  R(_y),  et  R(.>')  est  divi- 
seur de  PR.  D'après  cette  définition  bien  connue,  la  notion  de  plus  petit  com- 
mun m.ultiple  de  deux  expressions  P  et  R  est  immédiate.  L'auteur  montre 
que  ce  plus  petit  commun  multiple  est  d'ordre  /i -f- v — ■  z,  si  P  et  R  ont  un 
plu&  grand  commun  diviseur  d'ordre  z. 

Si  l'on  suppose  v^n  —  i,  le  plus  petit  commun  multiple  de  P  et  R  donne, 
égalé  à  zéro,  une  équation  linéaire  de  la  même  classe  que  R  =  o,  au  sens  de 
Riemann  et  de  Fuchs;  et,  en  faisant  varier  P,  on  obtient  ainsi  toutes  les 
équations  linéaires  de  la  classe  de  R=:  o.  De  ce  point  de  vue,  l'auteur  retrouve 
divers  théorèmes  de  Fuchs,  concernant  la  réductibilité  et  les  équations  déter- 
minantes des  équations  linéaires  d'une  même  classe. 

Baiir  {L.)y  à  Darmstadt.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  algé- 
briques. (16--170). 

Soit  ii  un  corps  de  fonctions  algébriques  de  la  variable  x\  Wj,  w.,  ...,  w,^  un 
système  de  fonctions  entières  appartenant  à  ce  corps.  L'auteur  montre  qu'une 

fonction    MiW,4- «^'^2  + +  "«"^«j  ^^    '*^^  "it  sont    des    polynômes   en  x,    ne 

peut  être  divisible  par  un  facteur  linéaire  qui  ne  divise  pas  chacun  des  «,,  que 
si  ce  facteur  figure,  au  carré  au  moins,  dans  le  discriminant  du  système 
ti),,  w,,  ...,  (i3„.  Cette  remarque  permet  de  simplifier  la  recherche  d'un  système 
fondamental  du  corps  Q.. 

Kantor  [S.).  —  Sur  les  groupes  finis  de  corrélations.  (1^1-1-7). 

Le  produit  de  deux  corrélations  étant  une  collinéation,  les  groupes  cherchés 
contiennent  un  sous-groupe  invariant  qui  est  un  des  groupes  de  coUinéations 
déterminés  par  Camille  Jordan.  L'auteur  part  successivement  de  chacun  de  ces 
groupes  et  en  déduit  une  définition  géométrique  des  groupes  de  corrélations 
correspondants. 

Kneser  {Adolf)^  à  Dorpat.  —  Etude  et  représentation  asvmpto- 
tique  des  intégrales  de  certaines  équations  différentielles  pour 
de  grandes  valeurs  réelles  de  l'argument  (premier  Mémoire). 
(178-212). 

Les  principaux  résultats  de  ce  Mémoire  sont  résumés  dans  les  énoncés 
suivants  : 

«  Si  la  variation  de  la  variable  réelle  œ  est  limitée  à  un  intervalle  fini  J,  si 
la  fonction /(a;,  j)')  est  continue  pour  toute  valeur  réelle  et  finie  de  y. et  est 
toujours  du  signe  de  y;  si  elle  est  de  plus  de  nature  telle  qu'une  intégrale 
réelle  et  continue  de  l'équation  y  =  /(  a;,  j')  soit  définie,  sans  ambiguïté,  dans 
l'intervalle  J  tout  entier,  lorsqu'on  se  donne  les  valeurs  de  y  et  de  jk'  en  un 
point  quelconque  de  cet  intervalle  ;  alors  une  seule  des  fonctions  y  et  y' 
peut  s'annuler  dans  l'intervalle  J,  et  elle  ne  peut  s'annuler  plus  d'une  fois.  » 

«  Si  l'intervalle  J  est  infini  du  côté  des  x  positifs,  deux  cas  peuvent  se  pré- 
senter pour  a;  =  -h  X  : 

»  A.  L'intégrale  y  devient  infinie,  par  valeurs  constamment  croissantes  ou 
constamment  décroissantes; 
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»  B.  L'intégrale  y  et  sa  dérivée  y'  tendent  vers  zéro,  l'une  par  valeurs  crois- 
santes, l'autre  par  valeurs  décroissantes.  » 

«  Sous  les  hypothèses  faites,  deux  points,  dont  les  abscisses  sont  distinctes,  et 
appartiennent  à  l'intervalle  J,  sont  toujours  réunis  par  une  courbe  intégrale,  et 
une  seule.  » 

»  Il  y  a  elTectivement,  dans  le  cas  où  J  est  infini,  des  intégrales  ayant  la 
propriété  (B),  et  deux  telles  intégrales  sont  identiques,  dès  qu'elles  prennent 
la  même  valeur  pour  une  valeur  de  a;  appartenant  à  l'intervalle  J.  » 

«  Si  l'on  considère  en  particulier  l'équation  linéaire  y"  =  y[a^-i-  '^{^)], 
où  «(a;)  a  une  dérivée  continue  dans  l'intervalle  J,  supposé  infini,  et  est  de 
signe  constant  dans  cet  intervalle,  où   l'on  a  de  plus  limcp(:r)=o;  où  enfin 

.,+  » 

rint(;;ralc     /  '!ji(x)dx,    dans    laquelle   '^(«)    désigne    la    valeur    absolue 

maxima  de  ri^)  pour  x  =  u,  est  supposée  avoir  une  valeur  finie  et  déterminée: 
alors  cette  équation  a  des  intégrales  de  la  forme 

où  B,  et  B^  sont  des  constantes,  et  Sj  et  s,  des  fonctions  qui  tendent  vers  zéro, 
ainsi  que  leurs  dérivées,  pour  x  =-r-  x. 

»  Si  l'on  suppose  en  particulier  o{a:)  =  a.^x~^-h  a^x'^-i-. .  .^  à  ces  intégrales 
correspondent  des  séries  de  la  forme 


:^..-i 


satisfaisant  formellement  à  l'équation.  Ces  séries  représentent  des  intégrales  j', 
en  ce  sens  que,  pour  chaque  valeur  entière  de  n,  on  a 

lim        (  ye-"^ —  x, — . . . -]x"  \  =  o. 

Cela  est  vrai  pour  toute  valeur  de  a„  si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  et 
pour  des  valeurs  convenablement  choisies  de  a^,  seulement,  si  l'on  prend  les 
signes  inférieurs.  » 

L'auteur  termine  en  appliquant  ces  résultats  à  la  théorie  d'une  plaque  circu- 
laire élastique  vibrante. 

Kôtter  [Fritz).  —  Sur  une  représentation  des  cosinus  directeurs 
de  deux  systèmes  de  coordonnées  rectangulaires  par  des  fonc- 
tions thêta  de  deux  arguments,  qui  contient  comme  cas  parti- 
culiers la  solution  de  plusieurs  problèmes  de  Mécanique. 
(218-246). 

On  sait  (  Webcr,  Caspary)  que  neuf  quotients  de  fonctions  ihèta  de  deux 
arguments,  convenablement  choisis,  satisfont  identiquement  aux  relations 
d'orthogonalité  qui   lient  les  cosinus  directeurs  de    trois  axes  rectangulaires. 
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Mais  cette  propriété  ne  s'est  pas  montrée  très  utile  pour  les  applications  à  la 
Mécanique. 

L'auteur  expose  un  autre  mode  de  représentation  des  neuf  cosinus  par  des 
quotients  dont  numérateurs  et  dénominateurs  sont  des  combinaisons  de  fonc- 
tions thêta  de  deux  variables.  Il  nous  est  impossible  de  développer  ici  ces  for- 
mules, quoiqu'elles  soient  de  forme  relativement  assez  simple.  Les  compo- 
santes de  la  rotation  instantanée  du  trièdre  dont  les  axes  sont  ainsi  définis 
sont  données  par  des  formules  également  simples.  Dans  toutes  ces  formules 
figurent  neuf  constantes  arbitraires  a^,  b  ,  c  (o  =1,2,  3)  et  deux  couples  u\, 
Mj,  u^,  Uj  de  deux  arguments.  L'auteur  développe  diverses  propriétés  du  sys- 
tème de  représentation  ainsi  obtenu. 

L'intérêt  de  ce  système  est  expliqué  par  l'auteur  dans  une  introduction  au 
Mémoire.  En  donnant  à  certaines  des  quantités  arbitraires  a.,  ^pjC^,  m,,  m,,  u\.  u'., 
des  valeurs  constantes,  et  prenant  pour  les  autres  des  fonctions  linéaires  du 
temps  convenablement  choisies,  on  obtient  la  solution  de  toute  une  série  de 
problèmes  de  Mécanique  :  mouvement  d'un  corps  solide  qui  a  un  point  fixe 
(cas  de  M""»  de  Kowalewski  )  ;  mouvement  d'un  corps  solide  dans  un  fluide 
(cas  particuliers  de  Clebsch  et  de  Steklow).  La  solution  explicite  du  cas  de 
Sleklow  n'avait  pas  encore  été  donnée. 

Horn  {J.)i  à  Charlottenburg.  —  Sur  le  développement  en  série 
des  intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  dans  le 
voisinage  de  certains  points  singuliers.  (aôo-SoG). 

Dans  les  paragraphes  1  et  2  de  ce  travail,  l'auteur  étudie  le  système 
dvi 

où  Gi  est  une  série  entière  en  x,y„  ...,^'„  s'annulant  pour 
X  =  y,  =,..  =  ;-„=  0, 

et  dont  les  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux  y  seront  représentés  par 

n 

^«A,r.-       (/•■  =  '.  2.  ...,n). 


Ce  système   a   été  considéré   déjà  par   Konigsberger  et  l'icard  ;  mais  le  cas  le 
plus  simple  seul  a  été  traité.  On  supposera  que  le  déterminant 


1{S): 


[   1         si         i  =  h 
(  o        si         i^  k 


n'a  que  des  diviseurs  élémentaires  simples  : 

(5  — a,),     {s  — a.),     ...,     (s  —  aj. 

Si  les  parties  réelles  de  a,,  . . .,  a^  sont  positives,  et  celles  de  «,„+,,  .  •  -,  a„  néga- 
tives ou  nulles;  et  si,  de  plus,  il  n'existe  aucune  relation  entre  les  a,,  ...,  «„, 
de  la  forme  a~  p  -1-  p,'aj-l-  p,»a,»4-.. .,  dont  les  coefficients  soient  des  nombres 
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cnliei's  positifs,  le  sj'slùme  a  une  solution  de  la  forme 


•^  *■  ^  '■'■i...>m  y  y.  _^    /^^  _!_...__   y,___>0/ 

A  Al  ...  A,„ 

dépendant  de  /n  constantes  arbitraires. 

Si  au  contraire  il  existe  une  ou  plusieurs  relations  a,=  p  +  ?;'«,'  +  •••,  les 
développements  sont  de  la  forme 

V     —  V  r'*'  -         ■r'-^'-l''l+----^'m"m('   l00■•r^'•l■^-i-•••+"'■m■'m 

A  A,  ...  ),,„ 

où  V,, . . .,  v„j  sont  des  nombres  entiers,  positifs  ou  nuls,  dont  les  valeurs  dépen- 
dent des  relations  entre  a^,  ...,  a^. 

Dans  le  paragraphe  3,  ces  résultats  sont  éclairés  par  quelques  exemples  ;  et 
dans  le  paragraphe  4  l'auteur  les  applique  au  cas  particulier  où  les  équations 
sont  linéaires. 

Dans  le  paragraphe  5,  l'auteur  étudie  l'équation 

d"r  ri"-' y  dv 

"  dx"         '  f/x-"-'  "   '     dx         "•' 

11  1  1  ,   .  . .        ,  dY 

dont  le  second  membre  est  une  série  entière  des  arguments  x,  y,  x-f—>  •••> 

°  ^  -^        dx 

rf"-'  y 
x"-^ —, — '—•,  s'annulant  pour  des  valeurs  nulles  de  ces  arguments,  sous  l'hy- 

pothcse  que  l'équation 

s{s  —  i)...(s  —  n+i)=  c,s(5  —  i). .  .{s  —  «  +  2)+...+  c„_,  s  -+-  c„ 

a  des  racines  Oj, . . . ,  a„  toutes  simples.  Si  les  parties  réelles  de  a,,  . . . ,  a,„  seules 
sont  positives,  et  si  a^, . . .,  a„,  ne  sont  liés  par  aucune  relation  de  la  forme  con- 
sidérée plus  haut,  l'équation  a  une  intégrale  de  la  forme 

y=       y       cù.^..  ■,.^^x'-^''-t"i+—+'''m''m: 

A)..-    Àm 

dépendant  de  /n  constantes  arbitraires;  tandis  qu'on  obtient  dans  le  cas  con- 
traire où  de  telles  relations  existent  entre  a;,  ...,  «,„,  une  série 

y  =  y         C>,-A,...l„,a;'-+'-i".+-+'-m«m  (  log  X  )'V'l+-+''mV, 

ÀA,...À„, 

OÙ  Vj,  ...,  v„,  sont  de  la  nature  indiquée  plus  haut. 

Meyer  (A.),  à  Zurich.  —  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires 
indéfinies  (suite  du  travail  commencé  au  t.  GX.V  du  même 
Journal).  (3oy-325). 

L'auteur  étudie,  dans  celte  dernière  partie  de  son  Mémoire,  l'équivalence 
des  formes  /,  ayant  pour  invariants  e*+'fl,  6A,  où  Ql  est  premier  à  9  ;  puis 
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des  formes  /  ayant  pour  invariants  e-fl,  0^+=A,  où  0  est  positif  et  QA'  non 
divisible  par  le  nombre  premier  0.  La  conclusion  de  cette  étude  est  une  règle 
générale  pour  la  détermination  du  nombre  des  classes  d'un  genre  donné, 
ajant  des  invariants  £2,  A  donnés  :  ce  nombre  est  une  puissance  de  2,  dont 
l'exposant  dépend  des  caractères  arithmétiques  du  genre  considéré. 

L'auteur  démontre  encore  un  lemme  dont  il  a  fait  usage  dans  les  premières 
parties  du  Mémoire  ;  et  étudie  la  résolubilité  de  l'équation 

p-—9.F{q,q',q")=  î. 

Dans  une  N.)te  finale,  sont  énoncés  les  résultats  relatifs  au  cas  oii  SI  =z  2", 
A  =  2*. 

Bi'ioschi  (^F.).  —  Relations  dififérentielles  entre  les  périodes  des 
fonctions  hjperelliptiqiies  (^=2).  (Extrait  d'une  lettre  de 
M.  F.  Brioschi  à  M.  L.  Fuchs).  (Saô-SSo). 

Soient 

**'l.)i'        '^■•:,i'       ''ilm'        '^nm 

les  périodes  de  première  et  de  seconde  espèce  ;  l'auteur  désigne  par  PnP^^Pi^Pv  Pi 
certains  des  déterminants  de  la  forme  Wj^io^, —  oJj.oj^^,  qui  suffisent  à  les 
exprimer  tous  ;  et  calcule,  sous  forme  entièrement  explicite,  l'équation  linéaire 
du  cinquième  ordre,  déjà  considérée  par  Fuchs,  à  laquelle  satisfont  PiiP^i  •■■iPi- 
Il  montre  que  cette  équation  est  équivalente  à  son  adjointe,  et  la  ramène  à  la 
forme  canonique  donnée  par  AL  Darboux  pour  les  équations  jouissant  de  cette 
propriété. 

Au  début  de  la  lettre  sont  indiquées  des  relations  différentielles  entre  les 
périodes  i\  et  les  périodes  w. 

Lanclsberg  (Geofg),  à  Heidelberg.  —  Sur  les  systèmes  fonda- 
mentaux et  les  formes  bilinéaires.  (33i-349)- 

Soit  P(s)  un  polynôme  de  degré  n;  et  n  polynômes  m, (^),  ...,w„(3)  de 
degré  71  —  1  et  dont  le  déterminant  soit  différent  de  zéro.  Tout  polynôme  est 
congru,  modulo  P(^),  à  une  expression  de  la  forme  a;, «j  + . . .  +  J:^„  «„,  où 
les  x^  sont  des  constantes  :  l'auteur  dit  alors  que  u^...  «„  constituent  un  sys- 
tème fondamental  pour  le  module  P(-).  Soit  alors  Q(-)  un  polynôme  quel- 
conque, et  formons  les  identités 

Q(-)«,^  V/7,,.«,[modP(^)]         (/,A-  =  i,2,  ...,;0- 
k 

L'auteur  démontre  que  le  déterminant  des  constantes  /?,j  est  égal  au  résultant 
de  P(5)  et  de  Q(^). 

Après  ce  théorème  préliminaire,  l'auteur  pose 

2-w.=  V  a_n«j[modP(^)]         (t  =  1,  2,  ...,  n), 
k 

et   considéie,  comme  associée  au   système   fondamental   considéré,    la    forme 
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bilinéaire 

Le  problème  de  la  réduction  de  celte  forme  A  se  ramène  à  un  problème  de 
même  nature,  relatif  au  système  fondamental  u^,  ...,  j^„.  Et  c'est  au  moyen  de 
ce  principe  que  l'auteur  retrouve  la  méthode  de  Frobcnius  pour  réduire  l'une 
à  l'autre  deux  formes  bilinéaires  équivalentes.  Sa  méthode  lui  permet  de  plus 
de  simplifier  les  opérations  nécessaires  dans  la  méthode  de  Frobenius. 

La  forme  A  n'est  pas,  à  vrai  dire^  la  forme  bilinéaire  la  plus  générale;  mais 
l'auteur  montre  que,  dans  le  cas  général,  on  peut  encore  ramener,  d'une 
manière  analogue,  le  problème  de  la  réduction  d'une  forme  bilinéaire  au  pro- 
blème de  la  réduction  d'un  certain  système  fondamental,  associé  à  cette  forme. 

Hensel  (K.).  —  Sur  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les 
nombres  qui  peuvent  se  représenter  par  une  fonction  entière 
de  n  variables.  (35o-356). 

Soit  ^(w,,  ...,M,. )  une  fonction  entière  de  x  variables,  de  degré  n-  par 
rapport  à  u-,  et  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  rationnels  ou 
algébriques.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  nombres  repré- 
sentables par  F(  M,,  . . .,  u^)  est  égal  à  celui  des  nombres  F(/ij,  . . .,  h^)  où  h^ 
prend  /i,+  i  valeurs  entières  consécutives  ;  et  (/?,-(- i). .  .(n^+ i)  est- le  plus 
petit  nombre  de  valeurs  particulières  de  la  fonction.,  par  lesquelles  ce  plus 
grand  commun  diviseur  puisse  être  déterminé  en  général. 

Après  avoir  démontré  ce  tliéorème,  l'auteur  étudie  les  fonctions  d'un  degré 
donné,  pour  lesquelles  le  plus  grand  commun  diviseur  donné  par  l'énoncé 
précédent  est  le  plus  grand  possible,  et  expose  diverses  propriétés  de  ce  plus 
grand  commun  diviseur. 


Tome  117;  1897. 

Fischer  [Karl).  —  Sur  les  systèmes  canoniques  de  fonctions 
algébriques  d'une  variable,  qui  appartiennent  à  un  corps  du 
troisième  ou  du  quatrième  ordre.  (i-25). 

Hensel  a  montré  que,  pour  un  corps  de  fonctions  algébriques  d'ordre  quel- 
conque, défini  par  une  équation  irréductible 

y"-f,ix)y"-'-^f2{3:)y"--  —  ...±f,^{x)z=o, 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  x.  on  peut  obtenir  certains 
systèmes  canoniques  de  n  grandeurs  appartenant  au  corps.  Ces  systèmes 
correspondent  chacun  à  une  valeur  particulière  x=a,  cl  leur  recherche  con- 
duit à  la  construction  d'un  système  fondamental  de  fonctions  entières  du 
corps. 
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L'auteur  applique  en  détail  la  méthode  dHense!  dans  le  cas  où  «  =  3  et  où 
n  =4)  ^^  supposant/;  (a;)  H^  o;  il  obtient  dans  le  preiniei"  cas  deux  systèmes, 
et  dans  le  second  cas  cinq  systèmes  dont  lun  au  moins  est  canonique  pour 
chacune  des  valeurs  de  a;  à  considérer.  La  solution  est  fondée  sur  la  considé- 
ration des  déterminants  récurrents  formés  avec  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  en  y  considérée. 

Schfcr  (Friedrich),  à  Aix-la-Chapelle.  —   Stir  le  théorème  de 
FohlAe.  (24-28). 

Etant  donnés  dans  un  plan  trois  segments  OX,  OY,  OZ,  ils  sont  toujours,  dans 
une  projection  oblique  quelconque,  les  projections  de  trois  diamètres  rectangu- 
laires d'une  sphère.  L'auteur  donne  une  démonstration  élémentaire  de  ce  théo- 
rème, fondée  sur  une  nouvelle  construction  de  l'ellipse  de  contour  apparent 
de  la  sphère  inconnue. 

Ilensel  {K.).  —  Sur  la  représentation  des  intégrales  abéliennes, 
de  première   espèce,    au    moyen    d'un    système    fondamental. 

(29-41). 

Une   intégrale    de    première    espèce    étant    mise    sous   la    forme    homogène 

/  r^{x.,dx^  —  x^dx.,).  t,  sera  par  définition  une  forme  algébrique  de  première 

espèce  du  corps  considéré.  Il  s'agit  de  trouver,  pour  l'ensemble  de  ces  formes 

de  première  espèce,  un  système  fondamental  ty.,  ...,  t,  ")  permettant  de  les 

représenter  toutes  par  la  formule 

T,  =  «|T,  ''  ^-. .  .-f-  «„'r,'"', 

où  les  coefficients  u^,  ...,  w„  sont  des  formes  rationnelles  entières  quelconques. 
L'auteur  démontre,  par  la  considération  des  diviseurs  élémentaires  d'un  S3's- 
tème  de  formes  algébriques,  introduite  par  lui  dans  la  théorie  des  corps  de 
fonctions  algébriques,  que  tout  système  fondamental  de  formes  de  première 
espèce  est  le  réciproque  d'an  système  fondamental  de  formes  entières  du  corps 
et  inversement.  Ce  résultat  peut  être  considéré  comme  dû  à  Dedekind  et 
Weber;  mais  l'auteur  donne  de  plus  les  relations  qui  existent  entre  les  divi- 
seurs élémentaires  d'un  système  quelconque  de  formes  du  corps  et  ceux  d'un 
système  fondamental  de  formes  de  première  espèce;  ce  qui  donne  une  méthode 
pour  trouver  efTeclivemcnt  toutes  les  intégrales  de  première  espèce  et  déter- 
miner leur  nombre. 
L'auteur  termine  en  appliquant  sa  théorie  aux  équations  binômes. 

Ilazzidakis  (./.-A'.),  à  Athènes.  —  Déformation  avec  conservation 
des  rayons  de  courbure  principaux.  (42-56). 

Les  surfaces  qui  peuvent  se  déformer  avec  conservation  de  leurs  rayons  de 
courbure  principaux  ont  été  considérées  par  Ossian  Bonnet,  mais  ce  géomètre 
n'avait  pu  en  obtenir  les  équations  explicitement.  L'auteur  les  obtient  sous  la 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  t.  .WVIII.  (Avril  1904.)  l{.\ 
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forme  suivante  : 

^  =  w  [c,  -t-  c,  9  -f-  C3  9-]  -i-  C3/, 

r  =  <^lc\-h  Cj 9  H-  c; 'f-]-h  C3/, 

^  =  w  [  c",  +  c'i  9  +  c';  92  ]  +  c'^/, 


_  r  \dv         r  u  du 
r  \-dv         r  wdu 


où  u  et  V  sont  des  fonctions  aihilraii-es  de  u  et  l' i-espectivement.  t  un  para- 
mètre, et  les  c  des  constantes  liées  par  les  relations 

i,  j  .   j  1   -  -  '2 

Ces  surfaces  ont  des  lignes  de  courbure  isométriques. 

Aetto  (Euge/i),  à  Giesseii.  —  Sur  la  théorie  des  résullanls  (addi- 
tion au  Mémoire   du  Tome  CXVI,  p.  33-49,  ^^  ^^  journal). 

L'auteur  démontre  que  toutes  les  fonctions  ^\  qui  interviennent  dans  la 
méthode  d'élimination  de  Kronecker,  pour  la  formation  du  plus  grand  commun 
diviseur  des  poljnomes  considérés,  sont  nulles  à  partir  d'un  certain  rang.  II 
établit  aussi  une  propriété  des  mineurs  du  déterminant,  ayant  pour  éléments 
des  coefficients  de  ces  deux  polynômes,  qui  représente  leur  résultant. 

Kneser  [Adolf),  à  Dorpal.  —  Etude  et  représentation  as\mplo- 
tique  des  intégrales  de  certaines  équations  diflérenlielles 
linéaires,  pour  de  grandes  valeurs  de  l'argument  (deuxième 
Mémoire).  ('j2-io3). 

Dans  ce  deuxième  Mémoire,  l'auteur  considère  une  é(|uation  y"  -i-  yf{j:)  —  o, 
où  f{x)  et  sa  première  dérivée  sont  finies  et  continues  pour  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  un  nombre   positif^,  et  où    lim  f{x)  =  a".  Il  montre  d'abord 

qu'elle  a  des  intégrales  finies  et  continues  pour  xy  g\  et  s'aniiulant  pour  des 
valeurs    de   x    supérieures    à    tout    nombre    donné.    Si,    de    plus,    l'intégrale 

/  [/(•^)—  a'-]dx  est  finie  et  délcrininéc,  et  que  la  dilTereiicc  [f{x)  —  a-] 

garde  un  signe  constant,  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  grandes,  chaque 
intégrale  se  représente  par  une  expression  de  la  forme 

y  =  Cicosaar  +  c^^'wxax  ~-  z, 

où  c,  cl  c,  sont  des  constantes   et  s  une  fonction  ([ui  s'annule,  ainsi  que  sa 
dérivée,  pour  x  =  +  x. 
Si  f{x)=  €("■  + a.^x~--\- a^x~^-{-. . ..    il    existe    des    développements   de    la 
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forme 

cosax[3ii,~  a, a;-'  +  0L„x---i-..  .]-t-  sinax[%-+  ^^a:~^-{-  p.jr--^. . .], 

qui  satisfont  formellement  à    réqualion,  et  qui  correspontlent  à  chaque  inté- 
grale j'  de  manière  que  l'on  ait 


lim 


t^  a,  rosi7.r  -^  i.  sin  a  a: 


j^„    y 


L'auteur  termine  en  applicjuant  ces  résultais  aux  fonctions  de  Bcssel. 

Horii  {J-),  à  CharloUenburg.  —  Sur  le  développement  en  série 
des  intégrales  d'un  svstème  d'équations  différenlielles,  dans  le 
voisinage  de  certains  points  singuliers  (suite  du  Mémoire  du 
Tome  CXVl,  p.  265-3o6,  de  ce  journal).  (104-128). 

Les  équations  et  systèmes  d'équations  considérés  sont  les  mêmes  que  dans- la 
première  Partie  du  Mémoire;  mais  l'auteur  suppose  maintenant  que  les  divi- 
seurs élémentaires  des  déterminants  A(s)  relatifs  aux  systèmes  considérés,  et 
que  les  racines  des  équations  auxiliaires  analogues  relatives  aux  équations 
considérées,  ne  sont  plus  simples.  Les  développements  en  série  obtenus  sont 
de  forme  un  peu  compliquée  pour  être  transcrits  ici  ;  il  y  a  encore  les  deux 
mêmes  cas  à  considérer  que  dans  la  première  Partie  du  iMcmoire. 

Ilensel  {Kurt).  —  Sur  la  réduction  des  systèmes  algébriques  à 
leur  forme  canonique.  (I:^9-I3()). 

Dans  un  précédent  Mémoire  (même  journal,  t.  CX\',  p.  25^-294)  l'auteur 
a  défini  les  systèmes  canoniques  de  n  fonctions  algébriques  faisant  partie 
d'un  corps  d'ordre  n,  et  montré  comment  on  peut  les  déduire  d'un  système 
quelconque  de  n  fonctions  du  corps  considéré.  Mais  il  n'avait  développé  cette 
théorie  que  relativement  à  un  seul  des  facteurs  linéaires  de  la  forme  {x —  a) 
qui  sont  contenus  dans  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  formé  avec 
les  diverses  déterminations  de  n  fonctions  du  système  considéré.  Dans  ce  nou- 
veau travail,  la  question  est  reprise  en  considérant  simultanément  tous  les 
facteurs  linéaires  figurant  dans  les  diviseurs  élémentaires.  La  théorie  est 
appliquée  ensuite  au  système  important  formé  des  fonctions  [i,^,^'-,  . . .,  >'"~'], 
où  y  désigne  la  fonction  algébricjue  de  x  qui  définit  le  corps.  L'auteur 
explique  en  terminant  comment  ses  résultats  constituent  un  progrès  impor- 
tant sur  ceux  que  l'on  doit,  sur  ce  sujet,  à  Ivronecker. 

Laiidsberg  (^Georg)^ii  Heidclberg.  —  Sur  le  système  fondamen- 
tal et  le  discriminant  des  cor[)s  de  nombres  algébriques,  qui 
sont  formés  avec  des  radicaux.  [\\o-\/\-). 

Recherche  d'un  système  fondamental  et  ilu  discriminant  d'un  corps  algé- 
bri(jue  défini  par  une  équation  binôme  x'- —  a  =  o,  où  a  est  un  nombre  entier. 
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La  question  est  traitée  relativement  à  un  module  premier  p.  Le  cas  où  \  est 
premier  et  est  pris  pour  module  donne  un  résultat  très  simple. 

Scldesinger  {Luchvig).  —  Sur  la  ihéorie  de  la  transformée 
à^Euler,  pour  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  de 
la  classe  de  Fuchs.  (148-1G-). 

Dans  des  travaux  px'écédents  {Comptes  rendus,  24  ]^^^  i^^g-^!  Journal  f tir 
Malhematik-,  t.  CXVI,  p.  97  et  suiv.)  Tauteur  a  montré  qu'on  pouvait  intégrer 

toute  équation  linéaire  liomogène  par  une  intégrale    /  w{z — x)'-~^ clx,\iT\>t 

suivant  un  chemin  d'intégration  convenablement  choisi,  iv  étant  définie  par  une 
nouvelle  équation  linéaire,  qui  s'appellera  la  transformée  d' Euler  àt  la  première. 
i\L  Schlesinger  étudie,  dans  cette  nouvelle  Note,  les  relations  qui  existent  entre 
deux  équations  linéaires  dont  les  transformées  d'Euler  appartiennent,  au  sens 
de  Riemann,  à  la  même  classe.  La  question  de  la  réductibilité  des  transformées 
est  aussi  approfondie.  Enfin  l'auteur  applique  les  résultats  obtenus  à  l'équation 
de  Tissot-Pochhammer  et  plus  spécialement  aux  équations  qui,  d'après  Fuchs, 
lient  les  modules  de  périodicité  des  intégrales  hyperclliptiques  de  première  et 
de  deuxième  espèce. 

Gunther  [Paul).  —  Sur  la  théorie  de  l'équation  adjointe.  (Note 
posthunie).  (1G8). 

L'auteur  donne  une  décomposition  symbolique  du  premier  membre  de 
l'équation  adjointe  en  facteurs  du  premier  ordre,  qui  met  en  évidence  la 
réciprocité  de  l'adjointe  et  de  la  proposée,  et  diverses  autres  propriétés 
connues  de  l'adjointe. 

Mcrtens  (/^. ),  à  Vienne.  —  Sur  la  multiplication  et  le  non-éva- 
nouissement des  séries  de  Dirichlet.  (169-184). 

L'auteur  considère  /•  séries  de   la  forme    >    -  «,''.  sous  les  hvnolhèses  sui- 

À^  n  -  ' 


1°  On  a,  quel  que  soit  </,  les  G,,  étant  certaines  constantes  cl  ).  un  nombre 
non  négatif  inférieur  à  i, 

mod  (  af  +  a\il,  -+-...  H-  a'-,p  )%G,q'-, 
1"  Ou  a,  e-  étant  donné. 

moda^,''-f-  -  moda.'/'-î-. .  .H — moda^'^<  (i -1- log/O''- 

Chacune  de   ces   séries  est  convergente  et  leur  produit  est  représenté  par   la 
série    >   — C„,,  où  C„,  désigne  la   somme  de  tous  les  produits  de   la  forme 
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a'J^^  a'^\ . .  a[''\   tels  que  a|i...£  =  7?i.   L'auteur    montre  que,   sous    certaines 
conditions,  aucune  des  séries  considérées  ne  peut  avoir  une  somme  nulle. 

Les  séries  qui  interviennent  dans  la  démonstration,  donnée  par  Dirichlet,  de 
l'existence  d'une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  M^  +  N,  sont  des 
séries  de  l'espèce  considérée  :  il  faut  cependant  une  démonstration  spéciale 
pour  établir  que  celles  de  ces  séries,  dont  les  termes  sont  réels,  ne  s'annulent 
pas.  La  méthode  s'étendrait  aux  séries  employées  par  Dirichlet  pour  démontrer 
que  toute  forme  quadratique  binaire,  proprement  primitive,  et  de  déter- 
minant non  quadratique,  peut  représenter  une  iiilïnilé  de  nombres  premiers 
contenus  dans  une  formule  linéaire. 

Thomé  [L.-Jf.),  à  Greifswald.  —  Sur  une  application  de  la  ihéorie 
des  équations  diirérentielies  linéaires  aux  équations  linéaires 
du  second  ordre,  (i 85-224). 

La  théorie  appliquée  par  l'auteur  est  celle  qu'il  a  exposée  dans  le  Tome  XCVI 
du  même  journal.  La  question  fondamentale  est  la  suivante:  une  équation 
différentielle  donnée 

f/-_r  dy 

dx-  dx 


-Pû'  =  o, 


à  coefficients  rationnels,  peut-elle  se  remplacer  par  un  système  de  la  forme 

/"(r,-^)=rP        /^)(;-„^)=o, 

où  /(')  et  f^-'i  sont  des  expressions  différentielles  linéaires  homogènes  du 
premier  ordre,  à  coefficients  rationnels?  L'auteur  montre  comment  l'étude 
des  points  singuliers  de  l'équation  donnée  conduit,  d'une  manière  entièrement 
explicite,  aux  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sous  lesquelles  celle  décom- 
position est  possible.  Il  donne,  sous  ces  conditions,  les  expressions  dc/^')  et 
de  /^-',  et  étudie  l'intégration  de  l'équation  proposée. 

Un  paragraphe  est  consacré  aux  équations  non  homogènes;  l'auteur  y  suppose 
que  le  second  membre  satisfait  aux  conditions  introduites  dans  son  Mémoire 
du  Tome  CVII  du  même  journal. 

Diverses  parties  du  travail  s'appliquent  aux  équations  linéaires  à'un  ordre 
quelconque,  et  constituent  une  simplification  des  méthodes  générales  intro- 
duites par  M.  Thomé  dans  son  Mémoire  du  Tome  XCVT  du  même  journal. 

Scliottky  {F.),  à  Marburg-.  —  Sur  les  oscillations  des  fonctions 
liarnioniqucs  de  deux  variables  réelles,  et  des  fonctions  d'un 
argument  complexe.  (225-253). 

Soient  ç,  t,  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  P  dans  un  plan;  ce 
point  étant  dans  un  domaine  G  limité  par  (p-f-i)  courbes  régulières  L^, 
L,,  ...,  L,  dont  la  première  contient  les  autres  à  son  intérieur.  L'auteur 
considère  une  fonction  de  la  forme 

U(?, -O^-^d-^irJ-i-.^C^-rf,), 
où  9  et  ^  sont  des  fonctions  uniformes  et  régulières  de  leurs  arguments  dans 


54  SIÎCONDR   PARTIE. 

le  domaine  G:  celle  forme  comprend  les  fondions  harmoniques  réelles,  aussi 
bien  que  les  fondions  d'une  variable  complexe.  Soicnl  D„,  D,,  ...,  D,  les  oscil- 
lalions  maxima,  en  valeur  absolue,  de  U  sur  chacune  des  courbes  considérées, 
et  soient  U„  et  U,  les  valeurs  de  U  en  deux  points  P„  et  P,,  choisis  dans  le 
domaine.  L'aulcur  cherche  la  limite  supérieure  de  |  U,  —  U,  |  pour  toutes  les 
fonctions  U  dont  les  oscillations  D.  sur  les  courbes  limites  sont   inférieures  à 

P 
des  nombres  donnés  \^,  et  montre  que  celle  limite  est  de  la   forme    7    '"^y. -^a» 

a  =  0 
où    les    hi^j    sont   des   nombres  compris    entre  zéro   et    i,   qui    dépendent  de   la 

position  des  points  P,,  et  P,  suivant  une  loi  que  l'auteur  indique. 

M.   Schotlky   applique   ce   résultat  au  cas  où  G  est   un   cercle    ayant  pour 

centre  l'origine  des  coordonnées  et  retrouve  ainsi  un  théorème  de  Ncumann, 

complété  par  Schwarz. 

Horn  {J.),  à  Cliarlollenbiirg'.  —  Sur  le  développement  en  séries 
des  intégrales  d'un  système  d'équations  difTérenlielles  dans  le 
voisinage  de  certains  points  singuliers  (continuation  du  Mé- 
moire du  ^nême  Volume,  p.  io4-i2f)).  (aof-aGô). 

Cet  article  contient  quchjues  remarques  sur  les  résultats  obtenus  dans  les 

Mémoires  publiés  par  l'auteur  sous  le  même  titre  dans  les  Tomes  CXVI  et  CWH 

du  même  journal.  I^'une  de  ces  remarques  a   trait  à   la  question,  étudiée  par 

Picard    dans    son    Traité    d'Analyse,    des    courbes    intéi;ralcs    d'un    sjslème 

dx  doc 

-^^  =...=  -— -^  passant  par  Torigine  ou  s'en  rapprochant  indéfiniment;  les  \^ 

1  ^n 

sont  des  séries  entières  eu  ,r,  . . .  .r,,  s'annulant  à  l'origine.  En  égalant  à  t  les 

rapports  -ir-^i   l'auteur   peut  employer   les   développements    en   série    trouvés 

dans  ses  précédents  Mémoires,  et  montre  que  l'hypothèse  (ju'il  y  avait  faite  sur 
certaines  quantités  «,  . . .  a„,,  dont  les  parties  réelles  devaient  être  positives, 
peut  se  remplacer  par  l'hypothèse  un  peu  plus  générale  que  les  points  a,, . . .,  «,„ 
doivent  se  trouver  d'un  même  côté  d'une  droite  passant  par  l'origine,  dans  le 
plan  où  l'on  représente  les  valeurs  complexes.  En  faisant  alors  décrire  au 
point  qui  représente  la  variable  i  certaines  spirales  logarithmiques,  on  obtient 
elfectivement  des  courbes  intégrales  satisfaisant  à  la  question,  sous  des  condi- 
tions précises  données  par  M.  Horn. 

D'autres  rem:ir(|ues  se  rapportent  à  la  manière  dont  figurent  les  constantes 
arljilraircs  dans  les  iléveloppements  en  série  trouvés  par  M.  llorn. 

KoiVdlcwsky  (G.),  à  dreifswald.  —  Sur  un  mode  de  représenta- 
tion simidtanée  d(;s  intégrales  définies.  (26--'}.y2). 

Soient  »(0  et  '^(/)  deux  fondions  de  la   variable  réelle  /,  continues  dans 
l'intervalle  (/„,  T).  L'auteur  démontre  les  formules  simultanées 

f    r  in^n  =  {T -  t,)[\-i  {t,)~  \-r  {t,)l 
f     ■L{t)dt==  (T -/„)[).,•;(/,) -h  >.,<;;(  A,  )], 
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où  t^  et  t^  sont  compris  entre  /„  et  T,  cl  où  a,  et  \.  sont  deux  nombres  posi-- 
lil's  dont  la  somme  est  égale  à  i. 

Gri'n\feld  {E.),  à  Nikolslnirg-.  —  Sur  la  nature  des  ti  équations 
différentielles  adjointes,  qui  correspondent  à  une  équation 
différentielle  linéaire  d'ordre  n.  (273-290). 

Soient  1'  la  fonction  définie  par  l'équation  diflërentielle  proposée,  z  celle  (jui 
satisfait  à  Y  adjointe  de  Lagrange  (ou  /i""""  adjointe);  les  autres  adjointes 
sont  définies  (J.  Gels)  par  les  relations 

rfK(')  <:/«:-)  ,,,  du'"''  „.  ,.  ,  , 

Si  toutes  les  intégrales  y  sont  régulières  dans  le  domaine  d'un  point  singulier, 
il  en  est  de  même  des  intégrales  de  toutes  les  adjointes;  et  les  racines  des 
équations  fondamentales  déterminantes  de  la  proposée  et  de  sa  k'"""  adjointe 
sont  liées  par  la  formule  /•  -;-  5  =  A-  —  /,  où  /•  et  s  sont  respectivement  racines 
des  deux  équations. 

Si  la  proposée  est  à  coefficients  constants,  toutes  les  adjointes  sont  identiques. 

Jaerhch  [Paul),  à  Hambury.  • —  Théorie  de  la  réflexion  et  de  la 
réfraction  des  ondes  sphériques  transversales,  et  application  à 
la  réflexion  et  la  réfraction  de  la  lumière.  (acji-SSa). 

Le  but  du  Mémoire  est  indiqué  par  l'auteur  en  ces  termes  : 

«  A  la  limite  de  deux  milieux  élastiques,  dans  la  réflexion  et  la  réfraction 
de  la  lumière,  doivent  être  remplies   les  trois  conditions  suivantes: 

»  1'  Égalité  des  composantes  des  déplacements  ; 
»  2°  Égalité  des  composantes  des  pressions  élastiques; 

»  3°  Conservation  de  la  force  vive  des  particules  en  mouvement,  des  deux 
côtés  de  la  surface  de  séparation. 

»  Toutes  ces  conditions  n'ont  pu  être  satisfaites  jusqu'ici  en  employant  seu- 
lement des  vibrations  transversales....  Je  montrerai  dans  ce  qui  suit  que  toutes 
les  conditions  énoncées  peuvent  cependant  être  réalisées  par  des  vibrations 
transversales  seules,  si  l'on  introduit,  au  lieu  des  ondes  planes  introduites 
jusqu'ici  dans  les  calculs,  des  ondes  sphériques.  On  arrive  ainsi  aux  formules 
de  Fresnel  pour  les  amplitudes  des  ondes  réflécliies,  aussi  bien  qu'aux  formules 
de  F.  Neumann  pour  les  amplitudes  des  ondes  réfractées,  et  l'hypotlièsc  de 
l'égalité  de  densité  de  l'éthcr,  des  deux  côtés  de  la  surface  de  séparation, 
apparaît  comme  conséquence  des  conditions  énoncées.  » 

Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  une  étude  des  équations  de  l'élasticité 
dans  un  milieu  isotrope,  en  coordonnées  polaires,  qui  le  conduit  à  une  inté- 
grale nouvelle  de  ces  équations. 

L'hypothèse  peu  admissible,  faite  par  l'auteur,  que  les  ondes  réfléchie  et 
réfractée  sont  sphériques,  comme  l'onde  incidente;  ainsi  que  la  nature  des 
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formules  employées  pour  représenter  les  vibrations  transversales,  enlèvent  à 
ranal)'se  de  l'auteur  une  partie  de  son  intérêt. 

Hensel  [Kiii-t).  —  Stir  les  diviseurs  foiidamenlaux   des  corps  de 
fonctions  algébriques.  (333-345). 

L'auteur  généralise  les  résultats  exposés  par  lui  dans  de  précédents  Mémoires. 
Il  considère  un  domaine  de  ralionalité,  défini  de  la  manière  la  plus  générale, 
et  dans  ce  domaine  une  équation  rationnelle  irréductible  dordre  n  définissant 
un  corps  (^  de  fonctions  algébriques.  Kronecker  a  introduit  les  notions  essen- 
tielles des  systèmes  fondamentaux  et  du  discriminant  du  corps.  M.  Henstd 
y  ajoute  celle  des  diviseurs  élémentaires  du  discriminant  du  corps,  qui  sont 
les  quotients  des  plus  grands  communs  diviseurs  de  l'ensemble  des  détermi- 
nants d'un  même  ordre  formés  avec  le  tableau  des  valeurs  conjuguées  des 
diverses  quantités  qui  constituent  un  système  fondamental  quelconque.  Ces 
diviseurs  élémentaires  sont  des  puissances  de  fonctions  rationnelles  dans  le 
domaine,  les  exposants  étant  des  fractions  proprement  dites. 

L'auteur  étudie  ensuite  la  décomposition  d'une  grandeur  P  rationnelle, 
irréductible  dans  le  domaine  considéré,  en  facteurs  appartenant  au  corps  (j, 
dans  ses  rapports  avec  le  discriminant  et  ses  diviseurs  élémentaires,  et  définit 
certains  S3-stèmes  de  grandeurs  du  corps  (J,  qu'il  appelle  systèmes  canoniques, 
modulo  P. 

Henscl  [Kurt).  —  Sur  les  diviseurs  éléineiitaires  de  deux  corps 
algébriques,  dont  l'un  est  contenu  dans  l'autre.  (346-355). 

Quand  un  corps  ^  est  contenu  dans  un  autre  G,  les  diviseuis  élémentaires 
de  G  sont  contenus  dans  les  diviseurs  élémentaires  correspondants  de  Ç^.  L'au- 
teur étudie  d'une  manière  très  précise  les  relations  entre  les  diviseurs  élémen- 
taires de  G  et  de  fj",  ainsi  que  leurs  propriétés  relativement  à  un  facteur 
premier  rationnel  P  du  discriminant  de  G. 


Tome  118. 

Brodén  (7^.),  à  Lund.  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions 
continues  d'une  variable  réelle.  (i-6o). 

Le  but  de  l'auteur  est  de  construire,  dans  un  intervalle  fini,  des  fonctions 
continues  y  =  f{x)  présentant,  au  point  de  vue  de  leurs  dérivées,  diverses 
particularités.  La  méthode  employée  consiste  à  partir  d'un  ligne  brisée,  que 
l'on  remplace  par  une  nouvelle,  ayant  les  mêmes  extrémités,  ayant  un  plus 
grand  nombre  de  côtés,  et  comprenant,  parmi  ses  sommets,  tous  ceux  de  la 
première.  On  opère  de  même  sur  celte  seconde  ligne  brisée  et  ainsi  de  suite.... 
Sous  certaines  conditions,  énoncées  par  l'auteur,  il  existe  une  fonction  continue 
dont  la  courbe  représentative  passe  par  les  sommets  de  toutes  les  lignes  brisées 
ainsi  formées;  et  elle  est  unique,  parce  qu'on  a  ainsi  les  valeurs  de  la  fonction 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  formant  un  ensemble  partout  dense  et 
dénomOral^le. 
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M.  BrodOii  se  sert  plus  spécialement  des  modes  de  formation  qu'il  appelle 
division  par  deux,  et  par  trois;  ils  consistent  en  ce  que,  dans  le  passage 
d'une  ligne  brisée  à  une  autre,  chaque  côté  de  la  première  est  remplacé  par 
deux,  ou  par  trois  côtés  de  la  seconde.  Les  fonctions  obtenues  ont,  pour 
chaque  valeur  x  de  l'intervalle,  grâce  à  certaines  hjpolhèses  auxiliaires,  une 
dérivée  f'^{x),  correspondant  aux  accroissements  positifs  de  x^  et  une  dérivée 
fL{x),  correspondant  aux  accroissements  négatifs;  et  ces  deux  dérivées  ont 
des  valeurs  différentes  pour  une  infinité  partout  dense  et  dénombrable  de 
valeurs  de^;  leurs  signes  étant,  suivant  les  cas,  soit  les  mêmes,  soit  dilTérents. 

Pirondini  (Gemi/iiano),  à  Parme.  —  Sur  les  trajectoires  isogo- 
nales  des  génératrices  d'une   surface  développable.  (6i-'j3). 

Dans  la  théorie  des  lignes  à  double  courbure  on  trouve  souvent  la  démons- 
tration de  la  propriété  suivante:  «  Lorsqu'un  cône  et  un  cylindre  se  coupent 
suivant  une  hélice  commune,  le  cône  est  de  révolution  et  la  section  droite  du 
cylindre  est  une  spirale  logarithmique.  »  L'auteur  montre  que  ce  théorème 
n'est  pas  exact;  et  qu'il  y  a  une  infinité  d'autres  hélices  cylindriques  coupant 
les  génératrices  d'un  cône  sous  un  angle  constant.  Ces  hélices  sont  même  en 
général  les  hélices  d'un  deuxième  cône. 

L'auteur,  après  avoir  signalé  divers  cas  particuliers  de  ces  hélices  cylindro- 
coniques  générales,  montre  qu'il  n'y  a  que  les  surfaces  développablcs  à  cône 
directeur  de  révolution  pour  lesquelles  toutes  les  trajectoires  isogonales  des 
génératrices  soient  des  hélices  cylindriques. 

Kantor  (S.).  —  Théorie  des  complexes  linéaires  de  rayons  dans 
l'espace  à  r  dimensions.  (-4-122). 

Soit  R,-  un  espace  linéaire  quelcontiue  à  i  dimensions.  Dans  un  R^  il  y  a 
Qo('+>)(''-')R., quel'on  peut  prendre  comme  éléments  d'un  espace  à  (t -t-  1)  (  /•  —  i) 
dimensions.  A  une  multiplicité  à  k  dimensions  M^  de  ce  nouvel  espace  corres- 
pond alors  par  définition  un  complexe  de  oc^^R,. 

L'auteur  donne  d'abord  divers  théorèmes  sur  ces  complexes  généraux;  puis  se 
limite  au  cas  où  ^f|,.  est  linéaire  (comjjlexes  linéaires),  et  où  fc  —  {i+i)  {r —  i) —  i 
{complexes  complets);  ce  qui  le  conduit  à  une  nouvelle  suite  de  nombreux 
{cinquante)  énoncés,  se  rapportant  aux  intersections,  aux  systèmes  de  com- 
plexes, et  aux  corrélations  donnant  naissance  à  des  complexes.  La  plupart  se 
rapportent  aux  complexes  de  rayons,  c'est-à-dire  au  cas  où  i  —  r —  i. 

Les  derniers  paragraphes  contiennent  quatorze  méthodes  de  représentation 
de  ces  complexes  linéaires  de  rayons  par  des  multiplicités  ponctuelles  unicur- 
sales. 

Weber  (E.  von),  à  Munich.  —  Fondements  d'une  théorie  de 
l'intégration  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  à  deux  variables  indépendantes  et  un  nombre 
quelconque  de  variables  dépendantes.  (i23-i5-). 

D'après  les  résultats  de  Hamburger,  l'intégration  d'un  système  de  n  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  n  fonctions  inconnues  et  deux 
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variables  indépendantes  se  ramène  à  celle  d'éqiialions  dilTérenliellcs  ordinaires, 
lorsque  certains  S3"Slènics  d'équations  aux  din'crcnliellcs  totales  ont  un  nombre 
suffisant  d'intégrales  indépendantes. 

Le  but  de  l'auteur  est  de  généraliser  ces  résultats,  en  considérant  un  système 
de  n-\- p  équations  à  n  fonctions  inconnues.  Dans  le  paragraphe  1  de  son 
Mémoire,  il  développe  d'abord  les  conditions  qui  expriment  que  ce  sjslèiiie  est, 
au  sens  de  Lie,  un  système  en  involulion-,  et  démontre,  sous  certaines  condi- 
tions (non-évanouissement  de  certains  déterminants),  Texistcnce  d'une  solution 
dépendant  de  n — p  fonctions  arbitraires  d'un  seul  argument.  Après  avoir, 
dans  le  paragraphe  2,  démontré  un  théorème  auxiliaire  sur  les  déterminants, 
l'auteur  déduit  des  équations  données,  dans  le  paragraphe  3,  n — />  systèmes 
différents  d'équations  linéaires  aux  diirérentielles  totales  ;  et  montre  comment 
leurs  intégrales  peuvent  servir  à  simplifier  et,  dans  certains  cas,  à  obtenir 
entièrement  l'intégration  du  S3'stème  proposé.  Dans  le  paragraphe  4,  M.  von 
Weber  introduit  les  relations  qui  se  déduisent  du  système  en  involution  donné 
par  des  dilTérentiations  répétées:  ce  qui  lui  permet  de  montrer  que  les  systèmes 
de  PfalT  considérés  au  paragraphe  précédent  ne  sont  que  le  premier  terme,  et 
le  plus  simple,  d'une  suite  infinie  de  systèmes  de  la  même  nature,  jouant  un 
rôle  tout  semblable  dans  l'intégration  du  système  donné.  Ces  recherches 
forment  ainsi  une  généralisation  des  méthodes  d'Intégration  connues  de  Dar- 
boux  et  Konig. 

Le  dernier  paragraphe  du  Mémoire  contient  des  recherches  sur  les  systèmes 
en  involution  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues;  et 
aussi  la  démonstration  de  ce  fait,  que  tout  système  difTérentiel  d'ordre  supé- 
rieur, à  deux  variables  indépendantes,  dont  l'intégrale  générale  dépend  d'un 
nombre  fini  de  fonctions  arbitraires  d'un  seul  argument,  peut  toujours  se 
ramener  à  un  système  en  involution  d'équations  du  premier  ordre. 

Guldberg  [Al/.),  à  Glirisllania.  —  Sur  rintégralion  des  équa- 
tions difTérentielles  ordinaires.  (i58-i()2). 

Soit  P  {x,y,  y',  . . .,  y '">)  =  o  une  équation  dilTércnticUe  ordinaire  d'ordre  m  ; 
on  peut  la  remplacer  par  une  équation  aux  dilTérenticlles  totales 

n  =  P,rf>'("-i)+  rf>'t"--)  +  . . .+  l\,_^dy  -t-  P„,dx  =  o. 

Si  celle-ci  est  complètement  intégrable,  sa  solution  générale  s'obtient  par  l'in- 
Icgration  d'équations  difTérentielles  du  premier  i.idrc.  et  donne  une   intégrale 
première  générale  de  la  proposée,  dont  l'ordre  se  trouve  ainsi  abaissé. 
Dans  le  cas  contraire,  on  substitue  à  11  =  o  la  combinaison 

II  -t-  a|(f/r  —  y'  dx)  +  ai.,{dy'  —  y"  dx)  —-..  .-h  :i- „_x  {  dy '"'--'>  —  y-'"  '^"i  dx)  =  o, 

et  l'on  cherche  à  déterminer  les  jnulliplicateurs  a^  de  manière  que  cette  nou- 
velle équation  soit  complètement  intégrable.  Il  suffit  d'obtenir  une  solution 
particulière  ou  même  singulière  du  système  dilTérenticI  qui  ilclinit  les  multi- 
plicateurs a^. 

L'auteur  expose  d'abord  cette  mélhoile  d'inléi;ralion,  avec  détails,  dans  le 
cas  m  —  1, 

Landsberg  [Georg),  à    Heidelberg.  —    Sur  les   rapports   de  la 
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théorie  de  la  courbure  des  courbes  avec  la  mécamquc  des  sys- 
tèmes solides  dans  l'espace  à  ?i  dimensions.  (1(33-172). 

Généralisatioa  des  résultais  connus  sur  le  déplacement  du  trièdrc  de  Scrret 
relatif  à  une  courbe  gauche.  Le  déplacement  élémentaire  analogue  du  système 
de  n  axes  rectangulaires  associé  à  une  courbe  de  l'espace  à  n  dimensions  se 
décompose  en  une  translation  et  n  —  i  rotations  élémentaires,  qui  correspondent 
aux  n  —  I  courbures  de  la  courbe  considérée.  La  généralisation  des  formules 
de  Frenet  et  Serret  en  résulte. 

Hensel  (^Kurt).  —  Sur  les  diviseurs  fondamentaux,  d'un  corps 
algébrique  relativement  à  deux  domaines  de  rationalité  diffé- 
rents. (173-  i85). 

Soit  r  un  domaine  de  rationalité  et  G  un  corps  algébrique  (  Gattungsbereich) 
d'ordre  /(  dans  ce  domaine.  Dans  une  série  de  Mémoires,  parus  dans  le  même 
journal,  l'auteur  a  défini  les  diviseurs  élémentaires  àe  G,  ses  diviseurs  élémen- 
taires relativement  à  un  facteur  premier  P,  et  certaines  séquences  de 
nombre  rationnels  correspondantes  aux  diviseurs  élémentaires  pris  relative- 
ment à  P. 

L'auteur  suppose  maintenant  qu'on  adjoint  à  r  une  grandeur  algébrique  nou- 
velle, ce  qui  donne  un  nouveau  domaine  de  rationalité  r,  dans  lequel  le  corps 
algébrique  G  peut  se  décomposer  en  des  corps  algébriques  (G,  r)  d'ordre 
moindre.  Il  donne  une  série  d'énoncés  précis  indiquant  les  relations  entre  les 
diviseurs  élémentaires  et  les  séquences  de  G  et  de  (G,  r).  Citons,  entre  autres, 
le  suivant  : 

«  Soient  (P""!,  P""-',  ....  P""")  les  n  diviseurs  élémentaires  de  G,  relativement 
à  P;  soit  de  plus  P  un  diviseur  premier  de  P  dans  V,  et  P''  la  puissance  de  P 
contenue  dans  P:  soient  enfin  (  P?i,  . . .,  P?v)  les  diviseurs  élémentaires  de 
(g,  r),  relativement  à  P.  On  a  généralement 

0^=:  R((//7,,)         ({■  =  1,2,  . . .,  v), 

où  /•/,,,    ...,  r/,.^  sont  certains  des  exposants  (/•,,  ..,.  /•„  ),  et  où   les  l\{dr/,^) 
désignent  les  plus  petits  restes  non  négatifs  des  fractions  (///,,.  » 

Kneser  (Aclolf),  à  Dorpat.  —  Etudes  sur  la  nature  des  mouve- 
ments dans  le  voisinage  des  positions  d'équilibre  instable  (avec 
une  planche).  Deuxième  Mémoire.  (i8<)-223). 

L'auteur  étudie,  comme  dans  son  précédent  Mémoire,  le  mouvement  d'un 
point  dans  un  plan  sous  l'action  de  forces  dont  le  potentiel  est  de  la  forme 

U  =  -  (  ax-  -h  by'  )-(-...        (a>ô>o), 

où  le  second  membre  est  une  série  entière  dont  les  termes  de  degré  moindre 
sont  seuls  écrits.  L'auteur  a  prouvé   précédemment  rexislencc  de  mouvement 
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dans  lequel  le  point  se  rapproche  asymptotiquement  de  l'origine.  Il  montre  que 
le  sysLùme  des  trajectoires  peut  se  caractériser  géométriquement  d'une  manière 
très  précise;  et  qu'en  particulier  il  couvre  entièrement  et  une  seule  fois  un  cer- 
tain domaine  entourant  l'origine  (position  d'équilibre  instable). 

Par  l'emploi  du  principe  de  moindre  action  (méthode  de  Jacobi  )  le  cas  géné- 
ral d'un  mouvement  à  deux  degrés  de  liberté  se  ramène  au  problème  traité.  Le 
même  principe  de  Iransformation  fournit  à  l'auteur  un  moyen  de  montrer  par 
des  considérations  géométriques  que  tous  les  mouvements  asymptotiques  con- 
sidérés, sous  l'hypothèse  ([ue  l/y  n'est  pas  un  nombre  entier,  peuvent  se 
représenter  par  les  formules  suivantes,  ducs  à  Poincaré. 


2  \'ax  =  —  a  g" 


2  ^by^-  ?e-'^-4-  a\(ae-'^",  ?e-'^). 

Jahnke  {E.).  —  Sur  une  relation  entre  les  éléments  des  systèmes 
orthogonaux  de  neuf  et  de  seize  quantités.  (224-233). 

Par  éléments  d'un  système  orthogonal  formé  avec  les  neuf  quantités 
a.j..  (  î,  A' =  I,  2,  3  ),  on  entend  (Caspary)  ces  neuf  quantités  et  les  six  expres- 
sions dillerentielles 


Ph- 


■  —  y   <^,A  da^n  V',,  =  y   a^^doi-         (  /i,  /.■,  /  =  i,  2,3). 


Par  éléments  d"un  système  orthogonal  de  seize  quantités  ^.^  (  /,  l:  =  i,  2.  3,  4  ), 
l'auteur  désigne  ces  quantités  et  les  douze  expressions  dillerentielles  définies 
par  les  formules 

hTr, = -  y] giu dgi^,    gv,,  =  V ^,^_ dg,^,    g  =y^gi=s^ gl 

{h,  k  =  1,  2,  3,  4). 

Les  éléments  du  premier  système  s'expriment  sous  forme  homogène,  par  des 
formules  bien  connues,  au  moyen  de  quatre  paramètres  a,,  a^,  «3,  a^,  et  ceux  d'un 
système  analogue  b^  s'exprimeraient  de  môme  au  moyen  de  quatre  autres  para- 
mètres p,,  Pj,  Pj,  P,.  Or,  Caspary  a  montré  que  les  g',^  s'exprimaient  eux-mêmes 
d'une  manière  symétrique,  au  moyen  de  deux  couples  de  quatre  paramètres 
chacun,  pour  lesquels  on  peut  prendre  a,,  a,,  aj,  a^  ;  p,,  p.^,  Pj,  p^.  De  là,  la  relation 
étudiée  par  l'auteur  entre  le  système  {gn,)  et  les  deux  systèmes  {a.^)  et  (é,i). 
Certaines  des  identités  trouvées  ont  une  forme  qui  se  présente  dans  tous  les 
problèmes  de  Mécanique  où  intervient  une  rotation,  ce  qui  prouve  l'utilité  de 
cette  étude. 

Hensel  [Kui-t).  —  Sur  la  réduction  des  .systèmes  de  diviseurs  à 
une  forme  réduite.  (^234-200). 

Deux  systèmes  de  modales  (Ivronecker)  sont  éijiih'alents  lorsque  chacune 
des  fonctions  (  l"',,  l^,  ...,  K^),  qui  constituent   le   premier,    est    une   combi- 
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naison  î<,G,  +  .  . .+  «jG  des  fonctions  (G,,  . . .,  G^),  qui  constituent  le  second, 
les  coefficients  u,.  ...,  u  étant  des  fonctions  entières  dans  le  domaine  de 
rationalité  considéré,  et  quand,  de  plus,  les  fonctions  (Gj,  ...,  G  )  sont  aussi 
de  la  forme  analogue  f,F,  +  . . .+ t'   F.^^. 

M.  Hensel  résout  le  problème  qui  consiste  à  trouver,  pour  un  système 
(F,,  Fj,  ...,  F.J,  un  système  équivalent,  qui  en  soit  une  forme  canonique, 
définie  sans  ambiguïté.  Sa  méthode  est  fondée  sur  ce  théorème  préliminaire 
que  tout  système  de  modules  (F,,  ...,  F^)  est  équivalent  à  un  produit  de  5^'s- 
tè  mes  simples  (/>",  F,,  ...,  F.^^,  P'),  qui  résultent  du  premier  par  l'adjonction 
d'une  puissance  d'un  nombre  premier/?,  et  d'une  puissance  d'une  fonction  P, 
irréductible  modulo  p. 

En  verlu  de  ce  théorème,  on  peut  se  limiter  à  un  système  simple  de  cette 
dernière  forme.  La  forme  réduite  à  laquelle  arrive  l'auteur  est  (<!',,,  4>,,  ....  *ï>,J, 
les  modules  de  ce  nouveau  système  étant  caractérisés  par  des  relations  de  la 
forme 

/?'-l1>i._,  =   ^,t*A-H^.,l^,4'^  +  l-1-.-.+  ^,,*,  (A=T,2,     ...,V), 

où  les  6,  j  sont  des  fonctions  entières  et  où  le  degré  de  chaque  produit  ô,n4'^ 
(pour  A"  >  i)  est  inférieur  au  degré  de  *);_,■,  les  coefficients  b^  ^  sont,  de  plus, 
réduits  modulo  p'i. 

Dans  cette  étude,  les  fondions  entières  considérées  ne  dépendent  que  d'une 
seule  variable. 

]  a/ilen  (^A.-7/i.),  à  Konigsberg.  —  Sur  quelques  applications  du 
principe  de  correspondance.  (201-256). 

Le  principe  de  correspondance  employé  a  été  énoncé  par  l'auteur  dans  un 
précédent  travail  (même  journal,  t.  113,  p.  348-352).  Les  applications  se  rap- 
portent au  nombre  de  normales  communes  à  deux  courbes  planes  ou  à  deu.v 
surfaces  algébriques,  et  à  des  questions  analogues  de  géométrie  énumérative. 
L'auteur  montre  qu'on  peut  étendre  les  applications  à  la  géométrie  à  n  dimen- 
sions, pour  des  multiplicités  îi  n  —  i  dimensions. 

Ilorn  (</.),  à  Charloltenburg.  —  Sur  la  nature  des  intégrales  des 
équations  dififérentielles,  dans  le  voisinage  'd'un  point  d'indé- 
termination. (25^-2^4)' 

L'auteur  se  propose  de  retrouver  les  résultats  de  Poincaré  sur  la  représen- 
tation asymplotique  des  intégrales  des  équations  linéaires  et  de  les  compléter, 
sans  se  servir  de  la  transformation  de  Laplace,  et  en  ne  faisant,  sur  les  coefti- 
cienls,  que  l'hypothèse  qu'ils  ont  le  caractère  de  fonctions  rationnelles  dans  le 
domaine  du  point  d'indétermination  considéré.  Dans  cette  première  partie  de 
son  travail,  l'auteur  se  borne  à  l'équation  de  lîiccati  et  à  l'équation  linéaire 
du  second  ordre,  qu'il  ramène  à  la  précédente  par  la  transformation 

dlogiv 
>'  =  '^    -17^' 

(A-f-i)  étant  le  rang  de  l'équation  linéaire  considérée  (au  sens  de  Poincaré). 
Le  point  d'indétermination  considéré  est  x  =  x. 
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Nous  nous  boinons  à  énoncer  le  résultat  pour  léquation  linéaire  du  second 
ordre,  que  l'auteur  écrit 


d-  w  ,  / 


dx-'    '  *"  V/'"       X  dx 


Soient  K'„  et  K"„  les  racines  de  l'équation 

Cl  supposons  que  la  partie  réelle  de  K';, —  li"„  soit  positive.  Alors,  pour  des 
valeurs  réelles  positives  inliuies  de  x,  il  existe  un  sj'slème  fondamental  d'inté- 
grales w',  w",  représentées  asytoptotiquement  par  des  développements 

L'auteur  montre  de  plus  qu'il  existe  aA-i-  2  angles  w„.  tels  que 

^\, —  ",.-1  =  "; — " — ' 

et  tels  que  chaque  intégrale  w  est  représentée  asymploliqucnient  par  C^V  ou 
GW  (G  =  const.),  suivant  que  l'argument  de  x  tend  vers  une  valeur  comprise 
entre  u^,,  et  w2„+i.  ou  entre  w,,,-)  et  Wj^,  tandis  que  l'autre  série  {W  ou  U") 
représente  en  même  temps,  asymplotiquement,  une  seule  intégrale  de  l'équation. 
Dans  rinpothèse  K'„  =  K'J,,  les  intégrales  auront,  en  général,  pour  représen- 
tation asymptotique,  des  séries  anormales,  oii  figureront  les  diverses  puissances 

1 
négatives  entières  de  x-. 

Kônigsberger  (Léo),  à  Hcidelberg.  —  Sur  les  principes  de  la 
Mécanique.  (2-5-35o).  • 

Les  équations  de  la  Dynamique  classique,  pour  le  mouvement  d'un  système 
de  points  (x,  y,  z),  se  rnîttent,  au  nioyen  du  principe  de  d'Alembert,  sous  la 
iornic 

1  [ox  -  7û[lj^)  -  '^J  ^^-^  -^  1  L^  ""  AôJ^'J  ~     I  '^' 

j^lOc         df\i)z'/  J 

les  déplacements  virtuels  (ox,  oy,  ôz)  pouvant  être  liés  par  des  relations  de 
condition,  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  ces  déplacements,  et  dont  les 
coefficients  peuvent  dépendre  des  coordonnées  et  du  temps.  La  fonction  II  est 

dorméi'  [uir  la  furuuile 

H  =-^  y  i»{x'--hy--i-z'-)-[], 
cl  U  ne  dépend  que  des  coordonnées  (x,  y.  z)  et  du  temps  /. 
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Le  développement  de  la  Pliysique  malhéiiiatique  (loi  de  Wcber,  etc.)  a  con- 
duit C.  Neumann  à  introduire  pour  U  une  fonction  dépendant  des  dérivées  pre- 
mières des  coordonnées;  et,  plus  généralement,  Helmholtz  a  considéré  H  comme 
une  fonction  des  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  premières,  dans  laquelle  la 
séparation  de  l'énergie  actuelle  —  T  et  de  Ténergie  potentielle  — U  n'est  plus 
nécessairement  en  évidence.  C'est  cette  idée  dHelmhoItz  que  l'auteur  généralise 
dans  son  Mémoire,  à  un  point  de  vue  purement  mathématique,  en  considérant 
H  comme  une  fonction  donnée  de  ^,  des  coordonnées  (^,  y,  -g)  des  divers  points 
du  système,  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  v  quelconque.  Les  liaisons 
entre  les  déplacements  virtuels  sont  toujours  de  la  nature  indiquée  plus  haut. 
Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  alors  le  principe  de  cVAlenihert  généralisé, 
c'est-à-dire  l'équation 

Zdldj:        cn\ôxj'-    dt\dx-)      ■••^^      ''  dl'\ôx-'))       ^J  ""^ 
,    yi  I  c)H         d  (dH\    ^     d'-  (ÔW  \  ,   f        y,  d'  (  dll  \        ,1  , 

--X[d^'d-tW)--dJ\W')~---^^~'^dT\-dy^^^ 
-1Xtz~  dtKô^-)  -^  dF\ôP) -■  - ^-'^dF'Kôi^j -  ^J  ''  =  "• 

La  méthode  des  multiplicateurs  donne  la  première  forme  des  équations  de 
Lagrange  qui,  sous  l'hypothèse  que  les  équations  de  condition  entre  les  dépla- 
cements virtuels  sont  inlégrables,  s'écrivent,  en  introduisant  les  paramètres 
indépendants  p^,  p.^.  ....  j),^, 


>Ps        d~t\Op'J    ■    cltAôp'J      •••'"^      ^'' dl'\dp'i'H    ' 
(5  =  r,  2,    ....  a). 


<^P, 


On  en  conclut  ensuite  le  principe  d'Hamilton  généralisé 


équivalent  aux  équations  précédentes.  L'auleur  montre  aussi  comment  son 
hypothèse  conduit  à  la  généralisation  du  principe  de  la  force  l'ive,  du  prin- 
cipe de  moindre  contrainte  et  du  principe  de  la  moindre  action,  et  discute 
l'équivalence  de  ces  deux  derniers  avec  les  équations  de  Lagrange  généralisées. 
Il  étudie  également  la  généralisation  du  théorème  des  aires  et  du  théorème 
sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité- 
Dans  le  dernier  paragraphe.  M.  KOnigsberger  s'occupe,  toujours  au  point  de 
vue  mathématique,  de  la  généralisation  de  la  théorie  des  mouvements  cachés, 
de  Helmholtz  et  de  Hertz.  U  s'agit  de  chercher  tous  les  cas  dans  lesquels  la 
nature  d'une  partie  des  équations  du  mouvement  d'un  système,  dans  lesquelles 
les  forces  extérieures  sont  nulles,  permet  l'élimination  d'un  certain  nombre  de 
coordonnées  et  de  leurs  dérivées,  sans  qu'on  connaisse  d'intégrales  particulières. 
La  question  est  traitée,  pour  simplifier  l'exposition,  en  supposant  que  H  ne 
dépend  que  des  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  premières. 

IJamùu/-"^e/-  (M.).  —  ?Sotivelle  dcinonslralion  de  l'existence  d'une 
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intégrale  pour  une   équalion   didérentielle  linéaire  homogène 
(d'après  une  CommunicaLion  de  Paul  Giinlher).  (35  1-353). 

C'est  une   modificalion  de  la  démonstration  de  Fuchs  {Journal  fur  Mathe- 
malik,  t.  GG,   p.  m  et  suivantes).   Les  fonctions  majorantes  ^ sont 


remplacées  par   les  fonctions '— — r,  ce  qui  conduit  à   une  équation 


de  comparaison  dont  on  a  immédiatement  l'intégrale  générale. 

Fuclis  (L.).  —  Remarque  sur  la  Communication  précédente  de 
M.  Hamburger.  (354-355). 

Réclamation  de  priorité  au  sujet  du  théorème  en  question,  à  l'occasion  d'uu 
Article  d'une  Revue  américaine. 

E.  V. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  CXXXVI;  igoS  (»)• 

Korn  {A .).  —  Sur  les  fonctions  universelles  dans  l'espace,  (3o-33). 
A  5620    5G30 

Ocagne  (^M.  cV).  —  Sur  une  classification  nouvelle  des  modes  de 
représentation  nomograpliique  des  écjuations  à  un  nombre 
quelconque  de  variables.  (33-35). 

A  oaoo 

Freinant  I^CJt.).  —  Nouvelle  méthode  d'essai  des  rails.  (35-3^). 
R  32G0 

Mayor  (/?.).  —  Sur  une  représentation  plane  de  l'espace  et  son 
application  à  la  Statique  graphique.  (3j-3(j). 

A  8020        H  1250 
(';  Cr.  Bullclin,  t.  XWIU,  p.  4... 
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Sucliar  (P-)-  —  Sni'  une  transformalion  réciproque  en  Méca- 
nique. (78-79). 

B  1600 

Riquier  (C).  —  Sur  l'existence,  dans  certains  systèmes  diffé- 
rentiels, des  intégrales  répondant  à  des  conditions  initiales 
données.  (80-81). 

A  4810 

Levi-Ci\'ita  (T.).  —  Sur  les  trajectoires  singulières  du  problème 
restreint  des  trois  corps.  (82-84). 

A  48-20    4830        B  1610 

Mayor  {B.).  —  Sur  la  Statique  graphique  dans  l'espace.  (80-87). 
A  8020        B  1250 

Duliem  {P-)-  —  Sur  quelques  formules  de  Cinémaliquc  utiles 
dans  la  théorie  générale  de  rÉlectricité.  (i39-i4i). 

B  0440 

Lioii\ille  (-/?•).  —  Sur  la  rédiictibilité  des  équations  difTéren- 
tielles.  (146-148). 

A  4880 

Korn  {A.).  —  Sur  les  fonctions  universelles  du  plan  et  des  sur- 
faces de  Rieniann.  (i48-i5i). 

A  5620    5630    3620 

Guichard  (C.).  —  Sur  les  surfaces  qui  se  conservent  avec  paral- 
lélisme des  plans  tangents  et  conservation  des  aires.  (1")  1-1 53). 

A  8450 

Appell  (P-)-  —  Sur  quelques  fonctions  et  vecteurs  de  point  dans 
le  mouvement  d'un  fluide.  (187- 189). 

1!  2430 

PainleKc  {P  ■)■  —  Sur  la  ri'diirtihilité  des  équations  dillérenticlles. 
(189-193). 

A  4880 
Bull,  des  Sciences  matlieni.,  a*  >éiie.  t.  WVIIl.  (Mai  1904  ,/  H. 5 
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Riquior  (C).   —  Sur  les  systèmes  difTérenlicIs  réguliers.  (219- 

2  o,  o  ) . 

A  4810 

Levi-Cii'iia  (  7'.).  —  Condilion  du  choc  dans  le  problème  restreinl 
des  trois  corps.  (29.1-223). 

A  4820     4830        R  IGIO 

Normand  {J.-A.).    —    Expressions  algébriques  approximatives 
des  transcendantes  logarithmiques  et  exponentielles  (2---281). 

A  4030 
Dulicm  (P-)-  —  Sur  la  viscosité  en  un  milieu  vitreux.  (282-283). 

H  3GÔ0 
Miller  [G. -A.).   —   Sur  les  groupes  de  substitutions.  (294-295). 

A  1-210 
André  {O.).  —  Sur  les  couples  actifs  des  permutations.  (290- 

297)- 
A  1020 

Borei  {E-)-   —  Sur  l'approximation  les  uns  par  les  autres  des 
nombres  formant  un  ensemble  dénombrable.  (29--299). 

V  0430    2440 

Iladamard  (./.).  —  Sur  les  glissements  dans  les  fluides.   (299- 
3oi). 

V,  2400 

Duheni  [P-)-   —  Sur  les  équations  du  mouvement  et  la  relation 
supplémentaire  au  sein  d'un  milieu  vitreux.  (343-345). 

H  3650 

Maillet  {E.).  —  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  infini  et  les 
équations  difrérenlielles.  (348-35i). 

\  3(510    48:)0     4880 

lladaniard  (./.).  —  Sur  les  opérations  fonctionnelles.  (35i-353  ). 

\  C03U    3280 
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Kœnigs  (G.).  —  Sur  le  théorème  analogue  à  celui  de  Bobillier, 
dans  le  cas  du  roulement  d'une  surface  sur  une  surface  appli- 
cable. (354-355). 

A  8420 

Normand  [J.-A.).  —  Expressions  algébriques  approximatives  des 
transcendantes  logarithmiques  et  exponentielles.  (436-439). 

A  4030 

Guichard  [C .).  —  Sur  une  classe  particulière  de  systèmes  triples 
orthogonaux.  (490-492). 

A  8860 

Jacob  {L.).  —  Sur  la  résistance  des  gaz  parfaits  au  mouvement 
des  solides.  (492-493). 

B  28GO 

Rîbourt  (L.).  —  Hydro-tachymètre  pour  régulateur  de  turbines 
hydrauliques.  (493-498). 

B  2820 

Gaillaume  (C).  —  Variations  du  module  d'élasticité  des  aciers 
au  nickel.  (498-5oo). 

B  3290 

Mittag-Lefflcv  {G.).  —  Une  généralisation  de  l'intégrale  de 
Laplace-Abel.  (53^-539). 

A  3620    4430 

Freycinet  [C.  de).  —  De  l'expérience  en  Géométrie.  (54o-54i). 
A  0000 

Iladamard  (./.). —  Sur  les  glissements  dans  les  fluides.  (Rectifi- 
cation à  une  Note  précédente.)  (545). 

B  2ii;0 

Duhem  (P.).  —  Sur  les  mouvements  des  milieux  vitreux  aflectés 
de  viscosité.  (592-5()5). 

B  3G50 
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Giiichard  {€.).  —  Sur  une  transformation  d'une  classe  particu- 
lière de  système  triple-orthogonaux.  (J9--G00). 

A  8860 

Tanneiiberg  (  Tf^.  de).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces.  (600- 
602). 

A  8850 

Afttonne  (L.).  —  Sur  riijpcriiermitien.  (()OP.-6o/î). 
A  0850    2030 

Lebesgue  {II-).  —  Sur  l'existence  des  dérivées.  ((Jjy-661). 
A  .3210 

Boulanger  {yi-).    —    Sur    les    géodésiques    des   variétés  à  trois 
dimensions.  (()()i-(')()4)- 

A  4830    5230      ■ 

Briltoiiin   (M.)-   —   Propagation  dans  les  milieux  conducteurs. 

{66-;-6(k)). 

A  50 iO    5G50        C  GfiOO 

Ilumbert  (C).  —  Sur  les  fonctions  abéliennes  à  multiplication 
complexe.  ('-ij--33). 

A  4070    2830    8030 

Di/he/n{P.).  —  Sur  les  ondes  au  sein  d'un  milieu  vitreux,  aflecté 
de  viscosité  et  très  peu  déformé.  (^33-^35). 

M  2490 

BriUouin   [M.).    —  Pro|)agalion   dans  les  milieux  conducteurs. 
(7i<>-749)- 

A  5040    5(i50        t:  0600 

Troncet .  —  Sur  un  calculateur  mécanicpie  appeh'  mithniugniplu'. 

(.S„;-So(,). 

A  000(1 

Duhem   {B-).  —  Des  ondes  {.\i\  premier  ordre  par  rapport  à  la 
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vitesse  au  sein  d'un  niilieu  vitreux,  doué  de  viscosité  et  adeclé 
de  mouvements  finis.  ((S,j8-86o). 


B  2iy0    •2400 


Stekloff  (  W .).  —  Sur  une  propriété  remarquable  de  plusieurs 
développements  souvent  employés  dans  l'Analyse.  ('^7'>-878). 


\  3260    5621) 


Gniclutid  i^C .).  —  Sur  une  nouvelle  transformation  des  surfaces 
à  courbure  totale  constante.  (879-880). 


A  8830    48  lu 


Laisant .  —  Une  propriété  des  orbites  fermées  correspondant  à 
des  forces  centrales.  (880-881). 


lî  O'ilO     lUlO 


Picard{E .).  —  Sur  certaines  surfaces  ali^ébriqiies  pour  lesquelles 
les  intégrales  de  différentielles  totales  se  ramènent  à  des  combi- 
naisons algébrico-logaritlimiques.  ((jio-()i8). 


A  8060    3640 


Vallier  {E .).  —  Sur  la  discussion  et  l'intégration  des  équations 
différentielles  du  second  ordre  à  coefficients  constants,   (fjiy- 

(J2l). 


A  4820 


Vallier  {E .).  —  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  du 
second  ordre  à  coefficients  constants.  {{)^~<j\\^- 


\  4820 


Tzilzeicn  (G.).  —  Sur  la  nouvelle  transformation  des  surfaces  i\ 
courbure  totale  constante  de  M.  Guichard.  (y52-()53). 


A  8830    4840 


Rcynidiindos  (G.).  —  Une  nouvelle  généralisation  du  tliéorème 
de  M.  Pi(;ard  sur  les  fonctions  entières.  (9 J^-C)."),")). 


A  3610    3620 
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Drach  (J.).  —  Sur  certaines  déformations  remarquables.  (996- 
998). 
A  8850 

Duhem  (P.)-  —  Des  ondes  du  second  ordre  par  rapport  à  la 
vitesse  au  sein  des  milieux  vitreux,  doués  de  viscosité  et  alî'eclés 
de  mouvements  finis.  (io32-io34). 

B  2490    24G0 

Pellet  (A.).  —  Sur  la  fonction  F  et  ses  analogues.  (io52-ior)3). 

A  4410 

Borel{E .).  —  Sur  l'approximation  des  nombres  par  des  nombres 
rationnels.  (io54-io56). 

A  0'i20    0430 

Kœnigs  (G.).  —  Sur  le  mouvement  relatif  de  la  pièce  et  de  l'outil 
dans  la  taille  des  profils  des  mécanismes.  (io56-io58), 

B  0430 

Chessin  {A.).  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  réduc- 
tibles à  l'équation  de  Bessel.  (i  124-1  126). 

A  4420 

Mesuret.  —  Sur  les  systèmes  linéaires  de  cercles.  (1126-1128). 

A  8090 

Maillet  {E.).  —  Sur  les  zéros  des  fonctions  monodromes  ou  à 
Il  branches,  (i  128-1  129). 

A  3G10    3G20 

Guyou  {E.).  —  Mesure  des  vitesses  des  navires  à  la  mer.  (1  170- 
1172). 

B  01  GO    OOGO 

A  ulonne  (  L.),  —  Sur  la  décomposition  d'une  substitution  linéaire, 
réelle  et  orlhoj;onaIe  en  un  produit  d'inversions,  (i  i8.)-i  iSG). 

A  2030    8100 
SlekloJJ'  (W.).  —  Sur  le  développemenl  d'une  fonction  donnée 


UiiVUE   UES   PUBLICATIONS.  71 

en  série,  proccdanl  suivant  les    polynômes  de  Jacohi.   (1280- 
1232). 

A  3220    5620 

Montcl[P.).  —  Sur  l'inlégrabilité  d'une  expression  différentielle. 
(I233-I235). 

A  3250 

Pcllet  {A.).   —   Sur  un  théorème  de   Lejeune-Diriclilet.   (i235- 
1236). 

A  3G30 

RaJJ'y{L.):  —  Sur  les  réseaux  doublement  cylindres.  (i236-i2  38j. 
A  8810 

Servant  (I/.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces.  (i23{)-i2'j  1). 
A  8850 

Picard  (I^.).  —  Sur  certaines  singularités  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  du  type  elliptique.  (1293-1296). 

A  4840 

Mesurel.  —   Sur  les  propriétés"  infinitésimales  des  systèmes  li- 
néaires de  cercles.  (i3o2-i3o3). 

A  8090    84'JO 

Beaulard.  —  Sur  l'anisotropie  de  la  soie  et  la  valeur  du  coeffi- 
cient de  l^oisson.  (i3o3-i3o5). 

B  3290    3G50 

Duliein  (P.).  —  Sur  la  propagation  des  ondes  dans  un  milieu  par- 
faitement élastique  affecté  de  déformations  finies.  (i3j9-i38i). 

H  3220 
Goiirsdt  (E.).  —  Sur  les  intégrales  de  l'équation 

(i383-i3M4). 
A  48  iO 
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Boulanger  (/.)•  —  Sur  les  équations  diflerenliclles  du  troisième 
ordre  qui    admellent  un  groupe  continu   de   transformations. 

(i384-i38()). 

A  4880     1-230 

Jacob  (L.).  —   Mouvement  d'un  solide  dans  un  milieu  gazeux. 

(i386-i38S). 

B  2860 

Desaint  {L.).  —  Sur  le  problème  de  la  transformation  dans  les 
séries  de  Tajlor.  (i 423-1 425). 

A  3610 

Le  Roux  ('/.)■  —  Sur  les  intégrales  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles.  (142(3-1427). 

A  4830 

Boussinesq  {J.).  —  Sur  le  débit,  en  temps  de  sécheresse,  d'une 
source  alimentée  par  une  nappe  d'eau  d'infiltration. (i 5 1  i-iai^). 

B  2810        C  2050 

DuJieni  {P.).  —  La  propagation  des  ondes  dans  les  milieux  élas- 
tiques selon  qu'ils  conduisent  ou  ne  conduisent  pas  la  chaleur. 

(1537-1540). 

B  3220        C  2000    9100 

Demoulin  {A.).  —  Sur  les  surfaces  qui  peuvent,  dans  plusieurs 
mouvements,  engendi*er  une  famille  de  Lamé.  (i54i-i544)' 

A  8420    7G50 

Quiquet  {A.).  —  Sur  l'emploi  simultané  de  lois  de  survie. (1 544" 

.545). 

A  1G30 
y'oung  (  U'.-Il.).  —  Sur  l'intégration  des  séries.  (i()32-iG33). 
A  3220    32CO 

Chauniat  (//.).  —  Sur  les  lois  expérimentales  du  frottement  de 
glissement.  (i()34- 1(337). 
B  3640 
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Tome  CXXXVII. 


Boussi/irsrj  (J.).  —  Sur  un  mode  simple  d'écoulement  des  nappes 
d'eau  d'infiltration  à  lit  horizontal,  avec  rebord  vertical  tout 
autour,  lorsqu'une  partie  de  ce  rebord  est  enlevée  depuis  la 
surface  jusqu'au  fond.  (5-i  i). 


B  2810        G  2059 

Laussedat.  —  Sur  un  movcn  rapide  d'obtenir  le  plan  d'un  terrain 
en  pays  de  plaine,  d'après  une  vue  photographique  prise  en 
ballon.  (?.4-3o). 

A  6840 

Eiffel.  —  Expériences  sur  la  résistance  de  l'air.  (3o-32). 
B  2840 

Bhilel  [E .).  — ■  Sur  les  lignes  de  courbure  de  certaines  surfaces. 
(33-3;). 

A  8810    8830 

ScguLcr  {(le).  —  Sur  les  groupes  de  Mathieu.  (3;-39). 
A  1210 

Zareinha  (S.).  —  Sur  les  fonctions  fondamentales  de  IM.  Poin- 
caré  et  la  méthode  de  Neumann  pour  une  frontière  composée 
de  polygones  curvilignes.  (39-40). 

A  5650    5660 

Ariès.  —  Sur  la'diminulion  du  polenlicd  |)Our  tout  changement 
spontané  dans  un  milieu  de  température  et  de  pression  con- 
stantes. (46-47). 

C  2160     D  7200 

JJousainesq  (/.).  —  Sur  la  stabilité  d'un  certain  mode  d'écoule- 
ment d'une  nappe  d'eau  d'infiltration,  (iui-106). 

B  2810        C  2050 
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ScriY/nt  {j^f.).  —  Sur  l'habillage  des  surfaces,  (i  12-1  i;)). 
A  8830 

Boussf'nesq  (./.).  —  Extension  à  des  cas  où  le  fond  est  courbe  du 
mode  d'écoulement  qui  se  conserve  dans  une  nappe  d'eau  d'in- 
filtration reposant  sur  un  fond  plat.  (i53-i58). 

n  -2810   2020 

Fraichct  (L.).  —  Etude  sur  les  déformations  moléculaires  d'un 
barreau  d'acier  soumis  à  la  traction.  (169-1-0). 

B  3610 

Charbonnier.   —  Sur  la  théorie  du  champ  acoustique,  (i- 1-1-2). 

B  2SG0        C  9200 

Duheni  (P.).  —  Sur  les  ondes  cloisons.  (23--240). 
B  24'JO 

Andrade.  —  Sur  les  conditions  de  la  synchronisation.  (24Î-24O). 
B  0150 

Ariès.  —  Sur  les  lois  et  les  équations  de  l'équilibre  chimique. 
(253-2  55). 

c  24G0        D  7200 

Esclangon.  —  Sur  les  fonctions  quasi-périodiques.  (3o5-3o-). 
A  3220    5610 

Dulac  {II-)'  —  Sur  les  fonctions  de  n  variables  représentées  par 
des  séries  de  polynômes  homogènes.  (3o8-3o9). 

A  3G30 

Saltykow  {N.).  —  Sur  les  intégrales  de  S.  Lie.  (3o(j-3i2). 
A  4830 

Scbcrt.  —  Sur  l'aérodynamlipie  et  la  théorie  du  champ  acou- 
.slicpic.  (35--3G2). 

B  2860        C  !J20n 
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Salfj/iOiv  (A^).   —   Sur  les  relalions  entre  les   intégrales  com- 
plètes de  S.  Lie  et  de  Lagrange.  (.376-378). 

A  4830 

Charbonnier  (P.).   —   La   théorie  du   champ   acoustique   et  le 
frottement  intérieur  des  gaz.  (378-380). 

B  2860        C  9200    9240 

Violle  (/.).  —  Sur  le  phénomène  aérodynamique  produit  par  le 
tir  des  canons  grêlifuges.  (397-398). 

B  2860    2450 

Saltj'koiv  (-/V.).   —  Sur  le  rapport  des  travaux  de  S.  Lie  et   de 
Liouville.  (4o3-4o5). 

A  4830 

Maillet  {E.).  —  Les  fonctions  entières  d'ordre  zéro.  (4o5-4o8). 
A  3G10 

Stôrmer{C.).  —  Sur  les  intégrales  de  Fourier-Cauclij.  (4o8-4i  1). 
A  3270    3610 

Saltykoiv  (A^.)-  ~  Sur  le  problème  de  S.  Lie. (433-435). 

A  4830 
Stôrmer(C.).  —  Sur  les  intégrales  de  Fourier-Cauchy.  (43(3-'|38j. 

A  3270    3610 

Guldberg  {A.).  —  Sur  les  équations   aux  différences  qui  pos- 
sèdent un  système  fondamental  d'intégrales.  (46G-467). 

A  6020    1240 

Maillet  {E.).  —  Sur  les  fonctions  monodromes  et  les  équations 
différentielles.  (478-480). 

A  3610    4820 

Cliessin   {A.).    —   Sur   une  classe  d'é(iualions  différentielles  li- 
néaires. (5i  1-012). 

A  4850 
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Picard  {E.).  —  Sur  les  relulioDS  enlre  la  théorie  des  inlégrales 
doubles  de  seconde  espèce  et  celle  des  intéj^ralcs  de  diOféren- 
tielles  totales.  (. "34 1-547 )• 
A  3650    8UG0 
Miltag-Lcffler.  —  Sur  la  nouvelle  fonction  Ex(.r).  (,"),")4-.jj8). 
A  3610 

Guldberg  {A.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dilTcrences 
finies.  (560-062). 

A  GO-20     iSôO 

Picard  [E .).  —  Sur  les  périodes  des  intégrales  doubles  et  leurs 
rapports  avec  la  théorie  des  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce.  (594-600). 

A  3040    8060 

Guldberg.  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  différences  finies. 
(61 4-61 5). 

A  60Î0    2'ilO 

Guldberg  {A.).  —  Sur  les  groupes  de  transformations  des  équa- 
tions aux  différences  finies.  (639-641). 

A  6020    1230    2450 
Rabat.  —  Sur  la  résolution  pratique  des  équations.  (64  1-644)- 

A  2440 

Ringelmann.  —  Détermination  expérimentale  de  la  pression 
momentanée  résultant  du  choc.  (64i-(î45). 

15  3260 

Appell  (P.).  —  Noie  accompagnant  la  présentation  du  Tome  11 
de  la  seconde  édition  de  son  Traité  de  Mécanique  ration- 
nelle. (682-684). 

IJ  0030 

Tannciibi-rg  {W.   de).   —   Sur    les  courbes    gauchc>   à    torsion 
conslanle.  (()92-695). 
V  8440 


REVUl"    DKS   l'UlJLICATlOXS. 


Bord  {E.).   —  Sur  la  détermination  des  classes  singulières  de 
Tavlor.  (<>})-^-<>97)- 


A  3G10 


Lindelof  {E.).    —    Sur   quelques   points   de  la   théorie  des   en- 
sembles. (t)97-7oo). 


A  0430 


Ditisheim  (P-)-  —  Sur  la  relation  entre  la  pression  et  la  marche 
des  chronomètres.  (700-708). 


B  01. JO 

Guillaume  {Ch.-E.).  —  Remarques  sur  la  Note  de  M.  P.  Diti- 
sheim, relative  à  l'action  de  la  pression  atmosphérique  sur  la 
marche  des  chronomètres.  (703-705). 

n  0150 

Rabut.  —  Sur  la  détermination  des  ligures  invariantes  des  trans- 
formations cycliques.  (732-734). 

A  5230 

Pincheflc  {S .).  —  Sur  l'approximation  des  fonctions  par  les  irra- 
tionnelles quadratiques.  (734-736). 

A  3220 

Saint-Gerniain  [A.  de).  —  Généralisation  des  propriétés  fonda- 
-menlales  du  potentiel.  (73()-j3S). 

H  1220 

Ariès  (E.).  —  Sur  les  lois  du  développement  de  l'équilibre  chi- 
mique. (;38-;4  1). 

C  2460        D  7200 

lieinstrin  {S.).  —  Sur  la  nature  analvlicpic  des  solutions  de  cer- 
taines équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (  77^^- 

A  4840 
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Fejer  {L.).  —  Sur  les  équations  fonclionnellcs  et  la  théorie  des 
séries  divergentes.  (8.j()-84i)- 


A  G030    3-2^0 


Pompeiu  {D.).  —  Sur  un  svslème  de  trois  fonctions  de  variables 
réelles.  (842-843). 


A  3600 


Renard  {€.).  —  Sur  la  possibilité  de  soutenir  en  Tair  un  appa- 
reil volant  du  genre  hélicoptère  en  employant  les  moteurs  à 
explosion  dans  leur  état  actuel  de  légèreté.  (843-846). 


B  2860 


Tannenbiirg  (  U  .  de).  —  Du  problème  de  Cauchj  relatif  à  une 
classe  parlicidicre  de  surfaces.  (900-903). 


A  8830 


liorel  {E.).  —  Sur  la  représentation  effective  de  certaines  fonc- 
tions discontinues  comme  limites  de  fonctions  continues.  (9o3- 
9o5). 


A  3220    0430 

Lattes  (S.).  —  Sur  une  classe  d'équations  fonctionnelles.  (9o5- 
909)- 
A  6030    4820    5230 

Mesnager  {A.).   —   Sur  les  articulations  à  lame  flexible.  (908- 
909)- 
B  3280 

Borel  {E.).  —  Un  théorème  sur  les  ensembles  mesurables.  (966- 
967)- 
A  Oi30    3200 

Auric  {A.}.  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Laguerrc.  (967- 
96f))- 
A  244U 
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Renard  {€.).  —  Sur  la  qualité  des  hélices  snslcnlatrices.  (()"•>- 
972)- 
n  28G0 

Iladamard  (./.)•    —  Sur   les   équalions   aux  dérivées   partielles 
linéaires  du  second  ordre,  (i 028-1080). 

A  48-10 

Goursctt  {E.).  —  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  frac- 
tions continues  algébriques.  (io3o-io33). 

A  3220     'i850 

TVallenberg  (G.).  —  Sur  Téqualion  dillerentielle  de  Riccati  du 
second  ordre.  (io3.)-io35). 

A  4820 

Normand  (J.-A.).  —  De  rinduence  do  la  surimniersion   sur  la 
vitesse.  (1222-1226). 

B  2850 

Lebesgiœ  (//.).  —  Sur  une  propriété  des  fonctions,  (i 228-1 280). 
A  3210    0430 

Le  Roux.  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles, 
(1230-1282). 

A  4840 

M'iernsberger  (P.).   —   Convergence  des  radicaux  superposés 
périodiques.  (1283-1284). 

A  3220 

Ariès  (L.).  —  Sur  l'extension  de  la  formule  de  Clapeyron  à  tous 
les  étals  indifférents.  (i:>.3()-i242). 

C  24G0        D  720O 
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JOURNAL  FUR  Diiî  REINE  LND  angewandteMathematik,  gegriJndct  von  A.-L. 
Crelle,  1826,  herausgegeben  von  L.  Fuchs.  Berlin,  imprimerie  de  Georg 
Reinier. 

Tome  119;  1898. 

Fuchs  {Richard).  —   Sur  les  modules  de  périodicité  des  inté- 
grales hjperelliptiques,  considérés  comme  fonctions  d'un  des 
points  de  ramification,  (i-p.4)- 
Les  périodes 


/•■■'  dz 

Yi  =      /  : 


dz 

X) 


(i  =1,  2,  ...,2y>) 


constituent  un  système  fondamental  d'intégrales  d'une  équation  linéaire  homo- 
gène d'ordre  n  =  2/;  (L.  Fuchs).  L'auteur  étudie  les  associées  de  cette  équa- 
tion :  on   sait  que   la   {n  —  /^  );*■!>«  associée  est   l'équation   linéaire  qui   admet 

pour  intégrales  le  déterminant  2,  —  iXv y'".i  •  •  •  »  J'i*~'')  ^t  ceux  qu'on  en  déduit 

en  y  remplaçant  y,,  r,,  ...,  y\  par  /,  autres  intégrales  quelconques  delà  pro- 
posée. L'auteur  montre  d'abord  que  la  {np  —  o  )'«■>'«  associée  a  une  intégrale 

rationnelle,  dont  la  valeur  est  -r-, •  Ce  théorème  généralise  un  résultat  obtenu 

par  L.  Fuchs  pour  p  =  i;  il  fournit  les  relations  de  Weierstrass  entre  les 
périodes  des  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce. 

M.  Richard  Fuchs  montre  ensuite  que,  pour  uncécjuation  linéaire  quelconque 
d'ordre  /;,  a  lieu  le  théorème  suivant  : 

Si  la  (  n  —  /.■  )''""■  associée  a  une  intégrale  rationnelle,  la  (n  —  k  —  q)''""  asso- 
ciée admet,  pour  cha/jue  valeur  de  q.  l'une  au  moins  des  intégrales  d'une 
équation  appartenant  à  la  même  espèce  que  la  (n — qy^'»'  associée. 

L'auteur  applique  ce  résultat  à  l'équation  particulière  précédemment  consi- 
dérée et  montre  (|uc,  dans  ce  cas.  toute  associée  d'ordre  pair  possède  une 
intégrale  rationnelle,  de  forme  très  simple. 

Kônii;,sb('fge/-  (Léo),  à  Heidclberg.  —  vSur  les  principes  de  la 
Mécanique.  (Continualion  du  .Mémoire  {•oininoncé  "^^Pome  118, 
page  -i-^).)  (  •>..')-4()). 

Un  |)remier  paragraphe  contient  l'élude  détaillée  d'un  cas  particulier,  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  moinements  cachés  et  des  problèmes  incom- 
plets, qui  a  été   discutée   d  une  manière   générale   dans   la   première   partie    du 
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Mémoire.  L'aulciir  considère  trois  points  matériels  et  montre,  en  particulier, 
que,  s'ils  sont  liés  par  certaines  conditions,  deux  d'entre  eux  paraîtront  se 
mouvoir  suivant  la  loi  de  .Xen'ton.  tanilis  (juc  le  troisième  obéira  à  la  /oi  de 
Weber. 

Les  derniers  paragraphes  sont  consacrés  à  la  généralisation  des  équations 
canoniques  d'Hamilton.  La  fonction  caractéristique  est 


*=    f  {11  + ^\^~,p;)dt; 


l'iiutcur  donne  d'abord  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à 
laquelle  elle  satisfait.  Les  équations  canoniques,  résultant  des  équations  de 
Lagrange  généralisées,  sont  obtenues  ensuite  sous  la  forme 


dt      "        Op,^  '' 

dp„1.-^  ^       d{E) 
dt  dp. 


dp(r-)  _ 

dt       "' 

dp,    n„_.j 


dt 


à{E) 
à{E) 


dt 
dp,  „ 

~7lt~ 


à{E) 


où  les  nouvelles  variables  sont  définies  par  les  équations  suivantes,  qui  per- 
mettront d'éliminer,  dans  l'expression  primitive  E  de  l'énergie,  les  dérivées 
(Tordre  supérieur  —  [le  résultat  de  cette  élimination  est  désigné  par  (E)]  —  : 


Pu^  = 


P,,^+i  = 


dp'-;)  ' 
Opw-^ 


dt  âp^' 


_  ôH         d    d\\ 


(-1)'- 


He  cette  forme  des  équations  canoniques  résulte  que  le  théorème  du  dernier 
multiplicateur  et  le  théorème  de  Poisson  subsistent  encore. 

Le  Mémoire  se  termine  par  un  théorème  sur  la  nature  des  intégrales  algé- 
briques de  ces  équations  d'Hamilton  généralisées. 

Jifcl  (B.),  à  Vienne.  —  Sur  la  théorie  de  la  division  par  deux 
pour  les  fonctions  elliptiques.  (5o-G4). 

Ce  travail  a  ])our  objet  l'étude  de  la  division  pai'  deux  pour  corlaincs  trans- 
formées des  fonctions  elliptiques,  trouvées  par  llerrnilc,  en  cnudiinant  di-ux 
transformations  quadratiques,  à  savoir  : 


en 
dn 


(n- v'Â 


^^■"'  i^] 


Il  s'agit  d'exprimer  les  quatre  valeurs  prises  par  ces  liansforméis,  quand  on  y 
remplace  u  par  — ,  en  fonrli<in  rationnelle  de  sn  î<,  en  ?/.  du  j/.  I/unc  des  quatre 
/iull.  des  Sciences  malhém.,  2'  série,  t.  WVIH.  (Juin   190 1.)  K.G 
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valours  a  éLé  donnoc  par  IIcnniLc;  r.nlcur  trouve  los  aulrcs  en  se  servant  de 
for.Mules  de  transforn.alion  ducs  à  Abel.  Il  reclific  d'al.ord  la  de.n<M,st.al.un 
qui  a  été  donnée,  pour  ces  formules,  par  Ennepcr. 

Mangolclt  {von  IL),  à  Aix-la-Chapelle.  -  Sur  une  applicalion 
de  la  formule  de  lliemann  pour  le  nombre  des  nombres  premiers 
inférieurs  à  une  limile  donnée.  (60-7  i). 

Démouslrutiiiii  du  lliéorèmc  suivant  : 

Le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  est  représenté  asympto- 
liquement,pour  de  grandes  valeurs  de  x,  par  la  fonction 

^    ..i  +  s   ,iy  r-     dy  \ 

u{x)  =^!!^;iJ^^      îïïiT-  "\/,^3iogri' 

et  cela  de  telle  manière  que.  si  l'on  désigne  ce  nombre  par  F{x),  le  quo- 
flpn,  F(^)  — L'(-2^)  ^g„^;  ^,g,.s  -pVo,  pour  x  infini. 

Scliottkv  (F.),  à  Marburg.  —  Sur  les  neuf  points  d'inlerseclion 
de  deux  courbes  planes  du  Iroisième  ordre.  (72-81). 

Soient  a,  ?,  Y  trois  de  ces  neuf  points.  L'auteur  considère  le  détermi- 
nant/ 3  ,  tel  que /,a„=o  exprime  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite; 
le  déterminant  g„,..  ù-1  que  g,^.  =  o  exprime  que  les  six  autres  points  sont  sur 
une  conique;  et  le  déterminant  K^,  tel  que  A„3=  o  exprime  que  a  est  point 
double  d'une  cubique  passant  par  les  huit  points  autres  que  p.  L'auteur  établit 
diverses  identités  liant  ces  trois  sortes  de  déterminants.  Elles  le  conduisent  a 
traiter  les  deux  problèmes  suivants  : 

,'  Calculer  les  coordonnées  d'un  des  neuf  points,  en  fonction  des  coor- 
données des  huit  autres; 

2"  Étant  donnés  sept  des  neuf  points  et  une  droite,  caractériser  les  couples 
de  points  de  cette  droite  qui  f<.rmenl,  avec  les  sept  points  donnés,  1  intersectioa 
complète  de  deux  cubiques. 

Giitziner  (A.),  à  Halle.  —  Sur  la  démonsiralion  de  Texislence 
des  intégrales  d'une  équalion  diflerentielle  linéaire,  donnée 
par  Paul  riiinlher.  (8:^-S,")). 

Giinlher  avait  in.lnp.é  que  sa  démonstration  permettait  de  trouver  une  limite 
supérieure  de  l'erreur  commise  en  arrêtant  à  un  terme  de  rang  quelconque  la 
série  qui  représente  une  intégrale.  M.  Gutzmer  complète  la  démonstration  de 
m;inièrc  à  trouver  elïecti vcment  celte  limite. 

Notice  nécrologitiue  sur  Krnst-Cliristian-Julius  Schcring  (i.'^  jml- 
lol  i<S3o-2  novembre  1897).  (^86). 
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]]'allenberg  (Geors;-.).   —  Sur  les  équations  difTérentiellcs  non 
linéaires  du  second  ordre.  (8--1  i3). 

Le  problème  que  raïUeui-  a  en  vue  est  de  caractériser  celles  des  équations 
d'ordre  supérieur  au  premier  dont  les  points  singuliers  mobiles  sont,  comme 
cela  a  lieu  pour  les  équations  du  premier  ordre,  des  points  singuliers  algé- 
bri(jucs  et  non  des  points  singuliers  essentiels.  11  se  limite  aux  équations  homo- 

gènes  du  second  ordre,  pour  lesquelles  la  transformée  en  <v  =  ^^  est  du  pre- 
mier ordre,  ce  qui  permettra  d'appliquer  des  théorèmes  connus. 

Dans  le  cas  où  la  variable  indépendante  ne  figure  pas  dans  l'équation,  la 
condition  pour  que  l'équation  ne  possède  pas  de  points  d'indétermination  autres 
<|ue  le  point  à  l'infini,  est  que,  dans  le  développement  de  iv'  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  (v,  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  (V,  s'il  est 
supérieur  à  i,  soit  au  moins  égal  à  2.  En  utilisant  les  théorèmes  de  Briot  et 
Bouquet,  l'auteur  trouve  aussi,  dans  ce  cas,  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  les  intégrales  soient  uniformes  et  étuilie  la  nature  fonction- 
nelle de  ces  intégrales. 

Il  étudie  ensuite,  d'une  manière  analogue,  en  se  servant  des  i-ésultats  de 
Fuchs  et  de  Poincaré  pour  les  équations  du  premier  ordre,  le  cas  où  l'équa- 
tion homogène  du  second  ordre  considérée  contient  la  variable  indépendante. 
Plusieurs  exemples  sont  traités  en  détail. 

I/pnsrf  (^ [(/(/■/).  —  Stir  la  réduction  des  systèmes  de  diviseurs  à 
leur  lornie  canonique.  (Deuxième  Mémoire.)  (i  i4-i3o). 

L'existence  d'une  forme  réduite,  définie  sans  ambiguïté,  pour  tout  système 
de  modules  [F^{x),  F^iJ^),  .-.,  F  (x)],  a  été  établie  dans  le  précédent 
Mémoire  de  l'auteur  (même  journal,  t.  118,  p.  234-25i).  Ce  deuxième  Mémoire 
contient  une  méthode  pour  obtenir  cette  forme  réduite  par  un  nombre  limité 
d'opérations.  Les  modules  F-{a;)  sont  supposés  premiers  entre  eux  dans  leur 
ensemble. 

La  première  partie  de  la  réductron  consiste  à  décomposer  le  système  de 
modules  donné  eu  un  produit  de  systèmes  de  modules  simples,  c'est-à-dire  de 
la  forme 


(n)~(/j«,  F,(.r),  ...,  F.^{x),  P''), 


où  p  est  un  iiombi'e  preinicr  et  P  un  polynôme  entier  en  x,  à  coefficients 
entiers,  dont  le  premier  coefficient  est  un,  et  cjui  est  irréduilible  inodulo  p; 
et  où,  de  plus,  aucun  des  éléments  l'",(.r)  n'est  divisible  par  le  di^^iseur  pre- 
mier Ip,  P(x)j. 

L'auteur  montre  ensuite  comment  on  arrive,  i)ar  un  algorithme  rationnel,  à 
ramener  un  système  simple  (II)  à  la  forme  canonique  unique 


(^.i.„(P),  .i.,(P),  ...,  'l'ai';), 
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où  les  élcmcnls  primaires  «^.(P)  sont  liés  par  des  relations  do  la  forme 

V 
rr.*,..,   =     V    b,^  «l't  (  t    =   I,     2,      .   .  .  ,    V  ), 


y 


/.=! 


dans  lesquelles  les  coefficients  6^;.  sont  des  fonctions  primaires  de  P  sans  divi- 
seur numérique,  en  môme  temps  que  chaque  élément  b-^  est  réduit  à  son  plus 
petit  reste  relativement  au  système  de  modules  (fi,  è^J. 

Thomé  {L.-W.).  à  Greif.>>Nvald.  — Sur  les  équations  difTérenlielles 
linéaires  à  coeCficienls  algébriques  non  uniformes.  (Deuxième 
Mémoire;  t'o//' môme  journal,  l.  llo.)  (i  3i-i  47)- 

L'auteur  rend  compte  de  son  Mémoire  dans  les  termes  suivants  : 

«  Dans  le  premier  Mémoire,  rappelé  ci-dessus,  on  supposait  que  les  branches 
des  diverses  fonctions  algébriques  figurant  rationnellement  dans  les  coefficients 
de  l'équation  considérée  pouvaient  cire  combinées  à  volonté  sans  qu'aucun  des 
dénominateurs  des  coefficients  devînt  nul  identiquement.  Cette  hypothèse  est 
maintenant  laissée  de  côté  et  l'on  ne  considérera  que  des  combinaisons  de  ces 
branches,  pour  lesquelles  aucun  dénominateur  ne  s'annule  identiquement.  » 

Dans  le  n"  1,  l'auteur  montre  comment  on  peut  exprimer  une  combinaison 
de  branches  de  plusieurs  fonctions  algébriques  rationnellement  au  moyen  de 
la  variable  indépendante  et  d'une  autre  fonction  algébrique.  On  ramène  ainsi 
l'équation  donnée  à  plusieurs  équations  linéaires  qui  rentrent  dans  le  cas  traité 
dans  le  premier  Mémoire. 

Des  considérations  analogues  servent,  dans  le  n°  2,  à  construire  elTcctive- 
ment,  dans  tous  les  cas,  l'équation  linéaire  lumiogène  à  coefficients  rationnels, 
dont  les  intégrales  sont  les  intégrales  linéairement  indépendantes  d'une  é(|ua- 
tion  linéaire  homogène  à  coefficients  algébriques  donnée.  Le  nombre  de  ces 
intégrales  linéairement  indépendantes  peut  être  moindre  que  le  produit  de 
l'ordre  de  l'équation  par  le  nombre  des  combinaisons  des  branches  des  fonc- 
tions algébriques  figurant  dans  les  coefficients. 

Les  n"  3,  4  contiennent  des  additions  à  des  Mémoires  antérieurs  de  l'auteur, 
notamment  en  ce  qui  concerne  la  représentation  des  sous-groupes,  dans  un 
groupe  d'intégrales  où  interviennent  des  exposants  qui  ne  diflèrent  que  par  des 
nombres  entiers. 

Hancock  (Ilarris),   à   Chicago.   —   Formes  canoniques  pour  la 
reprcsenlalion  unicpie  des  systèmes  de  modules  de  Kronccker. 

(148-170). 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur,  indé|iendainmeiil  des  recherches  de  M.  Kurt 
Ilcnscl  sur  le  même  sujet,  sont  analogues  à  ceux  de  ce  dernier  {voir  ci-tlessus 
l'analyse  du  Mémoire  de  M.  llensel  ).  Le  système  donné 

[/,[^)-/A^)'  ....  A(.r)] 
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est  d'abord  déconipt)sé  en  systèmes  de  la  forme 

[/?",  p"-''t>^{x),  p''--<i>.,{x),  ...,  />*„_,  (:c),  <l\,{x)], 

où  p  est  un  nombre  premier.  Ces  systèmes  sont  réduits  à  leur  tour.  Le  pro- 
cédé de  réduction  est  exposé  en  détail  pour  n  =  i,  2,  3,  ].  Pour  n  =  3,  par 
exemple,  la  forme  canonique  est  (/r\ /j-M,, /j.M^,  M,),  avec  les  relations  de 
conditions  caractéristiques 

!SL=e,        l\L  =  /)s-i-M,6;'),        M3=  p-;H-/?M,f)(=)-(- M,9('), 

où  les  premiers  coefficients  de  0,  QO,  cp^')  sont  égaux  à  un;  les  degrés  de  9  et  'ji 
moindres  que  celui  de  6,  le  degré  de  O(-)  moindre  que  celui  de  6^')  et  où  enliii 
les  coefficients  de  toutes  les  fonctions  sont  réduits  modulo  p. 

Baiir  (L.),  à  Dannsladl.  —  Sur  les  ramilicalioiis  tics  siirlaces  de 
Rleniaïui  à  trois  feiiillels.  (iyi-i~4). 

L"Huleur  montre  comment  ses  reciicnhes  sur  les  fonctions  d'un  cnrps  cubique 
[Malh.  Annalen,  t.  \LI1I  et  XLV'I)  f(nirnissent  un  exemple  absolument  précis 
pour  les  résultats  généraux  de  Ilensel  {Sitzungsberichten  der  Berliner  Aka- 
demie,  17  octobre  et  a8  novembre  i^yj),  relatifs  aux  raniilicutions  des  surfaces 
de  Uiemaiin. 

Ilensel  (/\.iirt).  —  Sur  les  pro|Miélés  arilliméliques  élémentaires 
des  systèmes  de  modules  de  deuxième  rauy.  (i-5-i8.j). 

Le  système  de  modules  considéré  est,  comme  dans  le  Mémoire  du  même 
auteur  analysé  ci-dessus, 


(M)~  (\-\{x),  V,{x),  ...,  F,(a7)), 


et  le  système  est  encore  supposé  pu/-,  c'est-à-dire  (juc  les  L,(J:)  n'ont  pas  de 
diviseur  commun.  En  se  servant  des  résultats  (]u'il  a  obtenus  précédemment, 
l'auteur  résout  les  deux  questions  suivantes  : 

1°  Trouver  le  nomijre  iN  (  M  )  de  toutes  les  fonctions  entières  de  x,  à  coefli- 
cients  entiers,  incongrues  modulo  (M). 

2"  Trouver  le  nombre  '-fC-M)  de  loulcs  les  fonctions  de  x,  incongrues 
modula  (.M),  et  n'ayant  i)as  de  <livis(_iii' comniun  avec  (AI). 

hiihne  {H-)-,  à  Herford.  —  Extension  d'un  lliéorème  de  Géo- 
méuie  aux.  multiplicités  d'ordre  piiir,  comme  exemple  de 
rapplicalion  d'un  déterminant  gauche.  (i86-i(j,")  ). 

Le  lliéorème  à  généraliser  est  : 

Les  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  formés  par  quatre  droites 
passent  par  un  même  point  et  leurs  centres  sont  sur  un  même  cercle. 

L'auteur  tiionlre   que   l'exactiluile  du    lliéorème   dépend   de    révanoui.>>emcnl 
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d'un    dclerminant    s\inclriqiie   gauclie    d'ordre    « -7- 1,    n   étant    le    nombre    de 
dimensions  de  l'espace  considéré.  Le  lliéorcme  est  donc  vrai,  si  n  est  pair. 

Ilorn  (J-),  à  Cliarloltenbiirg.  —  Sur  la  nature  des  inlégi'ales  des 
équalions  différentielles,  dans  le  voisinage  d'un  point  d'indéter- 
mination. (i()6'-209  et  2G--290). 

Suite  du  Mémoire  commencé  Tome   118  du  même  journal. 
Deuxième  Partie.  —  On  considère  l'équation 

dx       Q{x,  y) 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  y,  dont    les  coefficients 
sont  des  fonctions  régulières  de  x,  dans  le  domaine  de  ^  =  o.  On  pose 

ç(a)  =  P(o,  a),         <^(a)  =  Q(o,  a). 

Tous  les  coefficients  sont  supposés  réels,  x  est  une  variable  réelle  tendant  vers 

zéro  et  l'on  étudie  comment  se  comportent  les  intégrales  réelles.  Les  résultats 

principaux  sont  les  suivants  : 

Si  une  intégrale  tend  vers  une  limite,  pour  ^  =  +  0,  cette  limite  satisfait  à 

l'équation  c5(3c)  =  0.  A  une  racine  réelle  a  de  cette  équation  correspond  une 

-y  (3.) 
seule  intégrale   tendant  vers  a,  ou    une  infinité,   suivant  que  — est  négatif 

ou  positif. 

Si  A- >  o,  chaque  intégrale  y  =f{x)  tendant  vers  î„,  pour  x  =  0,  est  repré- 
sentée asj'Miptotiqiicment  par  une  série 

£„  +  s,  .r  +  .  .  . -^  £„  37" -f- .  .  . 

qui  satisfait  formellement  à  l'équation.  On  a 

,.       f{x) — e„ — t.x — ... —  s„x"  ,.       ,,,, 

lim=^-^ — '- '- '- ;; —  =0        et         \imfi."Ux)=nli. 

X"      •  J         \       I  ,1 

Troisième  Partie.  —  L"équation  dillerenlieile 

où  G{x,  y)  —  ay  -\-"L.\.),^x'y'f-  est  une  fonction  régulière  dans  le  domaine 
de  .2;  =  o,  y  =  o  et  où  A'  est  un  entier  positif,  est  vérifiée  forn)ellcmcnt  par  une 
série 

y  =  c,a7  -j-  c^X'-h. . .+  c„.r"  +  . . ., 

qui  n'est  convergente  en  général  ([ue  pour  x  =  o.  L'autour  montre  comment 
cette  série  peut  représenter  asymptotiqucment  les  intégrales  qui  tendent  vers 
zéro,  quand  la  variable  jr  tend  vers  le  point  singulier  d  indétermination  x  =  o, 
suivant  un  chemin  déterminé  (  n""  1-i).  Le  n"  5  contient  des  résultats  complé- 
mentaires sur  la  manière  dont  se  comportent  les  intégrales  considérées. 

Dans  les  n""  G  et  7,   l'auteur  inlriidnit    riivpofhèse   que   la   série  G   c^t    de   la 
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forme  ay  -h  y^{j:,  y),  avec  p(o,  o)  =  o;  il  donne  alors  pour  v  un  iléveloppc- 
meut  en  série,  qui  n'est  pas  convergent  ilans  tout  le  cloinaiue  de  j;  =  o;  mais  qui 
est  convergent  pour  des  valeurs  de  a;,  réelles  et  positives,  suffisamment  petites, 
dans  le  cas  où  la  partie  réelle  de  a  est  positive.  Cette  représentation  analytique 
de  >'  est  liée  à  une  représentation  asj'mptotique  au  moyen  d'une  série  diver- 
gente, qui  procède  suivant  les  puissances  de  x  et  d'une  expression  exponen- 
tielle. 

Bruckel  (Ph.),  à  Dannsladt.  —  Démonstralioii  des  formules  de 
M.  S.  GundelHnger  pour  le  |n-oblème  des  axes  |)iiiici(jaiix  des 
surfaces  du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe,  en  coordonnées 
homogènes  quelconques.  (aïo-aSS  et  3i3-32()). 

Cette  exposition  est  faite,  d'après  des  indications  de  M.  Gundellinger.  C'est 
une  extension  des  méthodes  employées  dans  ses  Leçons  sur  la  Géométrie  ana- 
lytique des  sections  conigues  (Dingeldey,  1890).  Les  démonstrations  sont  sou- 
vent seulement  indiquées.  Les  formules  sont  tout  à  fait  générales  et  les  cas 
particuliers,  ainsi  que  les  cas  de  dégénérescence,  sont  examinés  d'une  manière 
complète.  Voici  le  sommaire  des  questions  traitées  : 

Prenùère  Partie.  —  Critères  pour  les  surfaces  du  second  ordre  et  de  la 
seconde  classe  et  pour  les  courbes  du  second  oi-dre  dans  l'espace. 

Deuxième  Partie.  —  Problème  des  axes  principaux  pour  les  surfaces  du 
second  ordre  (invariants  et  covariants,  contravariants,  centres,  plans  princi- 
paux, axes). 

Troisième  Partie.  —  Problème  des  axes  princi|)aux  pour  les  surfaces  de  la 
seconde  classe. 

Quatrième  Partie.  —  Conditions  pour  les  surfaces  de  révolution  du  second 
ordre  et  de  la  seconde  classe.  Examen  des  cas  de  dégénérescence. 

Jahnke  {Eugen)^  à  Gharloltenburg.  —  Sur  \\n  système  ortho- 
gonal très  général  formé  avec  les  fonctions  thêta  de  deux  argu- 
ments, et  sur  ses  applications  à  la  Mécanique.  (aS'j-aja). 

Un  système  orLlio;;onal  quelcon  nie  de  /je»/ éléments  s'exprime  en  fonclion 
rationnelle  de  quatre  paramètres.  Partons  d'un  système  ortliog(jnal  ii.  défini 
ainsi  par  les  paramètres  e,,  e,,  e^,  64,  et  considérons  le  système  orthogonal  A, 
défini  par  les  |)aramètres 

«,=  e,a.,— c^ïi,         «.=  c.a^— e.a3,         a.i=  e,?.— ^i  ?i.         «i  "=  ^3?4— «4  ?3- 

Les  éléments  de  A  s'expriment  (  Cf.  le  Mémoire  du  même  auteur,  même  journal, 
t.  lis,  p.  2j))  au  moyen  des  éléments  de  K,  des  deux  systèmes  orthogonaux 
de  neuf  éléments  définis  par  a,,  ot^,  a,,  atj  et  par  ^,,  fi.^,  IÎ3,  '^.^  et  du  système 
ortiiogonal  de  seize  éléments  délini  (d'après  Caspary)  par  les  huit   paramètres 

•*!'  **2!  ^3>  ^4-  r'p  i^;i  r*.!!  r'i- 
Si  l'on  pose  alors,   en    introduisant  Ic^  foiK  lions  0  de  deux   argunicnls.  avec 
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les  notations  de  Weicrslrass  et  Gopcl, 

«3=  A,6^  (^r-i-y,,  aj.  +  y.),         ^3=  A^e^  {x^—y^,  x„  —  y^), 

où  A,  et  A^  sont  des  fonrtions  arbitraires  des  arguments  a;,,  i',-  introduits,  on 
obtient  pour  système  A  le  système  trouvé  par  Kôtter  et  qui  sert  à  !a  résolution 
de  nombreux  problèmes  de  Mécanique. 

L'auteur  montre  ensuite  que  ce  système  peut  s'obtenir  par  la  composition  de 
deux  systèmes  orthogonaux  identiques  de  seize  éléments;  ce  qui  lui  fournit  la 
construction  d'un  système  de  formules  encore  plus  général,  contenant  le  pré- 
cédent comme  cas  particulier. 

Il  donne  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles,  caractéristique  pour 
le  système  orthogonal  ainsi  trouvé,  et  contenant  aussi,  comme  cas  particulier, 
les  relations  indiquées  par  kotter  pour  son  système. 

Heymann  (  [[  .\  à  Clieiiinilz.  —  Stir  rëqualion  difTérentielle 

(253-258). 

l'etrovitch  a  montré  que  cette  équation  se  ramène  par  une  transformation 

y  =z  rj  z  à  la  forme 


et  par  suite  à  la  forme 


S=F(0-^V 


L'auteur  donne,  par  des  proi^édés  plus  simples,  des  réductions  équivalentes;  il 
obtient,  en  particulier,  les  formes 

cit.  1  d\ 


■•  ^^^    '  i'\-i  '  j-»—-         et         (-^^  1  -4- (7, -j  +  7„  =  o. 

Notice    nécr<>logi(|iie    sur    Francesco    Biit)sciii    (iiioil    le    i3   ilé- 
ceinljrc   i8()-).  (25()). 

Siijel  du  Prix  de  la  Société  [)rincièie  de  Jahloiiowski,  tle  Leipzig, 
|i()iu'  I  année  1901.  (260). 

«  Perfectionner,  en  un  point  essentiel,  la   théorie  des  formes  dillérenliellcs 
quadraticjues.  » 

I/r//'tcr[Lo(/u(r),  à  Bonn.  —  Sur  Ie>  groupes  abéliens.  (261-26Ô). 
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Un  clément  du  groupe  est  dit  appartenir  à  un  exposant  f/,  si  cl  est  l'ex[)osant 
de  la  plus  petite  puissance  de  cet  élément  se  réduisant  à  l'élément  unité. 
Soit  "^{d)  le  nombre  des  éléments  du  groupe  appartenant  à  un  nombre  d 
donné.  L'auteur  étudie  les  relations  entre  '|(rf  )  et  la  fonction  arithmétiiiue  ^((f  ) 
{Cf.  Nktto,   Vorlesungea  iiber  Algebra,  t.  II). 

Saalscliiitz  (L.)^  à  Konigsl)er<^.  —  Sur  les  solulions  rationnelles 
de  récjualion  fonclionnelle 

—  [  A'(/H- I)  +  B'J  i|;(/i)  4- A'— A"=  o. 
(2(JI-3l?.). 

L'auteur  montre  d'abord  (ju'on  peut  se  borner  à  chercher  des  solutions  de  la 
forme 

«'^-•-(-/•,/J^'--H-...+ /•-,_, 

^('O  =  — ^ —r-, ^• 

On  trouve  ensuite  ijue  )i  peut  être  pris  arbitrairement,  à  condition  que 

(A'-A")C 
soit  égal  à 

(  A'  B  "  —  A"  B'  —  A'  A"  )  1  —  A'  A"  V. 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  '{'(«  )  se  déterminent  alors  explicitement. 

Gûnlher  (Paul).  —  Addition  au  Mémoire  :  «  Sur  les  c(juations 
difTérentielles  linéaires  dont  les  intégrales  n'ont  qu'un  point 
singulier  à  distance  finie  et  sont  régulières  à  l'infini  ».  (Même 
journal,  t.  iOo,  p.  i  et  suivantes.)  (33o-338). 

Dans  le  Mémoire  en  question,  ('liiiilher  avait  envisagé  le  cas  où,  [lour  une 
équation  d'ordre  n,  île  l'espèce  considérée,  tous  les  cocnicicnts  de   la   fonction 

entière  G  (  —  l»  qui  intervient  dans  un  fadeur  déterminant  e    ^•^'^,  sont  des 


racines  multiples  d'ordre  n  des  équations  auxiliaires  correspondantes.  Il  avait 
énoncé  un  certain  nombre  de  théorèmes  relatifs  à  ce  cas. 

La  présente  Note  contient  les  démonstrations  de  ces  lliéorcmes  et  de  qnel(|ues 
autres  et  indique  les  rapports  entre  ces  théorèmes  et  les  développements  du 
n°  V  du  même  Mémoire,  lille  a  été  rédigée  par  L.  Sclilesinger,  d'aj>rès  des 
papiers  laissés  par  Giinther. 

Stdckci  (Paul)^  à  Kicl.   —  Sur  l'oxistence  des  intégrales  dans 
les  systèmes  d'é(piations  aux.  dérivées  [):uiielles.  (33()-34G). 

Kônigsbcrger  a  essayé  de  démontrer  l'existence  des  intégrales  en  se  bornant 
aux  systèmes  d'équations  du  premier  ordre,  contenant  s  fondions  inconnues 
et  ,s  équations,  et  en  ramenant  le  cas  général  à  celui-là,  par  l'introduclion  de 
nouvelles  fonctions  im  onnues  égales  aux  dérivées. 
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L'aulciir  remai'que  que  les  systèmes  du  premier  ordre  qu'on  oblient  ainsi  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  que  s'impose  M.  Konigsberger  dans  sa  démonstra- 
tion. Car,  d'une  part,  ils  ne  satisfont  pas  à  certaines  conditions  exprimant  que 
des  déterminants  fonctionnels  ne  sont  pas  nuls  et,  fait  plus  caractéristique 
encore,  ils  ne  sont  pas  cornplèteinenl  intégrables. 

Pinchcrle  (S.),  à  Bologne.  —  Sur  la  transformée  d'Euler. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  L.  Sclilesinger,  à  Clausen- 
bourg.)  (347-349). 

Soit  D  le  syni'oole  de  la  dérivation  ordinaire.  Définissons  une  opération  A, 
par  les  équations  symbolicjues 

DA,=  A.D,         A;d  =  5A,, 

où  Ai  désigne  la  dérivée  fonctionnelle  X^{xf)  —  x\,{o)  de  A,. 

L'auteur  montre  que  cette  opération  équivaut  à  la  transformation  d'Euler 


et    qu'on   peut,   en   partant   syntliétiqucmcnt   de    celte   définition,   obtenir   les 
diverses  propriétés  de  cette  transformée. 


Tome  120;  1899. 

Ilorn  {J-),  à  Charlottenburg.  —  Sur  la  nature  des  intégrales  d'une 
équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre,  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  d'indétermination.  (1-26). 


Il  s'agit  de  l'équation 


^•_^+é'(^)r-A(^). 


où  k  est  un  entier  positif  et  f;{x),  h{x)  deux  séries  entières,  convcr_i;entes 
dans  le  domaine  de  x  =  o.  l'ar  une  transformation  simple,  on  peut  faire  en 
sorte  que  l;{x)  soit  un  polynôme  entier,  de  dei;ré  k  au  plus, 

g{x)  =  1  +  a^x  +  a^x" -{-...-{'  Qf.x''. 

Celte  é(|uation  est  vérifiée  formellement  jiar  une  série 

S  =  Cf,+  c^x  -\-  c.x'^ -\-. . .. 

Soit  t  l'intégrale  de  l'éciiialion  sans  second  membre 


t  -  e 


A..^ 
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L'intégrale  définie 


représcnle,  siiiv;int  le  rliemiii  d'iiiiégralion.  diverses  iiUéi;rales  de  la  proposée, 

à  condition  que  le  clieniin  il'iiUégralion  satisfasse  à  la  condition  Vwnt  =  o.  En 

.1=0 

limitant  la  variation  de  x  dans  divers  secteurs  d'un  cercle  a5fant  l'origine  pour 
centre,  l'auteur  définit,  au  moyen  de  cette  intégrale  t,,  k  intégrales  particu- 
lières T,,r,.,. .  .Ti^.  de  l'équation  proposée.  Il  montre  que  S  représente  asymplo- 
tiquement  ces  diverses  intégrales  t,^^.  Celles-ci  peuvent  aussi  se  représenter  par 
des  séries  de  la  forme 

T.„.=  V{x)  +  X„J--\ 

si  a^  n'est  pas  un  nombre  entier;  les  A„,  sont  des  constantes  et  P(j7)  est  la 
seule  intégrale  de  la  proposée  qui  soit  uniforme  dans  le  domaine  de  a;  =  o.  Si 
«j  est  un  nombre  entier,  on  a 

■r„„=  r(^)  +  [A„,-f-  [i  \os,x]t'\ 

Dans  un  dernier  paragraphe,  Fauteur  étudie  les  racines  des  équations 
P  (a;)  =  const., 
cl  montre  que  P(.r)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

V{x)  =  x^G(^)\i{x), 


où  G  est  une  fonction  transcendante  entière  de  genre   /.',   s  un    noFubrc  entier 
et  ^J  une  série  entière  ne  s'annulant  pas  dans  le  domaine  de  l'origine. 

Ilermes  (O.),  à  Sleolltz.  —  Les  formes  des  polvèclres  (avec  une 
planclie).  (2--5()  et  3().5-3,")o). 

Énumération  des  diverses  formes  possibles,  d'après  le  nombre  des  faces,  le 
nombre  des  côtés  des  diverses  faces  et  le  nombre  de  faces  des  divers  angles 
polyèdres. 

La  première  partie  est  consacrée  aux  polyèdres  simjiles.  c'est-à-dire  dont 
tous  les  angles  polyèdres  sont  des  Iricdres.  Le  principe  de  la  classification  est 
le  suivant.  Une  des  faces  avec  le  nombre  maximum  de  côtés  est  appelée /oce 
fondamentale;  les  faces  adjacentes  à  celle-là  sont  dites /aces  latérales  et  les 
autres  sont  dites /aces  de  couverture  {Dechjlcichen).  Les  côtés  de  la  face  fon- 
damentale sont  dits  arêtes  fondamentales;  les  arêtes  qui  aboutissent  à  des 
sommets  de  cette  face  sont  dites  arêtes  latérales  et  toutes  les  autres  sont  les 
arêtes  de  couverture;  les  arêtes  de  couverture  qui  ne  font  pas  partie  des  faces 
de  couverture  sont  dites  inter-arêtes  {Zwischenhanten).  Chaque  polyèdre  est 
alors  défini  par  une  formule  donnant  le  nombre  de  côtes  de  la  face  fondamen- 
tale, de  chacune  des  faces  latérales  et  des  faces  de  couverture  et  l'indication 
des  inter-arêtes. 

L'auteur  donne  les  formules  des  polyèdres  jusiiu'aux  décaèdres,  pour  lcs(|uels 
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il  trouve  2,33  formes  difTércnles.  II  annonce  l'existence  de  la.ïo  formes  pour  les 
polyèdres  simples  à  onze  faces  et  de  7.533  formes  pour  les  polyèdres  simples  à 
douze  faces. 

La  seconde  partie  traite,  d'après  une  méthode  analogue,  des  polyèdres  dont 
les  an>;ies  polyèdres  sont  quelconques  et  contient  l'énuméralion  des  formes  de 
ces  polyèdres  jusqu'aux  octaèdres  inclusivement.  L'auteur  indique  aussi  une 
classification  au  moyen  de  formules  relatives  aux  arêtes  seulement  {Kanten- 
forrnelii),  qui  met  en  évidence  un  lien  étroit  entre  ces  polyèdres  généraux 
et  les  polyèdres  simples  à  angles  trièdres. 

Nennianii  (Ernst),  à  HaJle.  —  Sur  la  lliéorie  de  l'éleclrostalique 
de  Poisson,  et  en  particulier  sur  la  distribution  électrique  sur 
un  conducteur  limité  par  trois  surfaces  sphériques.  (60-98  et 

277-304). 

La  première  partie  du  Mémoire  est  une  étude  sur  les  coordonnées  dipolaires, 
dont  le  but  est  de  permettre  de  combiner,  dans  la  théorie  de  FÉlectrostatique, 
l'emploi  de  ces  coordonnées  et  de  la  méthode  de  transformations  par  rayons 
vecteurs  réciproques.  A  cet  effet,  l'auteur  résout  (  n°  G)  le  problème  fonda- 
mental suivant  : 

«  Soient  A.,,  A^  les  pôles  d'un  système  de  coordonnées  dipolaires  et  \,  S?,  » 
les  coordonnées  d'un  point  M  dans  ce  système;  par  une  inversion  A(  et  A2  ont 
pour  homologues  des  points  A';,  A'^  qui  seront  les  pôles  d'un  nouveau  sjslèmc 
de  coordonnées  dipolaires,  associé  au  premier  (Bildsysteni)-,  soient  X',  &',  9' 
les  coordonnées,  dans  ce  système,  de  Thoniologue  M'  de  M,  dans  l'inversion 
considérée  :  calculer  \',  2r',  o'  eu  fonction  de  "k,  Sr,  9.  » 

Dans  la  seconde  partie  du  Mémoire,  l'auteur  applique  les  formules  obtenues 
à  divers  problèmes  de  distribution  électrique.  Ceux  de  ces  problèmes  qui  con- 
cernent des  conducteurs  se  ramènciit,  comme  l'on  sait,  aux  deux  problèmes 
fondamentaux  suivants  : 

i"  Distribution  sur  des  conducteurs  isolés,  en  l'absence  de  tontes  forces  exté- 
rieures ; 

2°  Distribution  sur  des  conducteurs  à  la  terre,  sous  l'influence  d'une  masse 
électrique  placée  en  un  point. 

La  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques  permet,  comme  l'auteur  le  rap- 
pelle dans  les  n"'  1  et  2,  de  ramener  la  solution  du  second  problème  pour  un 
conducteur  iloiiné  à  celle  du  premier  problème  pour  uu  autre  conducteur. 
Cette  réduction  se  fait  simplement  par  l'emploi  des  coordonnées  dipolaires. 
C'est  ainsi  que  l'auteur  traite  (n"  .'i  )  le  second  problème  fondamental  pour 
deux  sphères  (problème  traité  déjà  par  C.  Ncumann).  Le  résultat  obtenu  le 
conduit  à  une  surface  de  niveau  particulière  simple  (  n°  4)  pour  un  certain 
système  de  niasses  électriques  en  équilibre.  Une  méthode  l)ien  connue  lui 
permet  alors  de  déduire,  de  la  connaissance  de  celte  surface  de  niveau,  la  solu- 
tion du  premier  |iroblème  fondamental  pour  un  conducteur  K,  limité  par  des 
portions  de  trois  sphères,  dont  l'une  est  orthogonale  aux  deux  autres  (  n"  5). 
Les  |)aragra|)lM's  suivants  contiennent  :  la  MiUuion  ilu  ^CL■ond   problème  fonda- 
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mental  pour  ce  même  conducteur  K  (n°  0),  des  applications  au  problème  des 
tcmpéraliups  stationnaires  (  n"  7);  et  la  détermination  delà  fonction  de  Green 
pour  une  calotte  formée  de  deux  demi-sphères  concentriques  (  n"  8).  Les  der- 
niers résultats  se  trouvent  vériliés  par  une  méthode  directe  (n°  9).  Le  n°  10 
contient  une  généralisation  des  considérations  du  n°  4  pour  une  classe  étendue 
de  systèmes  de  conducteurs;  enfin  un  exemple  simple  des  applications  qu'on 
peut  en  faire  est  traité  dans  le  n°  11. 

Ilenscl  (Ki/rt),  à  Berlin.  —  Sur  les  corps  algél)ri(|iies,  f[iil  sont 
composés  avec  deux  autres.  (()()-! o8). 

Soit  G,  le  corps  algébrique  défini  par  une  racine  a:,  d'une  équation  algé- 
brique F(a7)  =0,  de  degré  n;  G^,  G,,  ...,  G„  les  corps  algébriques  conjugués 
de  celui-là,  c'est-à-dire  correspondant  aux  autres  racines  X2,  x^,  ...,  x^  de 
V{x)  =  0.  On  considère  les  systèmes  S  de  la  forme 


dans  lesquels  les  éléments  des  diverses  lignes  appartiennent  respectivement 
aux  corps  G,,  G2,  ...,  G„,  les  éléments  de  chaque  colonne  étant  conjugués  les 
uns  des  autres.  Les  diviseurs  élémentaires  de  ces  systèmes  S  ont  fait  l'objet 
des  recherches  de  M.  Hensel,  publiées  dans  les  Tomes  précédents  du  même 
recueil.  De  chaque  système  S  on  peut  déduire,  par  combinaison  des  colonnes, 
des  systèmes  particuliers,  qui  sont  dits  canoniques,  et  dont  les  diviseurs  élé- 
mentaires s'appellent  les  diviseurs  fondamentaux  de  G,. 

M.  Hensel  suppose,  dans  le  présent  travail,  que  y{x)  est  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  irréductibles,  de  sort(î  que  chaque  système  S  est  la  juxtaposition 
de  systèmes  correspondant  à  diverses  équations  irréductibles.  Il  étudie  (  n"  1) 
les  relations  entre  les  diviseurs  fondamentaux  de  S  et  de  chacun  de  ces  sys- 
tèmes partiels. 

Dans  le  n"  "2,  il  suppose  donnés  deux  corps  algébriques  G,,  P,,  dont  les 
conjugués  soient  respectivement  G.,  ...,  G„  et  V.,  ...,  T.j  il  considère  le 
corps  composé  de  G,  et  de  ^^  (le  produit  des  deux  corps,  dans  la  terminologie 
de  Dedekind)  et  résout  le  problème  : 

Déterminer  les  diviseurs  fondamentaux  de  [G,,  FJ,  au  moyen  des  divi- 
seurs fondamentaux  de  G(  et  de  V ^. 

La  solution  du  cas  particulier,  où  les  divers  corps  [G,,  T^]  sont  tous  néces- 
saires pour  obtenir  un  ensemble  de  corps  conjugués,  résultait  seule  immédia- 
tement des  résultats  donnés,  sur  ce  sujet,  dans  un  précédent  .Mémoire  de 
l'auteur  (t.  105  du  même  recueil,  p.  ?>\\)-?>'\\). 

llanck  {Giiido).   —   Nouvelles   r(Mnar([ucs   sur  les    figures    réci- 
pro(|ues  de  la  Statique  gia[)ln(iue.  (  kxj-i  I'.->). 

Dans  un  précédent  Mémoire  (même  recueil,  t.  100,  p.  ;](j.j),  raulcur  a  montré 
que  les  figures  réciproques  de  la   Stati(|ue  graphique  peuvent  être  considérées 
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coniine  résiillani,  par  projection,  de  polyèdres  réciproques  dans  le  syslème 
polaire  relatif  à  une  suifaee  de  révolution  quclcon(|ue  du  second  degré.  Il 
montre  que  le  même  tiiéorèrne  subsiste  en  remplaçant  la  surface  de  révolution 
par  une  surface  quelconque  du  second  dej^ré.  Si  cette  quadrique  a  un  centre, 
le  plan  de  projection  sera  un  plan  de  section  circulaire  et  la  projection  sera 
faite,  pour  l'une  des  figures,  parallèlement  au  diamètre  conjugué  de  ce  plan 
cyclique  et,  pour  Taulre  rij;ure,  en  prenant  le  centre  de  la  surface  pour  point 
de  vue.  Des  théorèmes  analogues  ont  lieu  pour  les  paraboloïdes. 

L'auteur  insiste  sur  ce  point  qu'il  n'y  a  pas  de  raison,  d'ordre  mécanique, 
pour  préférer  à  cette  réciprocité  relative  à  une  quadrique,  la  réciprocité  par 
rapport  à  un  complexe  linéaire,  qui  est  employée  en  général  dans  cette  question. 

Wallenberg  [Georg).  —  Sur  une  classe  d'équations  diiréren- 
lielles  du  second  ordre  non  linéaires,  (i  i3-i3i). 

Les  équations  étudiées  ont  pour  forme  générale  V (y\  y)  z=  r,^  F  élant  un 
polynôme  entier  par  rapport  a  ses  deux  arguments;  et  l'auteur  cherche  à  géné- 
raliser les  résultats  obtenus  par  Briot  et  Bouquet  pour  les  équations 

V{y\y)r=o. 

Il  arrive  elTectivement  aux  résultats  suivants  : 

1°  L'intégrale  générale  ne  peut  jamais  être  uniforme,  si  F  n'est  pas  linéaire 
en  )'"  ; 

2°  Pour  que  l'équation  possède  des  intégrales  particulièn-s  uniformes  et 
ilélermiuées  en  tout  point  à  distance  finie,  il  faut  et  il  suffit  qu'une  de  ses 
intégrales  premières  particulières  soit  une  équation  de  Briot  et  Bouquet;  de 
sorte  que  le  genre  de  la  relation  P^  ==  o  doit  être  égal  à  un. 

3°  Les  seules  fonctions  uniformes  et  déterminées  en  tout  point  à  dislance 
finie,  qui  soient  liées  à  leur  dérivée  seconde  ])ar  une  équation  algébri(|ue,  sont 
les  fonctions  rationnelles,  périodiques  et  doublement  périodiques. 

L'auteur  donne  en  terminant  les  types  d'é(]uations  binômes  en  j'' qui  admet- 
tent des  intégrales  particulières  de  l'espèce  considérée. 

Les  résultats  généraux  précédents  ont  été  donnés  par  E.  Picard,  bien  anté- 
rieurement, comme  résultant  d'un  théorème  général  sur  les  relations  algé- 
briques entre  des  fonctions  uniformes  (^^///e^m  des  Sciences  niatJiéinatiques, 
2"  série,  t.  \'II,  p.    107). 

SadlscJiiit z  (Louis),  à  Kr)nigsberg.  —  Sur  une  fiaolion  continue 
particidière  à  numérateurs  négatifs,  avec  des  remarques  géné- 
rales sur  la  convergence  on  l'oscillation  des  fractions  continues. 
(iSa-iG/i  et  242-266). 

.   ù'  .       .  .  .  p 

Soit  — ^  le  quotient  incomplet  général  d  une  fonction  continue  X,  ~  une 
réduite  tjuelconque.  L'auteur  ilonne  divers  énoncés  ([ui  rattachent  la  conver- 
gence de  \  aux  ]ir(quielés  ilc  la  série     >    j"   ^"    >   en  sujqiosant  que  les  ^|,  sont 
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de  signe  constant  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  ?i.  Il  examine  plus  spécia- 
lement le  cas  où  les  b'^  sont  tous  négatifs  {b'^  —  —  6„).  Ces  remarques  conduisent 

à  introduire  les  fractions  U„=  7^-^'  liées  par  la  relation  de  récurrence 

X).— i 

(0  'L'„(U„^,— «„)  + 6„=  o, 

qui  sera  fondamentale  dans  le  cas  particulier  qui  fait  Folijet  essentiel  du 
Mémoire.  Ce  cas  est  celui  où  rt„  et  b^^  sont  donnés  [nu-  tics  formules 

«^=  a„/i -f- a,,         b,^=  '^j^,n"--h  f-'^n -i-  ?^^,         ^o  >  ">         ?o>  ^^ 
L'auteur  pose  alors 

U,.=  A/(  +  B-i-^/(/0, 

où  A  est  donné  par  réquation 

(3)  .V--a„A+?„=o, 

B  et  B,  par  deux  autres  formules,  et  où  f{n)  est  défiuie.  à  cause  de  (i),  par 
une  équation  fonctionnelle  simple. 

En  se  bornant  au  cas  où  l'équation  (  i  )  a  ses  racines  réelles  et  inégales, 
l'auteur  discute  les  valeurs  asymptotiques  de/(/i)  [lom-  /(  =  x  et,  par  suite, 
les  valeurs  asymptotiques  de  U„.  De  cette  discussion  résulte,  par  application 
des  règles  de  convergence  énoncées  au  début  du  Mémoire,  que  X  est  conver- 
gente, sauf  dans  un  cas  d'exception,  où  X  est  infinie  et  il  suflit,  dans  ce  cas,  de 
changer  la  valeur  de  a^  pour  ramener  X  à  être  convergente. 

Pour  arriver  à  ce  résultat  général,  l'auteur  a  dû  écarter  certaines  particula- 
rités, qu'il  examine  en  détail  dans  les  derniers  paragraphes.  Dans  certains  de 
ces  cas,  on  peut  efl'ectivemcnt  sommer  X. 

Craig  {Tliomas)^  à  Ballimore.  —  Applications  de  certaines  éqiia- 
lions  aux  dérivées  partielles,  dérivées  des  équations  de  Codazzi. 

(i65-i88). 

Soit,  j)our  une  surface 

ds-  =  E  du-  -f-  i  V  du  dv  ■+-  G  dv-, 

Ou- 

XX-;^  =  VEG-I-.Q, 
()u  ôs; 

d-x 


SX -,-•:-  =v/KC-lMi, 

X.  Y,  Z  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale.  Les  équations  de  Codazzi 
sont  des  équations  du  premier  ordre  entre  V,  (^,  II.  En  y  suppo.sant  Q  =  o,  on 
en  déduit  deux  équations  linéaires  du  second  ordre  [  I*]  =  o,  [  R]  =  o,  vériliées 
respectivement  par  T  et  R.  L'auteur  montre  que  ces  équations  sont  néco^saircs 
et  suffisantes  pour  ([ue  les  lignes  coordonnées  soient  conjuguées. 


96  SECONDE  PARTIE. 

En  faisant  ensuite  diverses  lij'pothcses  particulières  sur  les  invariants  de  ces 
équations  et  supposant  en  outre  F  =  o,  il  obtient  les  ihéorcnries  suivants  : 

1°  Si  les  inverses  des  rayons  de  courbure  principaux  satisfont  à  la  même 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  (E),  Véquation 
que  vérifient  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de  la  surface  est  l'ad- 
jointe de  (E)  et  ces  équations  ont  des  invariants  égaux;  les  lignes  de 
courbure  forment  un  système  isométrique  et  le  ds"-  est  de  la  forme 

ds-=  U,V2(U[  du--^\idv-). 

2°  Dans  le  cas  des  su/ faces  de  révolution,  des  cônes,  des  cylindres  et  des 
transformées  de  ces  surfaces  par  inversion,  les  équations  linéaires  vérifiées 
par  les  inverses  des  rayons  de  courbure  principaux  sont  adjointes  l'une  de 
l'autre. 

Kôtter  [Fritz).  —  Pression  exercée  sur  le  fond  des  vases  cylin- 
driques verticaux  contenant  du  sable.  (189-241). 

Imaginons  un  tube  vertical,  fermé  par  un  piston  à  sa  partie  inférieure  et 
contenant  du  sable.  La  pression  P  que  l'auteur  cherche  à  déterminer  est  la 
pression  normale  minima  qu'il  faudrait  exercer  de  bas  en  haut  sur  ce  piston 
pour  le  maintenir  en  équilibre.  L'expérience  montre  que,  si  la  hauteur  de  la 
couche  de  sable  augmente,  cette  pression  tend  très  rapidement  vers  une  limite  : 
on  supposera  donc  que  P  est  égale  à  cette  limite  et,  par  conséquent,  indépen- 
dante de  la  hauteur  de  la  couche  de  sable. 

Pour  mettre  le  problème  en  équations,  on  admettra,  avec  Coulomb,  que 
l'équilibre  tient  îiw  frottement  des  particules  de  sable;  c'est-à-dire,  d'une  ma- 
nière plus  précise,  que  pour  un  élément  de  surface  quelconque,  au  sein  de  la 
masse  de  sable,  l'angle  de  la  pression  avec  la  normale  ne  dépasse  pas  une  limile 
fixe  »  et  que,  de  même,  pour  les  éléments  en  contact  avec  les  parois  solides 
du  vase,  cet  angle  ne  dépasse  pas  une  limite  fixe  9,.  Un  sj'stème  de  pressions, 
satisfaisant  à  ces  conditions  et  aux  équations  générales  de  léquilibre  des  sj's- 
lémes  continus,  s'appellera  une  répartition  des  pressions  admissible.  Soit  V 
la  composante  normale  de  la  pression  totale  exercée  par  te  sable  contre  le 
piston,  pour  une  telle  répartition  des  pressions.  La  pression  P  cherchée  sera 
le  minimum  de  toutes  ces  quantités  V,  correspondant  aux  diverses  répartitions 
admissibles.  Le  problème  se  présente  ainsi  comme  un  problème  de  calcul  des 
variations. 

L'auteur  le  traite  complètement  dans  deux  cas  seulement  :  celui  où  la  section 
du  tube  se  compose  de  l'espace  compris  entre  deux  droites  parallèles  et  celui 
où  la  section  du  tube  est  un  cercle.  Il  termine  par  quelques  considérations  sur 
la  forme  vraisemblable  de  l'expression  de  P,  dans  le  cas  général. 

Kneser  (Adolf),  à  Dorpat.  —  Étude  et  représcnlalion  asynipto- 
lique  des  intégrales  de  certaines  équations  difTcrentielles  li- 
néaires, pour  de  grandes  valeurs  de  l'argument.  (Troisième 
Mémoire).  (26j-2~5). 

Généralisation  des  résultats  obtenus  dans  le  précédenl  Mémoire  publié,  sous 
le  même  titre,  dans  le  Tome  117  du  même  recueil. 
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1.  L'intégrale  générale  réelle  de  l'équation 

y'  +  yja=+^[fli+  ?(.r)]|  =0 
peut  se  représenter  sous  la  forme 

r  =  C,  cos(  — !-  Ioi;\r  -+-  ax)  -h  C,  sin  (  — ^  loax  +  ax)  +  s, 
\2a  J  -        \9.a     '  J 

où  C.  et  C^  sont  des  constantes  et  où  s  et  -7^  tendent  vers  zéro  pour  x  =  <x. 

ax  ^  ' 

sous  les  hypothèses  suivantes  : 

a  et  a,  sont  des  constantes  réelles  et  a  n'est  pas  nul  et,  pour  des  valeurs  de  x 

suffisamment  grandes,  la  fonction  réelle  o{x)  est  continue  ainsi  que  sa  dérivée 

et  l'on  a,  y  et  ^  étant  des  constantes  positives, 

\'H^)\<g^      \^'?'{^)\<g, 

eiiliii  l'intégrale 


r 


clx 
est  finie  et  déterminée. 

2.  Soit  l'équation 

où  cr,  rt,,  «.^,  ...  sont  des  constantes  réelles  et  posons 

X  =  a,r  -1 !-  log^. 

2  a 

L'intégrale  générale  réelle  de  cette  équation  est  re])réscntéc  asymptoiiqucmenl 
par  une  série  de  la  forme 

-'  +-,  +..  .^cosX+f,%^-^  +  êl+..   \sin.\, 
XX-]  \  X  X-  ] 

qui  satisfait  formellement  à  l'équation  et  où  a„  et  jj,,  sont  arbitraires. 

3.  Résumé  des  résultats  uliienus  ;  comparaison  avec  ceux  de  M.  llorn 
(t.  118  du  mémo  journal). 

Sujet  du  Prix  proposé,  pour  l'anncc   1902,  par  la  Sociclé  priri- 
cière  de  Jablonowski.  (2^6). 

«  Compléter,  en  un  point  essentiel,  les  redierclies  contenues  dans  le  MéTiioire 
de  Poincaré  sur  La  inéLhode  de  Aeuniann  el  le  problC-ine  de  Diriclilet.  » 
(1896). 

Table  des  inalières  des  Tomes  111-120. 
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Tome   lil  ;  1900. 


Thomé  {L.-W.),  à  Grelfsvvakl.  -  Sur  les  équations  difTérea- 
tielles  linéaires  à  coefficients  algébriques  non  uniformes.  (Troi- 
sième Mémoire;  les  deux  premiers  Tomes  113  et  119  du  même 
journal.)  (i-Sq). 

Soit  F  (r  u,  v,w,  x)  =  o  une  équation  linéaire  honnogène  d'ordre /»,  dont 
les  coefficients  dépendent  rationnellement  de  x  et  des  fonctions  algébriques  «, 
V  w  de  X.  On  a  vu,  dans  les  précédents  Mémoires,  comment  on  en  déduit  une 
équation  linéaire  homogène  à  coefficients  rationnels  <ï>N(r,  x)  =  0,  à.  laquelle 
appartiennent  toutes  les  intégrales  de  la  première.  On  supposera,  dans  ce 
Mémoire,  que  <1>n  peut  se  représenter  par  un  système  d'expressions  differen- 
tidles  normales  (»  ),  et  Ton  cherchera  à  intégrer  F„.=  o  (  n»  1  ). 

Le  cas  où  *,n  ne  contient  qu'une  composante  canonique  {canonisc/ier  Bes- 
tandheil)  a  été  traité  implicitement  dans  le  premier  Mémoire  (n»  2).  L'auteur 
montre  (  n°  3  )  con.ment  on  peut  former  une  F„=  o  telle  que  <I>n  ait  la  pro- 
priété générale  énoncée.  L'intégration  de  *n  -  o  dépend  alors  de  la  formatma 
d'un  système  à' expressions  différentielles  élémentaires  normales  i^n^  4).  Ces 
systèmes  possèdent  les  mêmes  propriétés  que  l'auteur  a  établies  autrefois 
(même  recueil,  t.  9G)  pour  les  systèmes  d'expressions  dillërentielles  normales 

"ce'la  p..sé,  soit  un  complexe  de  R  combinaisons  de  branches  dos  fonctions  u, 
V,  w  correspondant  au  point  singulier  x  =  a.  On  pose  x  -  a  =  ^  el,^  dans  le 
domaine  de  ^  =  a,  F„,=  o  est  remplacée  par  une  équation  r^{y,^,)-ocl 
<!,>.=  o  par  une  équation  VN(.r,  Ç)  =  o.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  1„ 
peut  se  représenter  par  un  système  d'expressions  différentielles  élémentaires 
normales  Le  n"  6  contient  la  détermination  des  intégrales  normales  corres- 
pondantes sous  la  forme  de  combinaisons  linéaires  des  intégrales  de  même 
nature  de  Tn=o.  L'intégration  de  l'équation  F,„=o,  au  sens  explique  par 
M    Thomé  dans  son  premier  Mémoire  (Tome  115),  en  résulte  (n»  7). 

Un    dernier   paragraphe  est  consacré   aux  équations    non   homogènes  de  la 
forme  F„.  =  ^,  où  q  satisfait  aux  hypothèses  introduites  dans  le  Mémoire  de 
rauteur,"du  Tome  107  du  même  recueil  (n°  8). 
Dcdckind   {II.),   à   Brunswick.    -    Sur   le    nombre    des    classes 

d'idéaux  dans  les  corps  algébriques  définis  par  des  équations 

binômes  du  troisième  degré.  (4o-i23). 

Le  corps  cubique  considéré  est  défini  par  0  =.  v'rf.  En  mettant  d  sous  la 
forme  «//^c\  où  c  est  rationnel  et  où  a  et  b  sont  des  entiers  dont  le  produit 
u-c.l   divi.ii.le  par  le  carré  d'aurun  .u.mb.e    p.emier,  la   formule  générale   des 


( .  )   Pour  la  lerminolugic  employée  par  M    Thomé.  voir  son  Mémoire  du  Tome  96 
du  Journal  fitr  Mathcniiilil. . 
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nombres  y.  du  corps  K  considcrc  est 

■■!/— r:  ■■"""TT 

X  =  -c  -t-  j;  y  ««-  +  y  y  rt- 1», 

a;,  T,  5  étant  des  noniljres  rationnels  (luelconques.  Les  nomlircs  c/,  h  5(uit  les 
invariants  du  corps  K.  Le  nombre  fondanienlal  (ou  discriniiiiant  )  I)  esterai 
à  — 3/,-  où  />■  =  3a^,  si  a- — b"-  n'est  pas  divisible  pai*  9  {corps  de  première 
espèce)  et  où  A'  =  ab  si  a-  —  6-  est  divisible  par  9  [corps  de  deuxième  espèce). 
L'auteur  détermine  tous  les  idéaux  premiers  du  corps  K,  puis  il  s'occupe  de  la 
détermination  du  nombre  h  des  classes  d'idéaux  contenues  dans  K.  D'après  la 
méthode  de  Dirichlet,  ce  nombre  est  donné  |iar  la  formule 

h  =      '^)'^     lim(5  — i)J, 

OÙ  e  est  une  unité  fondamentale  du  corps  (de  sorte  que  toutes  les  unités 
sont  ±  E'",  ni  étant  un  entier  queiconcjue)  et  où  J  est  la  fonction 


nr 


où  le  produit   1  1   s'étend  à  tous  les  idéaux  premiers  p  du  corps  (X  étant  le 

symbole  de  la  norme).  La  détermination  de  lim(5  —  i)J  résultera  d'une  série 
de  transformations  de  cette  fonction  J.  D'après  les  résultats  obtenus  pour  les 
idéaux  p,  on  peut  écrire 


IX  ^'(/')' 


où  le  produit  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers  p,  et  où  la  fonction  F  est 
définie  par  le  moyen  du  corps  quadratique  Q,  dont  le  nombre  fondamental 
est  —  3.  On  a,  en  elTet, 


'■■<")= ^n 


_  >>(çi)_ 

'       yV  '       N(ta)' 

où  le  produit    1   1    s"élend  à  tous  les  mimltics  m  du   corps  Q    premiers,   es>eu- 

tiellement   différents  et  fii^iirant  dans  /;  et  où  la  fonclioii  '^  est  é;;ale  à  /xvo,  ^i 

p  divise  /.,  à  + 1,  si  /;  =  3  et,  dans  les  autres  cas,  à  un  caractère  ( K  délini 

par  Jacobi,  et  (jui  est  é;;al  à  l'une  des  racines  cubiques  de  l'unité. 
J  se  décompose  ainsi  eu  un  [)ruduit 

J  =  G  H, 


^  n' 


(«=.,  2,  3,  ...) 


H  =  1  V  liJil, 

la  somiuatiou  s'élendant  maintenant  à  lou-  lc>  iinmbies  entiers  ;j.  du   corps  <J, 
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zéro  excepté  (grâce  à  une  extension  de  la  définition  de  la  fonction  ■!>).  La  loi 
de  réciprocité  cubique  permet  de  décomposer  celte  fonction  H  et  de  la  ramener 
à  une  forme  où  interviennent  les  formes  quadratiques  positives,  de  discrimi- 
nant D.  L'auteur  établit  alors  une  décomposition  reniarquable  de  ces  formes 
quadratiques  en  trois  familles,  dont  la  première  forme  un  groupe  et  sert  à 
représenter  les  nombres  premiers  p,  pour  lesquels  k  est  reste  cubique.  Un 
théorème  de  Kronecker  conduit  alors  au  résultat  définitif,  d'après  lequel  la 
détermination  de  h  est  ramenée  à  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  des 
fonctions  elliptiques. 

Boehm  (Karl),  à  Heidelberg.  —  Condilions  d'existence  d'un 
potentiel  cinétique  dépendant  des  dérivées  premières  et  se- 
condes des  coordonnées.  (i24-i4o)- 

Le  proi>lème  traité  par  l'auteur  se  rattache  aux  recherches  de  M.  Konigs- 
berger  sur  les  principes  de  la  Mécanique.  La  méthode  employée  est  due  à 
Mayer  {Leipziger  Berichte,  1896).  Le  résultat  est  le  suivant  : 

Pour  que  la  fonction  H  cherchée  dépende  des  v  premières  dérivées  des 
coordonnées,  il  faut  et  il  suffit  quelle  satisfasse  aux  équations 

dp,         dt\dp'J  ^         '    dV'\ôp'-"] 

où  les  P.  sont  des  fonctions  des  p,,  p'.,   ...,  pf    satisfaisant  aux  relations 
de  conditions 

ôpr-^      \     .     )dt\dp\-^')'^\     2     j  dt\,)p'C^ 

(•r  =  o,  I,  2,  . . .,  2v  ). 
Ce  théorème  est  démontré  dans  le  cas  v  =  r>. 

Kœnigsberger  (Léo),  à  Heidelberg.  —  Sur  les  potentiels  ciné- 
tiques généraux.  (141-167). 

Par  des  considérations  fondées  sur  la  notion  de  travail  et  le  principe  de 
d'Alembcrt,  lautcur  est  conduit  à  prendre  comme  expression  générale  de  la 
force  produite  par  le  mouvement  d'un  point  matériel  libre,  se  déplaçant  sur 
un  axe  Ox, 

~  dx        dl  ùx'  "^  f/^•  ôx'      ■■■      ^      ''  df  dx^'i'' 

Il  étant  une  fonction  de  x,  x',  x" ,  ...,  ar'").  Par  analogie  avec  la  Mécanique 
classique,  il  cherche  ce  que  doit  être  II  pour  que  \  ne  dépende  explicitement 
ni  de  /,  ni  de  x,  x\  ...,  orW  ;  II  pourra  s'appeler  la  force  vive   du  point  et 
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sera  reprcscntue  par  la  lettre  T.  Le  résultat  est  donné  par  les  forniules 

X  =  a ^,x '■-''■  -7-  a-.x'-''^-'>~i-. . .+  a^_iX''"^^), 

T  =  — -  /(—i)-'«,a7  ■')  =  -!- (-i)''-'rt,a;C'-')^+...-h(-i)   2    o.,^,x      -    '), 

pour  V  impair  et,  pour  v  pair,  par  les  formules 

X  =  a^x'^''^  -t-  a.,x -''-^'i  + . . .+  a.^_,ar(''+^', 

T  =  — -'(— .)-'«„^'';=+{-i)''-'a,a7C'-')-+...-l-(-i)^  -      '«,_.. X    *      -'  ). 

On  peut  alors  reprendre  les  questions  traitées  dans  la  Mécanique  classique,  et 
introduire  en  particulier  la  notion  généralisée  de  potentiel.  Pour  des  forces  qui 
ne  dépendent  que  des  distances  mutuelles  des  points  du  système  et  de  leurs 
dérivées,  on  trouve  un  potentiel  satisfaisant  à  une  équation  qui  est  la  généra- 
lisation de  l'équation  de  Laplace.  On  peut  aussi  généraliser  l'équation  de  Poisson. 
L'auteur  étudie  le  cas  d'un  potentiel  du  premier  ordre.  Dans  le  cas  d'un  seul 
point  mobile,  le  potentiel  ne  dépendant  plus  que  de  la  distance  de  ce  point  à 
un  point  fixe,  de  la  dérivée  de  cette  distance  par  rapport  au  temps  et  de  la 
vitesse  du  point,  l'intégration  des  équations  du  mouvement  se  ramène  à  des 
qua.lraturcs.  Ce  dernier  résultat  est  appliqué  au  mouvement  d'un  point  mobile 
à  l'intérieur  d'une  sphère  creuse  et  attiré  par  les  cléments  de  la  couche  sphé- 
rique  suivant  la  loi  de  Webcr. 

Sc/ilesinger  (Li/divig),  à  Klausenburg.  —  Sur  les  subslilulions 
projectives  qui  laissent  un  cercle  invariant.  (168-1-6). 

Le  rapport  qui  existe  entre  ces  substitutions  et  la  géométrie  non  euclidienne, 
signalé  par  Poincaré  dans  sa  théorie  des  groupes  fuchsiens,  est  précisé  par 
l'énoncé  suivant  : 

Si,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  z,  on  considère  un  cercle  O  de  centre  z^ 
et  de  rayon  \'c;  et  si  l'on  convient  d'appeler  droites  les  cercles  orthogonaux 
à  0;  d'appeler  longueur  d'une  courbe  l'intégrale 


et  aire  rintéj;ralo 


^ffw^. 


dp  dq 


de  conserver  au  mot  angle  son  sens  habituel;  et  de  considérer  enfin  comme 
égales  les  figures  qui  se  transforment  les  unes  dans  les  autres  par  l'une  des 
deux  classes  de  transformations  qui  laissent  O  invariant;  alors,  suivant  que  c 
est  positif,  nul  ou  négatif,  on  obtient  la  géométrie  de  Lobatschefski,  d'Euclidc 
ou  de  Hiemann. 

Scldcsinger  [Ludwig)^  à  Clausenburg.  —  Sur  les  subslilulions 
linéaires  échanjjeables.  (1-7-187). 
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Lorsque  deux  siil)slitiilions  linéuires  homogènes,  A  el  |{,  sont  éi-,lian;^cal>lcs 
(.\B=Ii\^),  elles  se  ramènent  à  leur  forme  canonique  par  une  même  trans- 
formation linéaire.  Ce  résultat  peut  s'appliquer  à  l'étude  des  intégrales  d'une 
équation  linéaire  homogène  dont  les  coeflicients  sont  fonctions  rationnelles 
d'un  point  {x,  y)  d'une  surface  de  Riemann  de  genre  un;  si  l'on  suppose,  en 
effet,  que  les  intégrales  sont  uniformes  sur  cette  surface  de  Riemann  rendue 
simplement  connexe,  la  nature  des  intégrales  ne  dépend  que  des  substitutions 
linéaires  A  et  B  relatives  aux  coupures  introduites,  et  ces  substitutions  sont 
échangeables.  L'auteur  obtient  ainsi  des  formules  élégantes  qui  redonnent  les 
résultats  connus  sur  les  équations  dilTérenticlles  linéaires  de  Picard. 

Timerding  (^U .-E .),  à  Strasbourg.  —  Sur  une  famille  de  sphères. 

(188-195). 

Étude  géométrique  des  propriétés  des  systèmes  de  cercles  et  de  faisceaux  de 
cercles  situés  dans  un  même  plan  et  définis  de  la  manière  suivante  :  Les  divers 
faisceaux  de  cercles  sont  supposés  rapportés  projectivement  les  uns  aux  autres. 
Les  familles  de  cercles  sont  constituées  par  les  cercles  orthogonaux  aux  cercles 
homologues  de  trois  de  ces  faisceaux.  Et  les  systèmes  de  faisceaux  de  cercles 
sont  ceux  dont  trois'faisceaux  quelconques  fournissent  ainsi  la  même  famille 
de  cercles. 

Une  étude  analogue  est  faite  ensuite  en  considérant  des  cercles  situés  sur  une 
même  sphère;  puis  des  sphères  dans  l'espace,  au  lieu  de  cercles. 

IVallenbog  (Georg),  à  Berlin.   —   Sur  les  équations   didéren- 
tielles  d'ordre  supérieur  analogues  à  l'équation  de  Riccali.  (196- 
•99)- 
Ce  sont  celles  qu'on  obtient  en  faisant  z  =  —  - —  dans  une  éci nation  linéaire 

homogène  en  y,   d'ordre  n.  L'auteur  en  donne  la  forme  générale  pour  «  =  3 
et  «  :=  4- 

Wallenberg  (Georg),  à  Berlin.  —  Sur  la  théorie  des  invariants 
différentiels.  (200-204). 

Dans  la  Note  précédente,  l'auteur  avait  déjà  remarqué  les  propriétés  d'inva- 
riance de  certaines  fonctions  des  coefficients  de  l'équation  linéaire  donnée^  qui 
gardent  la  même  valeur  quand  on  les  forme  avec  certains  des  coefficients  de 
la  transformée.  L'auteur  généralise  ici  cette  propriété  pour  n  quelconque.  Les 
invariants  en  question  sont  en  réalité  des  invariants  connus  de  l'équation 
linéaire  d'ordre  n. 

Fuchs  (Jiic/iard),  à  Berlin.  —  Sur  les  équations  différentielles 
linéaires  qui  apparticnnenl,  avec  leur  adjointe,  à  une  niènjc 
espèce.  (206-209). 

Si  une  é(|iiiiliciii  linéaiii'  liomogène  d'ordre  în  appartient,  a\cc  son  adjointe, 
à  une  niènic  espèce,  sa  n""'"  associée  est  réductible. 
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]]  allcnbc7-g  {Georg),  à  Berlin.  —  Sur  les  éf|U3lions  difTéren- 
lielles  (lonL  l'iiilégiale  généiale  est  une  fraction  du  premier 
degré  des  conslanles  arbitraires.  (2  10-2  i-). 

L'auteur  détcnniuc  la  foiine  i;énéi-ale  des  éiiualioiis  donl  l'intégrale  générale 

est 

^  ^  r,T,,^  c,T,.,+  C3-r„ 

c,:,  +  c,:„+c3Ç3" 

Ce  problcine  avait  été  traité  par  .AL  Vessiot  {Annales  de  Toulouse,  t.  I\.F). 

Griinfeld  [E .),  à  Nikolsburg.  —  Sur  les  équations  diflrérenlielles 
du  «"^■"'•^  ordre  adjointes  et  associées  à  une  équation  linéaire 
d'ordre  n.  (218-229). 

Soit  D  le  déterminant  formé  avec  n  intégrales  j>',,  ...,  •>'„  de  ré([uation 
linéaire  d'ordre  n  et  leurs  tlérivécs.  h'adjointe  de  la  A"'""  ligne  a  pour  inté- 

grales  «(i),=  7-  .  k^x^  (f  =  ij  2,  •  • -,  «  )  et  \  associée  de  la  A"'""  ligne  aura 
pour  intégrales  T|.n,.=  - — ^-— ■  (j  =  i,  2,  ...,n).  L'auteur  étend  à  ces  é<|uations 

des  identités  et  formules  symboliques  données  par  Frobenius  pour  l'adjointe 
de  Lagrange.  Il  donne  aussi  pour  les  associées  des  résultats  analogues  a  ceux 
qu'il  avait  obtenus  précédemment  (même  recueil,  t.  117,  p.  2^4)  pour  les 
diverses  adjointes. 

Meder  [Alfred)^  à  Riga.  —  Sur  la  théorie  des  points  singuliers 
d'une  courbe  gauche.  (23o-244)- 

Dans  l'élude  des  points  singuliers,  si  l'on  veut  éviter  que  les  dérivées  d'ordre 
supérieur  de  l'arc  soient  discontinues,  il  suffit  d'admettre  que  l'élément  linéaire 
puisse  changer  de  signe  en  ces  points.  La  même  circonstance  se  présente  pour 
l'angle  de  contingence,  l'angle  de  torsion  et  le  rayon  de  courbure.  Cette  liypo- 
llièse  est  avantageuse  pour  l'emploi  des  formules  de  F'renet. 

Après  ces  remar(|ues,  l'auteur  étudie  les  points  singuliers  à  l'infini  et  les  sin- 
gularités de  la  surface  polaire. 

Pirondlni  {Gcminiano).,  à  l'arme.  —  Sur  quelques  lignes  liées  à 
l'hélice  cylindrique.  {•).f\^-i.(y\). 

Les  lignes  considérées  sont  :  une  hélice  cylindrique  L,  la  ligne  de  striction 
de  la  surface  gauche  des  normales  principales  L„,  le  lieu  des  centres  do  cour- 
bure L,  cl  le  lieu  des  cenlres  des  sphères  osculalrices  Lj.  L'auteur  donne  un 
grand  nombre  de  théorèmes  curieux  et  nouveaux  sur  les  relations  qui  lient 
ces  diverses  lignes.  Par  exemple  : 

L„  divise  les  rayons  de  courbure  de  L  dans  un  rapport  constant. 
Si  Lj  ou  L,  est  une  hélice,  les  quatre  courbes  considérées  sont  quatre  hélices 
cylindro-coniques. 

Quand  l'hélice  L  est  tracée  sur  un  cyliinhe  dont  la  section  droite  est  un 
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cercle,  une  spirale  logarithmique,  une  développante  de  cercle,  une  cycloide, 
une  épicycloide,  une  hypocloule,  L,  est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre 
de  la  même  nature. 

Hamburger  (vJ/.),  à  Berlin.  —  Sur  les  solutions  singulières  des 
équations  difTérentielles  algébriques  d'ordre   supérieur.   (265- 

299)- 

Soit  F  —  0  l'équation  donnée  d'ordre  n,  algébrique  en  x,y.,y',  ...,  ^''"\  et 
A  son  discriminant  par  rapport  à  J''"'.  Si  yC''-i)  —  t,  est  un  diviseur  de  A,  t,  étant 
fonction  de  x,  y,  y\  ...,  jK^""^^  le  développement  de  ce  diviseur  suivant  les 
puissances  de  {x  —  :r„)  permet  de  reconnaître  si  yC"-')  =  ti  constitue  une  inté- 
grale première  de  F  =  o,  particulière,  ou  singulière,  ou  si  elle  n'en  est  pas 
une  intégrale  première.  L'auteur  donne  aussi  l'interprétation  géométrique  de 
l'équation  y("-') — t\  =  o. 

Dans  le  n"  II,  on  trouve  une  représentation  de  n  intégrales  premières  indé- 
pendantes sous  la  forme  ©(a;,  j',  y' ,  ...,  r^""'^)  =  const.,  où  9  est  développé 
suivant  les  puissances  de  jk("~')  —  y),  et  il  est  montré  comment  l'exposant  du 
terme  de  degré  moindre  dans  ce  développement  permet  de  distinguer  de  nou- 
veau les  trois  cas  indiqués  (relativement  à  la  nature  de  jk("~')  =  t, ). 

Dans  le  n°  III  est  démontrée  l'existence  de  n  intégrales  premières  de  la 
forme  'I>(ir,  y  y  y',  ...,  JK^"~'',  C)  =  o,  où  4>  est  algébrique  et  de  degré  m  en  C, 
m  étant  le  degré  de  F  par  rapport  à  ^(").  On  considère  alors  le  discriminant  I) 
de  <ï>  =  0,  pris  par  rapport  à  C,  et  ses  diviseurs  y("-^i) —  t,,.  Pour  que  yi"-')  =  t), 
soit  une  intégrale  singulière  de  F  =  o,  il  faut  que  le  développement  de  C  sui- 
vant les  puissances  de  y("-')  —  tj,  présente  les  mêmes  particularités  que  devait 
présenter  le  développement  de  cp,  considéré  au  n°  II,  pour  que  ^'."-O^  7^  fût 
une  intégrale  singulière. 

Il  en  résulte  que  A  =  o  et  D  =:  o  ont  les  solutions  singulières  comme  racines 
communes.  Mais,  tandis  qu'il  faut  une  condition  pour  que  les  racines  de  A  =  o 
fournissent  des  intégrales  premières  de  F  =  0,  il  faut  au  contraire  au  moins 
une  condition  pour  qu'aucune  racine  de  D  =^  o  ne  fournisse  d'intégrale  pre- 
mière de  F  =  o. 

Kôtler  [Fritz).,  à  Berlin.  —  Relation  remarquable  entre  la  sta- 
tique des  surfaces  flexibles  et  inextensibles  et  la  théorie  du 
mouvement  d'un  corps  dans  un  fluide.  (Soo-Sog). 

Le  mouvement  d'un  corps  solide  dans  un  liquide  s'exprime  par  des  fonctions 
tlièta  de  deux  arguments  dans  le  cas  où  l'on  a  (Clebsch) 

2T  =  b,y\-\-  b.,yl-^-  h^yl+  (-  ^ni\x\-\-(-  +„,W:^+/_  ^  nAx}. 

La  représentation  du  mouvement  de  rotation  est  alors  équivalente  à  la  repré- 
sentation du  roulement  d'un  plan  sur  la  figure  conique  qui  réalise  l'équilibre 
de  la  membrane  flexible  et  inextcnsililc  qui  se  développerait  suivant  un  secteur 
limité  par  la  conique 


•-:;  =  >>  cos-  tî  +  a  sin-  ï 
p-  ... 


t^'*^  p^^llii 
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Dans  ce  roulement,  les  trois  axes  principaux  du  corps  correspondent  aux  deux 
axes  de  la  conique  et  à  la  normale  au  cône  fixe.  Dans  le  problème  d'hydrody- 
namique, les  deux  arguments  des  fonctions  thêta  sont  fonctions  linéaires  du 
temps.  Il  en  sera  de  même  dans  le  roulement  considéré,  si  on  lui  impose  la 
condition  que  la  projection  horizontale  de  la  portion  de  la  génératrice  de 
contact  contenue  dans  la  membrane  considérée  obéisse  à  la  loi  des  aires. 

Appell  (Paul)^  à  Saint-Germain-en-La_)e.  —  Sur  une  forme  géné- 
rale des  équations  de  la  Dynamique.  (Sio-Sig). 

Imaginons  un  système  assujetti  à  des  liaisons  telles  que,  pour  obtenir  le  dépla- 
cement virtuel  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons  à  l'instant  t,  il  suffise 
de  faire  subir  à  n  paramètres  giQ^-'-^n  ^^^  variations  arbitraires.  On  mettra 
la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  au  système  sous  la  forme 
n 

^  Q,  5^,.  Si  l'on  forme  d'autre  part  la  fonction  S  =  -II/?iJ-,  où  la  sommation 
i-i 

doit  s'étendre  aux  accélérations  J  et  aux  masses  m  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, la  forme  annoncée  pour  les  équations  du  mouvement  sera 

On  peut  rattacher  ce  résultat  au  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss. 
Il  équivaut  à  dire  que  les  valeurs  des  accélérations  à  chaque  instant  rendent 
minimum  la  fonction  R  =  S  —  SQ,<7-'  ou  encoie  la  fonction  {comparer  Mxyeu, 
Leipz.  Berichte,  .3  juillet  1899  ^^  Hertz,  Œuvres,  t.  III,  p.  224) 


\lLi7^^ 


\y-+{niy"-\)--^{mz-Zr-]. 


L'auteur  traite  les  applications  suivantes  :  équations  d'Eulcr,  corps  de  révo- 
lution suspendu  par  un  point  de  son  axe,  cerceau. 

Kœnigsberger  [Léo),  à  Hcidelberg.  —  Sur  la  l'orme  des  déve- 
loppements des  fondions  algébriques  et  rirréduclibililé  de.^; 
équations  algébriques.  (Sao-Sog). 

Dans  un  précédent  travail  (même  recueil,  t.  llô),  l'auteur  a  montré  com- 
ment on  peut  déduiic  des  critères  d'irréductibilité  pour  les  équations  algé- 
briques de  l'élude  de  formes  particulières  de  développement  des  fonctions  algé- 
briques dans  le  domaine  d'un  point  critique.  Le  problème  auquel  conduisait 
ce  principe  est  ici  complètement  résolu,  ce  qui  permettra  de  nouvelles  appli- 
cations. 

Ce  problème  préliminaire  est  le  suivant  : 

Trouver  la  forme  générale   des   équations   algébriques  définissant   des 
fonctions   algébriques   qui   ont   des  points  critiques  donnés,  dont  chacun 
fournisse  un  nombre  de  cycles  donné,  de  manière  que  l'ordre  de  la  fonc- 
tion algébrique  soit  égal  à  un  nombre  donné,  pow  chacun  de  ces  cycles. 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  2'  série,  t.  XWIII.  (Juillet  iqo^.)  R.S 
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Le  mode  de  ramification  de  la  foncLion  algébrique  considérée  étant  ainsi 
donné  à  l'avance,  on  peut  toujours  le  choisir,  d'une  infinité  de  manières,  de 
sorte  que  l'équation  algébrique  ainsi  formée  (en  a;  et  y)  so.t  irreducfble  : 

Dans  un  type  d'équation  irréductible  (  en  x  et  y)  ainsi  obtenu,  remplaçons 
les  fonctions  rationnelles  de  x  par  des  nombres  rationnels,  les  facteurs 
linéaires  {x-a),  qui  y  figurent  et  correspondent  aux  points  critiques  a, 
par  des  nombres  premiers  et  la  condition  que  certaines  fonctions  de  x  ne 
doivent  pas  s'annuler  pour  x  =  a  par  la  condition  que  les  nombres  ration- 
nels remplaçant  ces  fonctions  ne  dois;ent  pas  être  divisibles  par  le  nombre 
premier  qui  remplace  le  binôme  (x-a),  et  nous  obtiendrons  un  type 
d'équations  algébriques  en  y,  à  coefficients  rationnels,  et  irréductibles 
dans  le  domaine  rationnel  naturel. 

Nous  ne  pouvons  citer  les  énoncés  intéressants  auquel  Tauteur  arrive  par 
cette  méthode  et  qui  comprennent,  comme  cas  particuliers,  les  théorèmes 
concernant  l'irréductibiUté  des  équations  aux  racines  primitives  de  l'unité. 

En  terminant,  lauteur  explique  par  quelques  exemples  comment  la  même 
méthode  peut  être  utilisée  pour  prévoir  la  réductibilité  de  certaines  classe^ 
d'équations  algébriques  par  Tadjonction  de  nombres  algébriques  donnes. 


Tome  122;  1900. 

Thomé  (L.-JV.),  à  Greifswakl.— Stir  les  équalions  différentielles 
linéaires  à  coefficients  algébriques  (avec   un  aperça   sur  Ten- 
semble  des  travaux  publiés  dans  ce  Recueil  par  l'auteur  sur  les 
équations  dlirérenlielles  linéaires).  (1-29). 
ISjo  1.  _  L'équation  dillerentielle  linéaire  considérée  est  delà  forme 
F„,  {y,  s.,  x)  =  o. 

y  étant  la  fonction  inconnue,  le  coefficient  dey'"')  étant  Tunilé,  et  les  autres 
coefficients  étant  rationnels  par  rapport  à  la  variable  indépendante  ar  et  à  une 
fonction  algébrique  s  de  x.  X  cette  équation  l'auteur  associe,  comme  dans  ses 
précédents  Mémoires,  une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels  en  x,  : 

(Connex-difrerenlialgleichung),  admettant  comme  intégrales  celles  de  la  pro- 
posée, pour  les  diverses  branches  des.  Il  étend  d'abord  aux  expressions  F„  les 
notions  dexpressions  différentielles  normales  et  de  systèmes  de  telles  expres- 
sions, qu'il  avait  introduites  auirefois  (  même  Recueil,  t.  96)  pour  les  expressions 
«!>>■;  et  généralise  les  théorèmes  relatifs  à  ces  expressions. 

Il  démontre  ensuite  que  les  expressions  associées  F„.  et  <Ps  sont  liées  de  la 
manière  suivante  :  Si  4>n  peut  se  représenter  au  moyen  d'un  système  d'expres- 
sions difTérenlielles  normales,  F„.  peut  aussi  se  représenter  au  moyen  d'un  sys- 
tème d'expressions  dilférentielles  normales  (dans  le  domaine  de  rationalité 
[s,  x]);  et  récipro(iueiiient. 


MliVUE  DlïS  PUBLICATIONS.  107 

Dans  son  Mémoire  du  tome  121  du  même  Journal,  l'auteur  a  montré  comment 
l'intégration  de  F„  =  o  pouvait  se  déduire  de  celle  de  *\=  0,  dans  le  cas  qui 
vient  d'être  énoncé.  En  vertu  du  théorème  précédent,  on  voit  qu'on  pourra  étu- 
dier directement  l'équalion  donnée  F^=o,  avant  d'appliquer  cette  méthode 
d'intégration. 

iN"  2.  —  Étude  des  équations  dont  dépendent  des  combinaisons  linéaires 
homogènes  de  y  et  de  ses  dérivées,  y  étant  intégrale  de  l'équation  donnée 
F„,  =  o.  Cette  étude  est  faite  toujours  au  point  de  vue  de  la  possibilité  de  repré- 
senter par  des  systèmes  d'expressions  difTérentielles  normales  la  proposée  et  les 
transformées  en  question. 

N°  3.  —  L'auteur  résume  la  méthode  de  représentation  des  intégrales  d'une 
équation  diflerentielie  linéaire  à  coefficients  algébriques  dont  ses  divers 
Mémoires  parus  dans  le  même  Recueil  (t.  96,  100,  104,  108,  112,  115,  117,  119, 
121,  122)  contiennent  le  développement  et  les  applications  à  la  théorie  des 
fonctions  algébriques. 

Millier  (-E.),  à  Rcinlgsberg.  —  Un  théorème  stir  les  surfaces  du 
second  ordre  et  ses  rapports  avec  la  géométrie  des  cercles 
dans  le  plan  (3o-33). 

Un  tétraèdre  étant  inscrit  dans  une  quadrique,  si  l'on  projette  les  pôles  de 
ses  faces  sur  la  surface,  en  prenant  pour  point  de  vue  un  point  de  la  quadrique 
situé  dans  ,1a  quatrième  face  du  tétraèdre,  les  trois  points  obtenus  sont  dans 
un  même  plan  avec  le  sommet  du  tétraèdre  commun  aux  trois  faces  considérées. 

On  en  déduit  un  Lliéorème  analogue  en  considérant  deux  tétraèdres  inscrits, 
doublement  inscrits  l'un  à  l'autre. 

La  méthode  de  projection  stéréographique  permet  de  déduire  de  ces  théo- 
rèmes des  énoncés  sur  des  figures  planes  formées  de  cercles. 

Guldberg  (AIJ.)^  à  Christiana.  —  Sur  la  théorie  des  équations 
aux  ditlerentielles  totales  complètement  inlégrables  (34-38). 

Recherche  des  conditions  d'intégrabilité  pour  les  équations  de  la  forme 
(>}{x.  y,  r,  dx,  dr,  dz)  =  o 
hi{x,  y,  z,  dx,  dy,  dz,  d-  z,  . , .,  d"  z)  =  o. 


et 


L'auteur  indique  la  marche  à  suivre  et  traite  complètement  deux  exemples 
simples. 

Heffter  {Lotliar),   à  Bonn.    —   Sur  les  équations  dilïercntielles 
linéaires  réductibles  (3g-42). 

Démonstration  de  ce  fait  qu'il  y  a  des  équations  diiïérenliellcs  linéaires  qui 
sont  irréductibles  dans  le  domaine  d'un  point,  sans  que  la  fonction  détermi- 
nante correspondante  soit  une  constante. 
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Griinfeld  {E.),  à  Nikolsbiirg.  —  Sur  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles adjointes  à  une  équation  différentielle  linéaire 
d'ordre  n  (43-52). 

L'auteur  indique  un  nouveau  mode  de  calcul  des  diverses  adjointes  et  du 
déterminant  formé  avec  les  intégrales  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  et  leurs 
dérivées.  Il  montre  ensuite  que,  si  la  proposée  est  réductible,  chacune  des  ad- 
jointes l'est  aussi,  et  réciproquement.  Il  examine  plus  spécialement  le  cas  où  la 
proposée  admet  toutes  les  intégrales  d'une  équation  de  même  nature,  dont 
l'ordre  est  inférieur  d'une  unité. 

Une  rectification,  relative  à  certaines  formules  de  ce  travail,  se  trouve 
page  88  du  même  volume. 

Lœwy  (^Aljre.d\  à  Fribourg-en-Br.  —  Sur  les  faisceaux  de  formes 
quadratiques  réelles  et  de  formes  d'Hermite  (53-^2). 

F.  Klein  et  Alf.  Lœwy  ont  montré  {Math.  Annalen,  t.  XXIII  et  LU)  que  le 
théorème  de  Weierstrass  : 

Si  le  discriminant  d'un  faisceau  de  formes  quadratiques  réelles  a  un  divi- 
seur élémentaire  complexe  ou  multiple,  le  faisceau  ne  contient  pas  de  forme 
définie, 

n'est  que   la  première  et    la    plus  simple    d'une  suite   de  propositions  décou- 
lant toutes  d'un  même  théorème  fondamental. 

Le  but  de  l'auteur  est  de  montrer  qu'il  en  est  de  même  relativement  au  théo- 
rème de  Gundelfinger  (  troisième  édition  des  Vorlcsungen  iiber  analytische 
Géométrie  des  Raumes  de  Hesse),  qui  est  la  généralisation  de  celui  de 
^^^eierstrass,  faite  au  point  de  vue  des  formes  semi-définies.  Nous  énoncei'ons 
seulement  le  théorème  fondamental  nouveau  de  M.  Lœwy,  d'où  découlent  tous 
les  autres.  M.  Lœwy  appelle  caractéristique  d'une  forme  réelle  quadratique 
décomposée  en  carrés  réels  indépendants  le  nombre  minimum  de  carrés  de 
même  signe  qu'elle  contient.  Cette  définition  admise,  soit  o  une  forme  quadra- 
tique réelle  à  discriminant  non  nul,  et  <i^  une  forme  quadratique  réelle  quel- 
conque, ayant  q  pour  caractéristique;  et  considérons  les  diviseurs  élémentaires 
ilu  discriminant  du  faisceau  p»  —  4'-  Soit  25  la  somme  des  exposants  de  tous 
les  diviseurs  élémentaires  correspondant  à  des  valeurs  imaginaires  de  p  ;  h  l'un 
quelconque  des  exposants  des  diviseurs  élémentaires  correspondant  aux  valeurs 
réelles  non  nulles  de  p;  et  h'  l'un  quelconque  des  exposants  des  diviseurs  élé- 
mentaires  correspondant  à  0  =  0.  Le  théorème  énoncé  réside  dans  l'inégalité 


■VF,('i).2'= 


7i'- 
^  ^  s  -4-  7    " 


OÙ  E  est  le  symbole  de  la  partie  entière  d'un  nombre. 
L'auteur  montre  aussi  que  ce  théorème  et  ses  conséquences  s'étendent  aux 


formes  bilinéaires  d'Hermite  \    \^a^a,x^Xi,  Aars  lesquelles  o^j  et  Os^^  sont  des 
imaginaires  conjuguées. 

Horn  {J-),  à  Charloltenburg.  —  Sur  la  nature  des  intégrales  d'une 
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équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  d'indétermination  (continuation  du  travail 
publié  dans  le  tome  120,  pages  1-26)  (-3-83). 

Dans  la  première  partie  de  son  travail,  rauteur  a  montré  que  Téquation 

^^■+'  -j-  =  (1  +  a^x  -T-  .  ..-h  a^x'')j'  -h  b„-h  b^x  -h  b.,x''--h  . . . 

possède,  si  a^  n'est  pas  un  nombre  entier,  une  intégrale  uniforme  dans  le  do- 

+  00 

maine  de  l'origine  :jk  =  P(^)  =  \   P\-^^'i  fini  admet,  dans  les  diverses  parties 

de  ce  domaine,  des  représentations  asymptotiques  différentes  : 

"H 
P(j;)  ~  c„+ Cj  j;  +  CoX- -Î-. . .  —  A^,e  ^•'^J  .x  "a, 

S'i  -)  =  7^  +  ,-7 — ^',    ■_.  +...+  '^j         m  =  o,  I,  2,  ...,/._,  1 

où  Co+ Cj^ -f- 0,0;-  +  . . .  est  la  série  qui  satisfait  formellement  à  l'équation,  et 
les  A^  certaines  constantes  bien  définies. 

L'auteur  donne  maintenant  les  formules  qui  fournissent  les  coefficients  p-^^ 
de  P(a;)  en  fonction  de  c^,  c,,  c^,  . . .,  A,,,  Aj,  . . .,  An._,.  Il  traite  aussi  le  cas  où 
Uf.  est  un  nombre  entier,  et  où  l'intégrale  est  alors 


y 


=  P(j7)  +  Be^V'/a;-nlo£ 


Enfin,  dans  un  dernier  paragraphe,  il  complète  l'étude  de  la  fonction  P(a;) 
au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  transcendantes  entières;  et  donne 
des  représentations  asymptotiques  des  racines  de  l'équation  P(a;)  =  c,, —  c. 

Mulh  (P.),  à  Osthofen.  —  Sur  les  diviseurs  élémentaires  des  sjs- 
Lèmes  composés  (d'après  une  lettre  de  M.  K.  Hensel)  (84-87). 

Il  s'agit  de  combler  une   lacune  dans   la   démonstration   donnée  par   Hensel 

(même  Recueil,  t.  114,  p.  109)  pour  le  théorème  fondamental  sur    les  diviseurs 

élémentaires  des  systèmes  composés.   L'auteur  reprend  à  cet  effet,  suivant  les 

indications  de  Hensel   lui-même,  la  démonstration  de  ce  fait  que  tout  diviseur 

1    o>      «1:.      •••»      «I,.    I 

élémentaire  du  système  >  -  -"      est  un  multiple  du  diviseur  cle- 

.,     ...,     ...,     ...   ^ 

o,     a„2,     ••.,    «„„   ' 

«u.     a,„     ...,    a,„  j 

mcntaire  correspondant  du  système    /      '•'        "'     "'"       '"  /  •  Les  a,j  peuvent 


a„i,    «„ ,    «, 

appartenir  à  un  corps  de  nombres  ou  de  fonctions  absolument  quelconque. 

Mulh  {P.)i  à  Osthofen.  —  Sur  les  formes  alternées  (89-96). 


iio  SECONDE  PARTIE. 

Les  formes  considérées  sont  des  formes  bilinéaires  dont  le  déterminant  est 
un  déterminant  symétrique  gauche.  L'auteur  leur  applique  la  méthode  de  réduc- 
tion de  Kronecker  (même  Recueil,  t.  107,  p.  i35-i36),  consistant  dans  une 
succession  de  combinaisons  simples  effectuées  sur  les  lignes  ou  les  colonnes 
du  système  (A)  de  leurs  coefficients.  Il  arrive  à  cet  énoncé  général,  qui  con- 
tient comme  cas  particuliers  divers  théorèmes  de  Frobenius  et  Kronecker  : 

Les  diviseurs  élémentaires  de  {X)  se  présentent  toujours  par  couples,  quand 
les  éléments  de  (A)  sont  des  quantités  entières  ou  rationnelles  appartenant 
à  un  corps  quelconque  de  nombres  ou  de  fonctions. 

Gomes  Teixeira  (F.),  à  Porto  (Porlugal).  —  Sur  les  séries  or- 
données  suivant   les   puissances    d'une   fonction    donnée    (97- 

123). 

Soit  f{z)  une  fonction  holomorphe  dans  la  couronne  comprise  etiire  une 
courbe  extérieure  fermée  simple  S  et  une  courbe  intérieure  s  de  même  nature, 
Q{z)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  de  S  et  n'y  possédant  qu'un  seul 
zéro;  si,  pour  tout  point  x  de  cette  couronne,  on  a  |0(ar)|<;|9(*)|,  quand  z 
décrit  S,  et  10(^7)1  >[  0(^)1,  quand  z  décrit  s,  on  obtiendra  un  développe- 
ment def{x)  dans  la  couronne,  de  la  forme 


f{x)  =  yA„&"{x). 


Dans  le  cas  où  &(x)  = —>  l'auteur  en  conclut  un  théorcme  qui  contient 

X  —  0 

le  théorème  d'Appell  sur  la  représentation  d'une  fonction  dans  une  aire  limitée 

par  des  arcs  de  cercle  {Acta  Mathematica,  t.  I).  Il  donne  aussi  une  méthode 

pour  former  des  fonctions  liolomorphes  dans  une  aire  limitée  par  des  droites 

et  ne  pouvant  pas  être  continuées  à  l'extérieur  de  celte  aire. 

D'autres  applications  sont  faites  en  prenant  Q{x)  =  sinx,  ce  qui  permet  à 

l'auteur  de  généraliser  les  résultats  donnés  par  lui  dans  le  même  Recueil,  t.  116, 

i'TC.r 

p.  i4,  et  en  prenant  0(a;)  =  e  ^  .  ce  qui  donne  une  démonstration  nouvelle 
de  la  formule  de  Fourier  pour  le  cas  des  fonctions  périodiques  de  variables 
complexes,  et  une  extension  de  cette  formule  applicable  dans  le  cas  où  la 
fonction  considérée  n'est  pas  périodique. 

Hermès  {O.),  à  Steglilz.  —  Les  formes  des  polyèdres  (^avec  deux 
planches,  (i 24-1 54). 

Suite  du  Mémoire  commencé  dans  un  précédent  Volume  du  même  Journal. 
L'auteur  énonce  la  série  des  résultats  qui  se  déduisent  de  ceux  qu'il  avait 
obtenus  par  la  méthode  des  polaires  réciproques.  Il  examine  ensuite  spéciale- 
ment les  polyèdres  qui  ont  autant  de  faces  que  de  sommets,  en  les  classant  en 
autopolaires  et  parapolaires  (non  autopolaires).  Le  cas  des  octaèdres  est 
étudié  en  détail  ;  les  octaèdres  autopolaires  avaient  été  trouvés  déjà  par 
Kirkman.  Dans   les  derniers  paragraphes   sont  indiquées   diverses   classes   de 
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polyèdres  autopolaires  et  parapolaircs  obtenues  par  uq  procédé  de  composition 
de  ces  polyèdres  avec  des  [)ol3èdres  simples. 

Wallenberg  [Georg),  à  Charlotlenbiirg.  —  Sur  la  ihéorie  des 
équations  diflcrenlielles  algébriques  du  premier  ordre  (suite). 
(i55-i63). 

Continuation  de  l'étude  des  équations  linéaires  homogènes  du  second  ordre 
qui  ont  une  intégrale  algébrique  du  premier  ordre,  commencée  au  tome  116 
(p.  1-9)  du  même  Recueil.  Il  restait  à  examiner  le  cas  où  cette  intégrale  est  de 
la  forme 

(r'—  ?i.^')'''  iy'—  ^iX)''' •■■  (.V— p„r)''"=  «) 

p,,  p^,  p,,,  a  étant  fonctions  algébriques  de  la  variable  indépendante.  L'auteur 
montre  d'abord  que  si  /i>2  l'équation  linéaire  du  second  ordre  considérée 
s'intègre  encore  algébriquement.  Si  n  =  2,  cela  n'est  plus  en  général;  mais  l'au- 
teur trouve  explicitement  les  conditions  nécessaires  et  suffisanles  pour  que 
l'intégrale  soit  encore  algébrique  dans  ce  cas. 

Heymann  {W.),  à  Chetiinilz.  —  Sur  les  équations  difterenlielles 
et  les  équations  aux  difTérences,  qui  peuvent  s'intégrer  au 
moyen  de  la  série  hvpergéométrique  de  Gauss,  (i6'|-i 'j  i). 

Si  l'on  difTérentie  h  fois  de  suite  l'équation  linéaire  de  la  série  liypergéomé- 
trique,  on  obtient  l'équation 

x{i  —  x)  yJ'+''-'i 

+  [(i—  2a;)/n-y  — (a+  ?  +  i).r].j>'t''+>)— (  a -l- A)  (  ?  + /Or^''' =  0, 

que  l'on  peut  considérer  comme  une  équation  aux  diiïérences,  en  y  regardant 
h  comme  une  variable,  x,  a,  p,  y  comme  des  paramètres,  et  yC"),  ^(^■*"'),^(''"'"'' 
comme  les  valeurs  d'une  même  fonction,  pour  les  valeurs  /i,,  A  -4-i,  /i  +  2  de  la 
variable.  Les  différentialions  correspondantes,  elTectuées  sur  les  séries  qui  satis- 
font à  l'équation  linéaire  hypergéométrique,  donnent  des  solutions  de  cette 
équation  aux  diflerences. 

On  peut  de  plus  considérer  cette  équation  aux  dinférences  comme  une  forme 
normale,  à  laquelle  on  ramènera,  par  des  changements  de  variables,  les 
équations 

AzO-^V  +  (  B  +  C  A)  ^C-*') H-  (  D  -+-  EA  +  F/i=  )z'')=  o, 
(  A  -+-  B/t  )  s''^-  +  (  C  +  D  /i  )  5(''+")  H-  (  E  -H  F  /t  )  -('■)  =  o. 

en  imitant  ainsi  ce  qu'un  fait  pour  l'équation  différentielle  hypergéométrique 
elle-même.  On  peut  aussi  lui  rattacher  des  équations  aux  différences  non 
linéaires,  dont  un  exemple  est  fourni  par  la  théorie  des  fractions  continues. 

Timerding  (fl.-E.),    à    Strasbourg.    —    Sur  la   réduction   d'une 
fonction  quadratique.  (1^2-1-8). 
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Réduction  d'une  fonction  du  second  degré  à  n  variables,  non  homogène,  ana- 
logue à  celle  que  l'on  elTectue  en  géométrie  analytique,  pour  n=2  et  n  =  3, 
dans  la  théorie  des  coniques  et  des  quadriques. 

Nanson^  à  Melbourne.  —  Sur  certains  ihéorèmes  de  la  théorie 
des  délerminanls.  (l'jg-iSo). 

L'auteur  indique  comment  certains  théorèmes  donnés  par  Netto  dans  le 
tome  ll'j  de  ce  Journal  résultent  d'un  mode  général  de  transformation  des 
propriétés  des  déterminants,  donné  par  Muir  en  1881  {  Trans.  R.  S.  Edin., 
t.  XXX,  p.  1-4 )•  Il  passe  en  revue,  comme  application  de  la  méthode  de  Muir, 
divers  théorèmes  connus  de  la  théorie  des  déterminants  (Cauchy,  Sylvester, 
Franke,  etc.). 

Dingeldey  {F.),  à  Darmsladt.  —  Sur  le  discriminant  d'une  cer- 
taine équation  quadratique  et  les  conditions  qui  caractérisent 
l'équation  d'un  cercle  en  coordonnées  projectives  quelconques. 

(186-197). 

L'auteur  détermine  les  conditions  qui  caractérisent  l'équation  d'un  cercle  en 
coordonnées  triliuéaires.  Les  fonctions  qui  y  interviennent  se  mettent  ensuite 
en  évidence  dans  diverses  transformations  de  l'équation  quadratique  dijut  dépend 
la  recherche  des  axes  d'une  conique  en  coordonnées  trilinéaires.  L'auteur  réussit 
ainsi  à  ramener  le  premier  membre  de  cette  équation  à  la  somme  de  deux 
carrés;  et  obtient  une  nouvelle  solution  de  ce  même  problème  pour  l'équalion 
qui  donne  les  axes  d'une  section  plane  d'une  quadrique. 

Sterba  (José/),  à  Vienne.  —  Sur  une  équation  de  Jacobi.  (198- 
204  ). 

L'auteur  démontre  la  formule  à  quatre  arguments  a,  'i,  y,  5 

Vsn(a  +  ;î)  sn(a—  ^) 

+  A- >^sn(a  +  P)  sn(a  —  P)  sn(;î  +y)  sn(|3—  y)  sn(y+&)sn(v-f-5)  =0, 

qui  contient  comme  cas  particulier  une  formule  de  Jacobi  à  trois  arguments.  Il 
en  déduit  diverses  autres  formules  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Appell  (P.),  à  Saint-Germain-en-Layc.  —  Sur  une  forme  géné- 
rale des  équations  de  la  dynamique  et  sur  le  principe  de  Gauss. 

(200-208). 

Ne  pourrait-il  pas  exister  des  équaiions  du  mouvement,  plus  générales  que 
celles  de  Lagrange  (c'est-à-dire  applicables  alors  même  que  les  liaisons  ne 
peuvent  pas  s'exprimer  toutes  par  des  équations  linies),  et  n'exigeant  pour  être 
écrites  que  la  connaissance  de   la  force  vive  T  et  de  la  fonction  des  forces  U? 
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L'auteur  montre  que  de  telles  équations  n'existent  pas,  en  indiquant  deux  sys- 
tèmes différents,  dans  lesquels  les  fonctions  T  et  U  sont  les  mêmes,  sans  iiue 
les  équations  des  mouvements  de  ces  deux  sj'Stèmes  soient  les  mêmes. 

Timerdiiig  {H.-E .)^  à  Strasbourg.  —  Sur  les  groupements  des 
tangentes  doubles  d'une  courbe  plane  du  quatrième  ordre. 
(209-226). 

Exposition  systématique  des  nombreux  théorèmes  sur  les  diverses  manières 
de  grouper  les  bilangentes  d'une  quarlique  plane,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc., 
qui  sont  dus  à  Steiner,  HeSse,  .\ronhald,  et,  plus  récemment,  à  de  Paoiis  et 
Ciani.  Suivant  une  vue  de  Frobenius,  l'auteur  distingue  ces  groupements  en 
syzygétiques  et  azygétiques.  L'idée  qui  lui  sert  de  guide  est,  au  fond,  la 
correspondance  entre  ces  configurations  et  celles  qu'on  obtient  en  coupant  une 
surface  de  Ivummer  et  ses  plans  doubles  par  un  plan;  ce  qui  a  été  le  point  de 
départ  des  travaux  de  Ciani.  Mais  il  emploie  aussi  dans  son  exposition  une  nota- 
tion des  bitangentes,  qui  les  fait  correspondre  aux  droites  qui  joignent  huit 
points  d'un  plan  (Hesse,  Cayley). 

Busche  {E.)^  à  Bergedorf.  —  Sur  une  représentation  réelle  des 
figures  imaginaires  d'un  plan  réel  et  quelques-unes  de  ses  appli- 
cations à  la  théorie  des  nombres.  (227-262). 

Considérons  dans  l'espace  un  trièdre  de  coordonnées  o^y^!^;  et  définissons  une 
droite  quelconque  par  les  points  (;,,  o,  !^i  )  et  (0,  t,.^,  ^^)  où  elle  perce  deux 
des  plans  coordonnés.  Posons 

\  —  _  '  "^  ^^1 .  Y  —  —  '  "^  '  ^-  • 


et  appelons  cette  droite  la  droite  X|V.  Un  point  imaginaire  (a,  +  ia^,  b^+ib.,) 
du  plan  o;r,  est  alors  représenté  parla  congruence  linéaire,  à  directrices  ima- 
ginaires, des  droites  \\Y  définies  par  la  relation 

a\-f-^V-f-i  =  o,         (a  =  a,-T-  ia.,  b  =  b^-h  ib.,). 

Si  le  rapport  a\b  est  réel,  cette  congruence  se  décompose,  et  l'on  dira  que 
le  point  est  un  point  atrope  (cl  hétérotrope  dans  le  cas  général  ). 

L'auteur  étudie,  dans  le  système  ainsi  défini,  la  géométrie  du  point  et  de  la 
droite;  indique  la  représenlation  des  coniques;  et  définit  les  principales  notions 
métriques.  Il  montre  les  rapports  de  sa  théorie  ^.vcc  les  théories  analogues  de 
von  Slaudt  et  de  Lie. 

L'auteur  se  sert  de  cette  représentation  pour  établir  diverses  propositions  rela- 
tives à  la  théorie  des  nombres  entiers  complexes.  Nous  nous  bornerons  à  citer  la 
suivante:  «Le  nombre  des  diviseurs  de  tous  les  nombres,  dont  la  valeur  absolue 
ne  dépasse  pas  n,  est 

où  y  prend  toutes  les  valeurs  entières  non  nulles,  dont  la  valeur  absolue  est  au 
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plus  égale  à  \\fn\  ».  Dans  cet  énoncé  le  symbole  [y]  désigne,  d'après  Gauss,  le 
nombre  des  entiers  positifs  dont  la  valeur  absolue  ne  surpasse  pas  [y]. 

Stu/'m  (Rudolf).,  à  Breslau.  —  Sur  le  mode  de  génération  des 
quadriques,  dû  à  Jacobi.  (2(33-264). 

L'auteur  étudie  la  correspondance  entre  les  points  P  et  P'  de  deux  espaces, 
définie  par  les  relations 

AP  =  A'P',         BP=B'P',         CP  =  C'P', 

où  A,  B,  G  sont  trois  points  quelconques  du  premier  espace  ;  et  A',  B',  G'  trois 
points  quelconques  du  second.  A  une  droite  correspond  une  conique.  De  là 
résulte  le  théorème  de  Jacobi  :  à  un  plan  correspond  une  quadrique. 

Hancock  [Hcirris),  à  Cincinnati  (Ohio).  —  Sur  la  réduclion  des 
systèmes  de  modules  de  Rronecker,  quand  leurs  éléments  sont 
des  fonctions  de  deux  ou  de  trois  variables.  (265-298). 

Dans  le  même  Journal  (t.  119,  p.  i!\i)  l'auteur  a  donné  les  formes  canoniques 
pour  les  systèmes  de  modules  dont  les  éléments  sont  des  fonctions  entières 
d'une  seule  variable.  Le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables  peut  s'y 
ramener  en  remplaçant  ces  diverses  variables  par  des  puissances,  convenable- 
ment choisies,  d'une  variable  auxiliaire.  L'auteur  traite  néanmoins,  directe- 
ment, un  certain  nombre  de  cas  particuliers  pouvant  intéresser  la  Géométrie 
analytique  ou  la  Mécanique;  en  cherchant  à  mettre  en  évidence  la  généralité 
du  mode  de  réduction  employé.  Bornons-nous  à  indiquer,  par  exemple,  que 
tout  système  de  la  forme 

[p^;  g{x);  p-f,(.x,y),  p-f.{x,y),  ...; 

P  Kkxr/)-,P  à.Ax,y),  ...  ;  k\{x,y),  A\{x,  y),  ...] 

peut  se  réduire  à  la  forme 

[p%  gi'^),  p-Pi^,  y),  pii{x,  y),  K(x,  y)]. 

Sc/iafheitlin  (Paul),  à  Berlin,  —  Les  zéros  des  fonctions  de 
Besscl.  (299-321). 

N°  1,  —  Le  premier  zéro  de  J„  est  compris  entre 


v'«  (  /i  -+-  2  )     et     \  .!  {n  ^  i}{n  -r-  ù  ); 

,  ■         .        ,     di„  . , 

le  premier  zéro  de  -^  est  compris  entre   \/i{n-i-  2)  et  \2n{n  -t-i):   le  pre- 

■     d'i., 

raier  zéro  de  —r-~  est  compris  entre  v'/'("  — ')  ^^  S  (""*"')(''  —  ')• 


N"  2.  —  Les  résultats  relatifs  aux  autres  zéros  sont  beaucoup  moins  simples. 
Citons  seulement  le  suivant  :  si  .r  >  — >  les  zéros  de  J    sont  com- 
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pris  dans  les  intervalles  ( ^  -i —  )  ~  à  /  ^  -l —  )-,  ou  A-  à  ( A'  -f-  -  )~,   suivant 

que   n  est  pair  ou   impair.   Un   résultat  analogue  a  lieu   pour  la  fonction  de 
seconde  espèce  Y„. 

N"  3.  —  Les  résultais  du  numéro  précédent  supposent  n  >  4-  L'auteur  éta- 
blit des  résultats  du  même  genre  pour  n  =  i,  2.  3,  4- 

N^A. —  L'auteur  précise  la  position  de  la  plus  petite  racine  de  Y^.  Il  montre 
en  particulier  qu'elle  est  supérieure  à  n-h  -• 

Hamburger  {M.)y  à  Berlin.  —  Sur  les  solutions  singulières  d'un 
système  déquations  ditî'érentielles  du  premier  ordre,  algé- 
briques, à  n  fonctions  inconnues.  (322-354)- 

L'étude  des  solutions  singulières  est  faite  d'après  la  méthode  employée  par 
l'auteur  pour  une  seule  équation  d'ordre  n  (même  Recueil,  t.  121,  p.  260). 
L'auteur  part  d'abord  du  système  différentiel,  puis  des  intégrales  complètes,  et 
constate  la  concordance  des  résultats.  La  méthode  est  toujours  une  générali- 
sation de  la  méthode  de  Fuchs,  qui  repose  sur  la  décomposition  en  ses  facteurs 
linéaires  du  discriminant  dune  équation  diflérentielle  du  premier  ordre.  Elle 
donne,  par  la  considération  des  premiers  termes  de  certains  développements  en 
série,  des  procédés  précis  pour  reconnaître  dans  chaque  cas  si  l'on  a  bien  atTaire 
à  une  intégrale  du  système  donné,  et  si  cette  intégrale  est  particulière  ou  sin- 
gulière. Plusieurs  exemples  sont  traités  complètement,  comme  application  de  la 
méthode. 


Tome  1:23:  1901. 

Zimmermann  (0.),  à  Zoppot.  —  Nouvelle  démonstralion  des 
formules  de  Pliicker,  suis  ie  de  plusieurs  méthodes  pour  déter- 
miner directement  les  tangentes  doubles  des  courbes  algé- 
briques d'ordre  quelconque.  (i-32  et   1 70-209). 

Les  raisonnements  de  l'auteur  reposent  sur  le  principe  de  correspondance 
(nombre  des  coïncidences)  de  de  Jonquières.  L'auteur  commence  par  le  redémon- 
trer en  se  servant  de  ce  qu'il  appelle  la  courbe  de  correspondance.  Cette  courbe 
s'obtient  en  projetant  sur  deux  droites  différentes  les  deux  faisceaux  en  corres- 
pondance, et  en  joignant  les  points  homologues  des  deux  divisions  obtenues  : 
l'enveloppe  des  droites  ainsi  déflnies  est  la  courbe  de  correspondance,  et  sa 
classe  donne  le  nombre  des  coïncidences. 

Les  diverses  formules  de  Pliicker  s'obtiennent  alors  en  considérant  diverses 
correspondances  fournies  par  une  courbe  donnée  quelconque,  et  dont  les  coïn- 
cidences correspondent  respectivement  aux  points  de  contact  des  tangentes 
issues  d'un  point,  aux  points  d'inflexions,  aux  tangentes  doubles. 

La  seconde   partie  du    Mémoire  contient   la  détermination   de  l'ordre  de  la 
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courbe  de  correspondance  relative  à  une  correspondance;  cette  nouvelle  donnée 
permet  d'approfondir  la  nature  de  la  correspondance  et  de  perfectionner  les 
résultats  obtenus  précédemment.  L'auteur  s'en  sert  principalement  pour  la  re- 
cherche des  tangentes  doubles  d'une  courbe  quelconque.  Il  donne  cinq  solu- 
tions de  ce  problème  :  la  méthode  employée  consiste  encore  à  introduire  des 
•  correspondances  convenablement  choisies  et  à  évaluer  de  deux  manières  diffé- 
rentes Tordre  de  la  courbe  de  correspondance. 

Grilnfeld  {E .)^  à  Vienne.  —  Sur  quelques  expressions  diflTéren- 
tielles  bilinéaires  qui  se  présentent  dans  la  Théorie  des  équa- 
tions différentielles  linéaires,  (33-4  i). 

Soient  P(^)  =  o  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  d'ordre  n, 

Qi(«)  =  o 

l'adjiiinte  de  la  première  ligne,  \\{y' )  =  o  l'équation  dont  dépendent  les  déri- 
vées des  intégrales  de  la  proposée.  On  suppose  que  les  coefficients  des  dérivées 
d'ordre  supérieur  dans  ces  trois  équations  sont  égaux  à  lunité.  On  a  alors 
l'identité,  analogue  à  celle  que  fournit  l'adjointe  de  Lagrange, 

«H(r')  +  (-1  )'-J-'Q,  (")  -=P„  ^R{v',u), 

où  /^„  est  le  coeflicient  de  y  dans  P  (  y)  et  où  R(j'',  u)  est  une  expression  difl'é- 
rcntielle  bilinéaire.  On  a  aussi  une  identité  de  forme  analogue  entre  R(y' )  et 
l'expression  R|(m');  l'équation  Rj  (  j<')  =  o  étant  celle  dont  dépendent  les  déri- 
vées des  intégrales  de  Qi(zi)  =  o. 

Jahnke  [Eugeii),  à  Berlin.  —  Sur  un  groupe  de  points  relatif 
à  des  triangles  triplement  homologiques.  (42-47). 

Les  trois  centres  d'homologie  forment  un  nouveau  triangle  triplement  homo- 
logique  à  chacun  des  deux  triangles  donnés  et  les  centres  d'homologie  corres- 
pondants sont  les  sommets  de  l'autre  triangle.  On  a  ainsi  une  configuration 
desmique.  Il  y  a  lieu  d'étudier,  comme  le  fait  l'auteur,  les  points  de 
Desargues  et  les  points  de  Véronèse  relatifs  à  ces  homologies  :  ils  sont  trois  à 
trois  sur  vingt-sept  droites  remarquables.  L'auteur  donne  aussi  une  générali- 
sation du  théorème  de  Véronèse  sur  les  triangles  homologiques. 

Jalinke  [Eugen),  à  Berlin.  —  Conslruction  de  certains  points 
dans  la  géométrie  du  triangle.  (48-53). 

Soient  a,,  a^»  «3!  ?i)  ?2>  ?3J  •••  les  coordonnées  barycentriques  d'un  nombre 
quelconque  de  points.  L'auteur  donne  une  méthode  pour  construire  de  proche 
en  proche  les  points  dont  les  coordonnées  barycentriques  sont  de  la  forme 
générale  a  ji;  .. .,  aj^^...,  aj'^j....  Il  donne  également  deux  théorèmes  sur  les 
positions  respectives  des  points  auxiliaires  qui  s'introduisent  dans  cette  con- 
struction. 
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Fuclis  (Bicha/xl),  à  Berlin.  —  Sur  les  équations  difTérenlielles 
linéaires  homogènes  qui- appartiennent,  avec  leurs  adjointes,  à 
la  même  espèce.  (54-6  5). 

Soient  jK  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaiie  d'ordre  n  considérée,  et  2 
l'intégrale  générale  de  son  adjointe.  Dire  qu'elles  appartiennent  à  la  même 
espèce,  c'est  supposer  une  identité  de  la  forme 

.    c/y  .      d"'y 

La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est,  d'après  l'auteur,  qu'un  certain  sys- 
tème auxiliaire  d'équations  différentielles  linéaires  ait  une  solution  rationnelle. 
La  forme  de  ce  système  montre  que  les  cas  n  —  m  pair,  et  n  —  m  impair,  sont 
entièrement  différents.  Si  n  est  impair  et  n  —  m  pair,  la  proposée  est  réduc- 
tible. Le  cas  m  =  n — 2  donne  des  résultats  intéressants.  L'auteur  montre  enfin 
que  l'existence  de  l'identité  (i)  est  entièrement  liée  à  l'existence  de  relations 
quadratiques  homogènes,  à  coefficients  constants,  entre  les  intégrales  de  la 
proposée. 

Thomé  [L.-W.)^  à  Greifswald.  —  Sur  les  équations  différentielles 
linéaires  à  coefficients  algébriques  (Mémoire  achevant  le  cycle 
des  recherches  publiées  par  l'auteur  sur  les  équations  différen- 
tielles linéaires  dans  ce  Recueil).  (66-i3^). 

Pour  trouver  de  nouveaux  cas  d'intégrabililé  des  équations  considérées,  l'au- 
teur généralise  dans  ce  Mémoire  la  notion  d'expression  différentielle  normale. 
On  opère  ici  dans  le  domaine  de  rationalité  défini  par  une  fonction  algé- 
briques de  la  variable  indépendante  x.  Une  expression  différentielle  normale 
généralisée  est  alors,  par  définition,  de  la  forme 

( •  )  e'-/(  «""'.>'>  *•  ^ )     (''^'  ~y  gis-:^) d^j > 

"^ /{yt  s,x)  est  une  expression  tliUérciiticIle  linéaire  par  rapport  à  y  et  ses 
dérivées,  dont  les  coefficients  dépendent  de  5  et  or  et  qui  est  régulière  dans  le 
domaine  s.  De  plus  g{s,x)  est  une  fonction  rationnelle  de  ses  arguments,  qui 
satisfait  à  certaines  conditions,  grâce  auxquelles  une  expression  différentielle 
normale  ne  pourra  se  metlre  sous  la  forme  (i)  que  d'une  seule  manière.  Quant 
à  la  forme  de  /{y.  s,  j;),  elle  est  aussi  discutée  par  lanleur  :  la  somme  des  l'a- 
cines  de  toutes  les  équations  aux  exposants,  relatives  aux  points  singuliers, 
est  un  nombre  entier  que  l'on  saura  déterminer. 

On  peut  alors  examiner  si  une  expression  linéaire  donnée  F  {y,  s,  x),  à  coeffi- 
cients rationnels  en  s  et  x,  peut  se  représenter  par  un  système  d'expressions 
différentielles  normales  généralisées,  et  effectuer,  dans  ce  cas,  la  décomposi- 
tion de  F  en  ces  divers  facteurs  symboliques.  Alors  la  détermination  des  inté- 
grales de  F=  0,  dans  le  domaine  des  points  singuliers,  s'obtient,  sans  avoir  à 
discuter  les  questions  de  convergence,  au  moyen  de  systèmes  d'intégrales  élé- 
mentaires normales,  ce  qui  est  le  but  essentiel  de  tous  les  Mémoires  de 
l'auteur. 
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L'application  de  la  méthode  est  faite  à  un  tjpe  général  d'équations  linéaires 
du  second  ordre  à  coefficients  rationnels  en  x,  qui  deviennent  réductibles  par 
l'adjonction  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  entier  en  x. 

Sclilesinger  (Ludivig),  à  Klausenburg.  —  Sur  la  théorie  des 
équations  différentielles  linéaires,  rattachée  au  problème  de 
Riemann.  (i^S-ijS). 

L'auteur  reproduit  d'abord,  sous  une  forme  plus  sjnthétique,  la  démonstra- 
tion qu'il  a  donnée  précédemment  {Handbuch  der  Théorie  der  linearen 
Differentialgleichungen,  t.  II,  p.  882  et  suivantes)  du  théorème  d'existence 
suivant  : 

//  existe  toujours  n  fonctions  y^,  y^, .  ..^  y„,  de  x,  ayant  le  caractère  de/onc- 
tions rationnelles  dans  tout  le  plan  à  l'exception  de  {7  -h  1)  points  a^,  a^, 
«3,  . . .,  ag._^i,  arbitrairement  donnés,  indéterminées  en  ces  points,  et  dont  les 
valeurs  aux  deux  bords  des  coupures  (a^,  a^^,  )  sont  liées  respectivement  par 
des  substitutions  linéaires  arbitrairement  données  A^  (A-  =  i,  2,  . . .,  j).  //  est 
supposé  toute/ois  que  ces  substitutions  ont  des  modules  égaux  à  l'unité,  et 
que  les  équations  fondamentales  qui  correspondent  à  ces  substitutions,  ainsi 
qu'à  A^^,  —  A7' At'  . . .  Aj',  n'ont  que  des  racines  de  modules  égaux  à  l'unité. 

L'ensemble  de  ces  systèmes  de  fonctions  (pour  des  a^  et  des  Aj.  donnés) 
forme  une  espèce,  qui  comprend  diverses  classes  :  les  systèmes  d'une  même 
classe  ont  les  mêmes  pôles.  Les  systèmes  formant  la  classe  principale  sont  ceux 
dont  les  fonctions  sont  partout  finies,  en  dehors  des  points  a^.  Ce  sont  ces  sys- 
tèmes que  Riemann  avait  en  vue  dans  deux  fragments  posthumes  {Œuvres  de 
Riemann,  p.  379-890;  édition  Weber-Dedckind  ). 

Les  équations  linéaires  correspondantes  appartiennent  à  la  classe  d'équations 
dite  de  Fuchs;  le  groupe  de  monodromie  est  indépendant  des  paramètres  arbi- 
traires, et  les  équations  fondamentales  déterminantes  n'ont  que  des  racines 
réelles. 

Notice  nécrologique  sur  Charles  Ilerinite  (1822-1901),  par 
L.  Fuclis.  (1  --\). 

Saalschùtz,  à  Kônigsberg.  —  Equations  entre  les  premiers  termes 
de  certaines  suites  de  différences  ;  application  à  des  sommations 
et  à  la  représentation  des  nombres  de  Bernoulli.  (210-240). 

Soient  a{"',  al"',  a]'",  ...  les  premiers  termes  des  suites  des  différences  pre- 
mières, secondes,  troisièmes,  etc.  de  la  série  o,  i'"*,  2-'",  S-",  ....  i-'auleur 
établit  d'abord  des  formules  de  récurrence  entre  ces  quantités,  et  en  déduit  la 
formule  fondamentale 

a'\'"—  aV"x  -H  ai'"x'-zp ...  —  a?/,;;  a;-'"""' 

=  {1-2X)  [.  -  c;"r  +  c,  .r-'=p ...-+-  (-.)■'■-■  c-_, >•"->] 

[y  =z  x{i  —  x)], 
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où  les  consianlcs  Cl'  sont  données  par  des  formules  de  récurrence  et  par  des 
formules  directes.  Cette  formule  se  généralise  en  substituant  à  la  série  0, 
i^"",  a-"",  ...  celles  dont  le  terme  général  est  une  fonction  paire  de  l'indice.  Ces 
formules,  en  faisant  croître  indéfiniment  le  degré  des  séries  considérées,  et 
au  moyen  de  certaines  intégrations,  conduisent  à  la  sommation  de  diverses 
séries  trigonométriques,  à  l'expression  des  nombres  de  Bernoulli  connue  sous 
le  nom  de  Théorème  de  von  Staudt  et  Clausen,  et  à  d'autres  formules  de 
récurrence  entre  les  nombres  de  Bernoulli. 

Jung  (IJeinric/i),  à  Rinleln  a.  cl.  Weser.  —  Sur  la  plus  petite 
sphère  contenant  une  figure  de  l'espace.  (241-257). 

1.  Étant  donné  [x  points  dans  l'espace  à  n  dimensions,  l'auteur  détermine 
la  plus  petite  sphère  an  —  i  dimensions  telle  qu'aucun  de  ces  pi  points  ne  lui 
soit  extérieur. 

2.  La  plus  petite  sphère  qui  puisse  renfermer  tout  système  de  points 
dont   les    distances    mutuelles    sont     au    plus    égales    à     un   a    pour    rayon 


/ 


2  (  /i  +  I  ) 


(dans  l'espace  à  n  dimensions). 


Loewy  {Alfred)^  à  Fribourg-en-Brisgau.  —  Sur  la  généralisation 
d'un  théorème  de  Weierstrass.  (258-262). 

Dans  la  forme  réduite  d'une  forme  bilinéaire  d'Hermite  figurent  un  certain 
nombre  de  termes  affectés  du  signe  +  et  un  certain  nombre  de  termes  affectés 
du  signe  — .  La  caractéristique  de  la  forme  est  le  plus  petit  de  ces  deux 
nombres.  Cela  posé,  on  a  le  théorème  général  suivant,  où  P,  Q  désignent  deux 
formes  bilinéaires  quelconques;  P',  Q'  les  formes  conjugués;  et  P',  Q'  celles 
qu'on  en  déduit  en  y  remplaçant  les  coefficients  par  les  quantités  imaginaires 
conjuguées  : 

Si  le  déterminant  de  P  n'est  pas  nul  ;  s'il  en  est  de  même  pour  l'une  des 

-        P— F  .  ... 

deux  formes  d'Hermite  P  -+-  V  ou  — -. —  1  et  si  q  est  sa  caractéristique;  si 

de  plus  on  a  l'identité  Q  F'  +  P  Q'  =  o  ;  et  si  enfin  le  déterminant  de  P  4-  Q 
n'est  pas  nul;  alors  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  du  faisceau 
tJ-P  +  i'Q  satisfont  à  l'inégalité 


çls^Z^Q 


2  S  étant  la  somme  des  exposants  de  ceux  de  ces  diviseurs  élémentaires  qui  s'an- 
nulent pour  des  valeurs  imaginaires  de  [i,  h  étant  l'un  quelconque  des  expo- 


sants des  autres  diviseurs  élémentaires,  ef  E  (  -  j  désignant  le  plus  grand  entier 

j  p Trï" 

contenu  dans  -  •  Il  en  résulte  que,  si  l'une  des  formes  P+  P'  ou -. —  est   dé- 

2  f 

finie,  il  n'y  a  que  des  diviseurs  élémentaires  réels,  affectés  de  l'exposant  i. 
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Pirondini  (Gemùiiano)^  à  Parme.  —  Sur  les  cylindres  el  les  cônes 
passant  par  une  ligne.  (263-2-5). 

L'auteur  considère  une  courbe  tracée  sur  deux  cylindres  et  donne  une  série 
de  formules  permettant  de  représenter,  simultanément,  cette  ligne,  les  sections 
droites  des  cylindres  et  les  transformées  de  ces  courbes  lorsqu'on  développe 
l'un  ou  l'autre  des  deux  cylindres.  Il  donne  des  formules  de  la  même  nature 
pour  une  courbe  tracée  sur  deux  cônes,  ou  sur  un  cylindre  et  un  cône. 

Il  en  déduit  un  grand  nombre  de  propositions  intéressantes,  parmi  le>f|uelles 
nous  citerons  les  deux  suivantes,  pour  leur  caractère  de  généralité  : 

Une  ligne  plane  quelconque  L,  et  les  lignes  qu'on  en  déduit  en  dévelop- 
pant sur  un  plan  les  divers  cylindres  passant  par  L  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  un  plan  fixe,  sont  les  méridiennes  d'une  suite  de  surfaces 
de  révolution  applicables  les  unes  sur  les  autres. 

Deux  lignes  planes  données  arbitrairement  peuvent,  dans  tout  cas,  et 
d'une  seule  manière,  être  réduites  à  une  même  ligne  de  l'espace,,  soit  en 
pliant  leurs  plans  en  cylindres,  suivant  deux  directions  données,  soit  en 
pliant  le  plan  de  l'une  en  cylindre,  suivant  une  direction  donnée,  et  le 
plan  de  l'autre  en  cône  dont  le  sommet  soit  un  point  donné  du  plan;  soit 
en  pliant  leurs  plans  en  cônes,  les  sommets  étant  despoints  donnés  des  deux 
plans. 

Landau  (Edmund),,  à  Berlin.  —  Sur  la  théorie  de  la  fonction 
gamma.  (276-283). 

Il  s'agit  de  la  question  suivante  :  jusqu'à  quel  point  les  formules  de 
récurrence  connues  pour  la  fonction  r  permettent-elles  de  réduire  l'intervalle 
total  dans  lequel  on  doit  la  supposer  définie  pour  pouvoir  calculer  sa  valeur 
pour  toute  valeur  réelle  de  rargumenl?  L'auteur  en  donne  la  solution  par  le 
théorème  suivant  : 

Le  nombre  positif  S  étant  arbitrairement  choisi,  on  peut  déterminer  un 
nombre  fini  d'intervalles,  d'étendue  totale  inférieure  à  c,  de  telle  manière 
que  la  valeur  de  la  fonction  Y,  pour  un  argument  réel  quelconque,  se  cal- 
cule par  un  nombre  fini  d'opérations  algébriques  au  moyen  des  valeurs  de 
la  fonction  pour  un  nombre  fini  d'arguments  convenablement  choisis,  ap- 
partenant à  ces  intervalles. 

Timerding  (^H.-E .),  à  Strasbourg.   —  Sur  une  courbe  gauche  du 
cinquième  ordre.  (284-3ii). 

Il  s'agit  des  courbes  gauches,  tracées  sur  des  quadriques,  et  coupant  en 
trois  points  chaque  génératrice  rectiligne  d'un  des  systèmes  et  en  deux  points 
chaque  génératrice  rectiligne  de  l'autre  S3'stème.  Une  telle  courbe  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  degré  passant  par 
les  deux  coniques  suivant  lesquelles  un  faisceau  de  quadriques  est  coupé  par 
deux  plans  fixes.  On  peut  lui  faire  correspondre,  point  par  point,  une  courbe 
plane  du  quatrième  ordre,  à  point  double. 

L'auteur  l'étudic  au  moyen  du  théorème  d'Abcl  ;  il  considère  diverses  espèces 
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(le  groupes  de  points  sur  la  courbe.  11  introduit  les  fonctions  hyperelliptlques 
correspondantes,  et  détermine  les  relations  entre  les  caractéristiques  des 
iG  fonctions  thêta  et  les  droites  joignant  les  points  fixes  par  lesquels  passent 
les  coniques  qui  interviennent  dans  la  génération  de  la  courbe. 

Il  étudie  aussi  les  projections  de  la  courbe  gauche  et  termine  par  une  théorie 
algébri(jue  des  courbes  planes  du  cinquième  degré  à  quatre  points  doubles. 

Hernies  (O.),  à  Steglilz.  —  Les  formes  des  polyèdres  (avec  une 
planche.  (3 12-342). 

Suite  des  Mémoires  publiés  dans  le  même  Recueil,  sous  le  mém^  titre  (le  pré- 
cédent Tome  122).  Le  travail  actuel  est  consacré  aux  polyèdres  à  neuf  sommets. 
Les  procédés  de  construction  sont  les  mêmes  que  dans  le  Mémoire  précédent 
(composition  polaire,  avec  des  polyèdres  simples,  et  procédé  de  Kirkman). 
L'auteur  indique  d'abord  le  procédé  de  classification  qu'il  emploiera.  Il  donne 
ensuite  des  Tableaux  de  formules  pour  les  5i  polyèdres  autopolaires;  et  pour 
les  surfaces  parapolaires  (121  couples).  Il  termine  par  un  nouveau  procédé  de 
classification,  qui  donne  un  aperçu  plus  rapide  d'une  partie  des  polyèdres 
trouvés  antérieurement  (i  tétraèdre,  2  pentaèdres,  7  hexaèdres,  34  heptaèdres, 
257  octaèdres). 

Hamburger  {M-)-  —  Sur  la  ihéorie  des  équations  différentielles 
linéaires.  (343-346). 

Les  relations  connues  entre  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  et  celles 
de  l'adjointe  sont  établies  en  partant  des  intégrales  premières  de  l'équation 
linéaire  donnée.  En  écrivant  que  la  proposée  est  une  conséquence  de  l'une  quel- 
conque de  ces  intégrales  premières,  on  obtient  immédiatement  des  relations 
de  la  forme 

d 

d'où  l'on  conclut  facilement  les  résultats  cherchés. 


Tome  124.;  1902. 

Farkas  (Jaii'us),  à  Kolosvâr  (Klausenburg  ).  —  Théorie  des  iné- 
quations simples.  (1-2-). 

Ce  travail  est  l'exposition  systématique  de  résultats  publiés  déjà  par  l'auteur 
{Dericlite  aus  Ungarn,  189.5,  189!^,  1899;  Archives  néerlandaises,  2°  série, 
t.  IV).  L'auteur  considère  d'abord  un  système  d'équations  et  d  inéquations  de 
la  forme  6,^0,  les  8,  étant  des  formes  linéaires  par  rapport  aux  inconnues. 
Le  principe  fondamental  de  leur  théorie  est  que  toute  inéquation  de  même 
forme  &^o,  qui  en  est  une  conséquence,  est  telle  que  â^SX,©,.,  les  "k-  qui 
correspondent  à  des  équations  (0,=  o)  du  système  étant  quelconques  et  les 
autres  n'étant  pas  négatifs.  Ce  principe  permet  à  l'auteur  de  donner  une  méthode 
/?«//.  des  Sciences  mathëni.,  ■>."  série,  t.  XXVIII.  (Juillet  190/).)  1^.9 
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pour  exprimer   la  solution  la  plus  générale  du   système  donné  au   moyen  de 
paramètres  et  pour  discuter  la  possibilité  du  système.  La  question  de  l'élimi- 
nation de  certaines   des  inconnues  est  traitée  aussi,  ainsi  qu'une  autre  appli- 
cation. 
L'auteur  considère  aussi  des  systèmes  comprenant  des  inégalités  de  la  forme 

à  vérifier  par  les  fondions  inconnues  E,  t,,  ...  à  l'intérieur  d'un  champ  T;  en 
même  temps  que  d'autres  inégalités  de  la  forme 

Lï.  -t-  Mt,  +. .  .^o 

doivent  être  vérifiées  sur  la  surface  S  qui  limite  T.  Et  il  cherche  à  exprimer 
que  toutes  les  solutions  de  ce  système  d'inégalités  satisfont  à  l'inéquation- 
intégrale 

II  montre  (juc  la  condition  est  qu'il  existe  des  multiplicateurs  non  négatifs  o 
et  6,  donnant,  à  l'intérieur  de  T, 

^'       dx         dy         dz   -  là-^'-"       dx^^''       ùy  Z^-'        dzjLé-- 
dY,         à\\        à\\        v-i  _  ^    V  D  '^    V  o  ^    V  I?  .„ 


et,  sur  la  surface  S, 


où  a,  p  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la   normale  à  S,  dirigée   vers  l'inté- 
rieur de  T. 

Le  but  de  ces  recherches  est  de  faciliter  l'application  du  principe  général 
des  vitesses  virtuelles,  qui  introduit  des  systèmes  d'équations  et  d'inéquations 
de  la  forme  considérée. 

Ilainhiirger  {M.^.  —  Sur  la  transformation  des  intégrales  dont  le 
champ  d'intégration  est  fermé.  (28-3-). 

L'auteur  établit  la  formule 
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par  une  voie  entièrement  analytique,  en  partant  de  l'identité 

du\     dv  dv)       àv\-    du  du)  \dy        dxjTiÇi;^^ 

et  en  rinlégrant  deux  fois,  avec  des  données  initiales  convenablement  choisies. 
Il  établit  par  un  procédé  analogue  la  formule  de  Stokes.  On  pourrait  généra- 
liser pour  n  variables  indépendantes. 
De  même,  l'identité 

du        dv         dw        \dx       dy^dz)T>(u,v,w)' 

où  7  7/ 

conduit  à  la  transformation  connue  de  l'intégrale  triple 

J  \dx    '    dy  ^  dz)  ' 

en  intégrale  de  surface.  La  même  identité  peut  servir  à  transformer  l'expres- 

.  d"-'^       d-'o       d-o   , 

sion  A»  _  —  +  --^  +  -^  dans  un  changement  de  variables  quelconque. 

Schlesingei'  {Ludwig)^  à  Klausenburg.  —  Swv\e  Pentagramma 
mirificum  de  Gauss.  (38-46). 

Il  s'agit  d'un  pentagone  sphérique  dont  toutes  les  diagonales  sont  égales  à  un 
quadrant.  L'auteur  le  suppose  placé  plus  généralement  sur  une  surface  à  cour- 
bure constante  positive  et  introduit  les  coordonnées  homogènes  de  Beltrami. 
Il  donne  la  forme,  très  simple,  des  équations  qui  définissent,  au  moyen  de  ces 
coordonnées,  un  glissement  quelconque  de  la  surface  sur  elle-même  et  une 
symétrie  effectuée  sur  la  surface.  Revenant  au  pentagone  en  question,  il  montre 
qu'en  interprétant  les  coordonnées  de  Beltrami  comme  des  coordonnées  rec- 
tangulaires daus  un  plan,  il  devient  un  polygone  de  Poncelet  à  cinq  côtés. 
L'auteur  retrouve  enfin  les  formules  de  Gauss.  qui  rattachent  la  question  à  la 
division  par  5,  dans  la  théorie'des  fonctions  ellipliiinc:;. 

Schlesinger  (Lnc/w/g),  ù  Klausenburg-.  —  Sur  un  lliéorèmc 
général  de  la  théorie  des  équations  diflerentielles  linéaires.  (4-- 
58).  ' 

Etant  donnée  une  équation  linéaire  (A),  à  coefficients  rationnels,  pour 
laquelle  les  équations  fondamentales  relatives  aux  points  critiques  n'ont 
que  des  racines  de  module  égal  à  un,  il  existe  toujours,  en  vertu  des  résul- 
tats sur  le  problème  de  Hiemann  donnés  par  l'auteur  dans  un  récent  Mémoire 
(même  Recueil,  t.  123,  p.  138-173),  une  équation  linéaire  (B),  à  coefficients 
rationnels,  appartenant  ù  la  classe  de  Fuchs,  cogrédiente  à  la  première.  C'est- 
à-dire  que,  si.)-  est  l'intégrale  générale  de  (A)  et  c  celle  de  (B),  il  existe  une 
relation  y  =  /•„  -  +  r^  z'-h. .  .-f-  /•„ _,  ;("-')    à  coefficients  uniformes. 
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On  oblieni  un  résultat  analogue,  mais  sans  la  reslriclion  soulignée,  en  se 
servant  tic  la  théorie  des  groupes  de  transformations  des  équations  linéaires. 
Par  l'adjonction  au  domaine  de  rationalité,  d'une  fonction  uniforme,  l'équa- 
tion (A)  se  comportera  comme  une  équation  de  la  classe  de  Fuchs,  car  son 
groupe  de  transformations  deviendra  le  plus  petit  groupe  linéaire  continu 
algébrique  qui  contienne  son  groupe  de  monodromie. 

Gundeljiiiger  {S.),  à  Darmsladl.  —  Trois  leLlres  d'Aronhold  à 

Hesse.  (59-79)- 

Ces  trois  lettres,  datées  des  i"  octobre  iS'ig,  18  décembre  1849,  7  février  i85o, 
se  rapportent  aux  recherches  d'Aronhold  sur  la  forme  cubique  ternaire.  Elles 
ont  été  retrouvées  dans  les  papiers  de  Hesse.  Elles  montrent  que  si  la  Géomé- 
trie a  été,  par  l'influence  de  Hesse,  Mobius,  Pliicker,  l'origine  des  travaux 
d'Aronhold,  ce  sont  les  idées  de  Eiscnstein  et  de  Cayley  qui  l'ont  conduit, 
dans  l'espace  de  7  mois,  aux  équations  diiïérentielles  fondamentales  de  la 
théorie  des  invariants.  Ces  lettres  sont  donc  particulièrement  intéressantes  au 
point  de  vue  du  développement  des  conceptions  d'Aronhold. 

Gundeljinger  (S.),  à  Darmstadt.  —  Brouillon  d'une  lellre  de 
Hesse  à  A^ronhold.  (80-82). 

Daté  du  27  décembre  18/19.  Contient  une  démonstration  de  l'impossibilité 
d'une  identité  linéaire  homogène  entre  une  forme  ternaire  de  degré  supérieur 
à  3,  son  hessien  et  le  hessien  du  hessicn. 

Gundelfiuger  {S.)^  à  Darmsladt.  —  Sur  l'origine  probable  des 
ihéorènjes  d'Aronbold  sur  l'invariant  S  et  une  nouvelle  expo- 
sition de  la  théorie  des  formes  ternaires  cubiques.  (83-86). 

L'auteur  introduit  la  forme  cubique  ternaire  /,  son  hessien  A  et  le  hessien 
bordé  (Zwischen/or/n)  6.  Les  relations  entre  les  coordonnées  de  deux  pôles 
conjugués  par  rapport  à  la  cubique  /  =  o  fournissent  des  relations  entre  les 
coefficients  de  6.  Six  combinaisons  bilinéaires  de  ces  coefficients  sont  égales  et 
leur  valeur  commune  sera  l'invariant  S  ;  trente  autres  sont  nulles.  La  formation 
polaire  permet  de  déduire  de  ces  identités  de  nouvelles  relations  fondamon- 
tales.  L'opération  5  d'Aronhold  en  fournit  d'autres  et  introduit  l'invariant  Tel 
les  nouvelles  formes  mixtes  i\  et  K.  On  a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  construire  la  théorie  complète  de  la  forme  f,  sans  calcul  symbolique, 
comme  l'auteur  le  montrera  dans  un  prochain  travail. 

Gundeljlngci'  (5".),  à  Darmstadt.  —  Sur  le  calcul  des  logarithmes 
de  Gauss  pour  de  petites  valeurs  de  B  et  les  valeurs  correspon- 
danlcs  de  A.  (S^-yg). 

W  s'agit  tic  la  résolution  de  l'équation 
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L'auteur  prend  la  solution  sous  la  forme  suivante,  où  M  =  loge. 
B  =  nu  ni  log(  A  +  logM)  —  A". 

Il  donne  des  Tables  numériques  pour  le  calcul  de  k  avec  7,  8,  9  et  10  déci- 
males. Il  fait  une  application  au  calcul  de  log  -  cj,  où  -  est  le  quadrant  de  la 

lemniscate.  La  méthode  employée  a  été  indiquée  dans  un  Ouvrage  de  Gundel- 
finger  et  Nell  (  Tables  pour  le  calcul  des  logarithmes  à  neuf  décimales). 

Fischer  [Victor).,  à  Stuttgart.  —  Uoe  application  de  la  théorie 
des  quaternions  aux  équations  de  la  Tlierniodjnamique.  (p^- 
101). 

Représentons  les  modifications  dans  l'état  d'un  gaz  parfait  par  un  diagramme 
pian,  en  prenant  pour  coordonnées  rectangulaires  la  pression  et  le  volume  spé- 
cifiques. On  a,  pour  la  dilTérenticIle  de  la  quantité  de  clialeur  Q,  la  formule 
de  Tliermodjnamique 

dq  ^  -^^^  clv  H —  dp. 

L'auteur  considère  alors  le  vecteur 

y.  />     .  ('       . 

°         V.  —  1  x  —  1  ■^ 

où  i,  y ,  k  sont  les  vecteurs  unités  de  la  théorie  des  quaternions.  L'application 
des  formules  de  Stokes  et  de  Gauss,  sous  la  forme  que  leur  donne  cette  théorie, 
donne  la  quantité  de  chaleur  sous  forme  d'intégrale  curviligne  et  montre  que 
les  lignes  de  direction  du  vecteur  5-  sont  les  trajectoires  orthogonales  des  adia- 
baliques. 

L'interprétation  d'un  diagramme  plan,  rapporté  à  la  température  et  à  l'en- 
tropie, peut  se  faire  d'une  manière  analogue. 

Iloyer,  îx  Burg.  —  Sur  la  définition  et  Télude  des  groupes  Iran- 
siliCs.  (102-1  i4). 

Imaginons  des  opérations  quelconques  T,,  T^,  ...,  T.,.  Soit  e  l'un  quelconque 
des  éléments  auxquels  on  les  applique;  nous  désignons  par  e^  l'élément  qui  en 
résulte  par  l'opéralion  T,^.  e^,»  celui  qui  résulte  de  e^  par  l'opération  T3  et 
ainsi  de  suite.  Si  ces  opérations  définissent  un  groupe  fini,  on  aura  un  sjstème 
de  relations  de  la  forme  e^^  \'=  ^a.'i'  o''>  ^'^  •'''  ''^  groupe  est  transitif,  l'on 
pourra  écrire  un  nombre  de  relations  de  celte  forme  suffisant  pour  le  définir 
«ntièrement.  Ce  seront  les  équations  de  définition  du  groupe.  Par  exemple, 
le  groupe  symétrique  de  v -j- 1  éléments  a  pour  équations  de  définiticm 

«a«=e        (a  =1,  2,  ...,  v),         e„.s=e„        (a,  p  =  i,  2,  . . .,  v;  a  ::^  p  ). 

L'auteur  cherche  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  système 
de  telles  relations  définisse  cfTectivemcnt  un  groupe.  Il  trouve  que,  pour  v  opé- 
rations, devant  donner  naissance  à  un  grcjupe  à  n  éléments,  le  nombre  minimum 
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des  équations  de  définition  est  v/î  —n-hi.  Il  trouve  aussi  la  condition  pour 
que  le  groupe  soit  fini.  11  étudie  la  détermination  des  divers  modes  d'imprimi- 
tivité  d'un  groupe  donné  par  ses  équations  de  définition.  Enfin,  il  examine  le 
cas  où  les  équations  de  définition  se  réduisent  aux  relations  entre  les  substi- 
tutions d'un  groupe  fini,  considérées  par  Walther  Dyck  [Gruppentheoretische 
Studien  {Math.  Ann.,  t.  XX)]. 

Landau.  [Edmund).  —  Un  théorème  sur  la  décomposition  des 
expressions  différentielles  linéaires  homogènes  en  facteurs  irré- 
ductibles. (ll5-I20). 

«  Dans  toutes  les  décompositions  d'une  expression  difTéi-cnticIle  linéaire  homo- 
gène en  facteurs  irréductibles  (symboliques)  le  nombre  des  facteurs  est  le  même 
et  les  ordres  des  facteurs  sont  les  mêmes,  abstraction  faite  de  la  manière  dont 
ces  facteurs  se  trouvent  rangés,  j) 

Kûhïie  (^.),  à  Dortmund.  —  Sur  une  relation  réciproque  entre 
des  fonctions  de  plusieurs  indéterminées,  conduisant  à  des  lois 
de  réciprocité.  (i2i-i33). 

Soit  [î  le  domaine  des  fonctions  entières,  à  coefficients  entiers,  des  indéter- 
minées a;,,  ...,  37,,  et  soit 

^  =  llh  fx{x,),f.,{x._\  X,),  ...,/„  (a:,,;  JTi,  ...,  a;„_,)] 

un  système  de  modules,  pris  dans  p,  et  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 
p  est  un  nombre  premier  impair,  /^{x^)  est  irréductible  (mod/>)  et  chacun 
des  ff.  contient  l'indéterminée  Xf.  correspondante  et  est  irréductible 

mod  (/?,/,,  ...  /j_,). 

P  est  un  système  de  modules  premier  et  l'auteur  en  rappelle  les  propriétés 
fondamentales;  entre  autres,  les  généralisations  des  théorèmes  de  Fermai  et  de 
Wilson,  relativement  à  ce  module. 

Soit  alors  x  une  nouvelle  indéterminée,  et  soient  f  cl  g  deux  fonctions  en- 
tières du  domaine  [^,  x],  irréductibles  (mod/));  soit  \l  le  degré  de/  par  rap- 
port à  X,  V  celui  de  g;  les  coefficients  de  .ri*  dans  /  et  de  x'  dans  ^  étant  égaux 
à  un.  Soit  encore  «i^  le  degré  de /^  par  rapport  à  x^^  et  posons  q  —  p"'i"'i--"'n. 
Cela  fait,  on  définit  deux  fonctions  F  et  G  par  les  congrucnces 


Le  liiénrèmc  fondamcnlal  du  Mémoire  s'exprime  par  la  congruencc 
Ges(— i);*n<'         (modP). 

qui  exprime  la  réciprocité  entre  F  et  G. 

Ce  résullal  permet  de  trouver  les  lois  de  réciprocité  entre  le  caractcrc  de  g 
comme    résidu    de    puissance    t"""  (modP, /)    et     le    caractère    analogue   de 
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_/  {modP,  g).  Les  cas  qui  fournissent  des  lois  simples  sonL 
g — 1=0         (niod-r),        t  =  3,         t  =  4- 

Gninfeld  {E .),  à  Vienne.  —  Conlributions  Â  la  ihéoiie  des  éqna- 
lions  adjointes  à  une  équation  dillérentielle  linéaire  d'ordre  n. 

(134-.42). 

Relations  entre  les  racines  des  équations  fondamenlaies  déterminantes  de  la 
proposée  et  de  ses  adjointes.  Application  à  la  fonction  bilinéaire  P(jK,  z)  de 
Lagrange.  Expressions  des  intégrales  des  adjointes  par  des  quadratures  super- 
posées. Si  une  intégrale  de  l'adjointe  de  Lagrange  est  connue,  on  en  déduit  une 
intégrale  de  chacune  des  autres  adjointes  et,  par  suite,  une  intégrale  première 
de  la  proposée. 

Leinke  {H.)^  à  Hambourg.  —  Stir  l'équilibre  des  masses  gazeuses 
cosmiques.  (i43-i5i). 

Entre  des  corps  solides  fixes,  en  nombre  fini  et  à  distance  finie,  est  répandu 
un  gaz  homogène,  de  température  uniforme,  obéissant  à  la  loi  de  Mariette  et 
dont  les  particules  s'attirent  suivant  la  loi  de  Newton.  Il  s'agit  de  déterminer 
la  pression  p  du  gaz  en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z  de  manière  que  la 
masse  gazeuse  soit  en  équilibre.  En  posant  u  =  log/J,  l'auteur  trouve  pour  u 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

(1)  - — -H -h  — —  +  2  Âe"  =  o        (  A  constante  positive). 

dx-        Oy-        dz- 

II  discute  si  une  solution  de  cette  équation,   fournissant  pour  p  une  fonction 

uniforme  et  continue  dans  tout  l'espace  et  s'annulant  à  l'infini  comme  —  (/•  rayon 

vecteur),  satisfera  ])icn  an  problème,  c'est-à-dire  si  les  autres  inconnues,  les 
composantes  de  la  force,  par  exemple,  auront  des  valeurs  acceptables.  Il  trouve 
la  condition  a  =  2. 

Pour  ce  qui  est  de  l'intégration  de  l'équation  (i),  l'auteur  montre  que  la 
détermination  d'une  certaine  solution  particulière  dépend  de  l'équation 

d-tv        d-w  /i  +  T,-\  \-t\  o        n/i -+-?■+ V 


Tliomé  {L.-W.)^  à  Greifswald.  —  Sur  les  représentations  a-s^m- 
plotiques  des  fonctions,  (loa-ioÔ). 

L'auteur  discute  la  vérilable  nature  des  représentations  as\mptoli(iucs  four- 
nies par  la  série  de  Stirling,  d'une  part,  et  par  les  résultats  de  l'oincaré  sur 
les  équations  linéaires,  d'autre  part.  Il  conclut  : 

«  Le  premier  genre  de  représenlalions  asymploliqucs  (série  de  Slirling)  est 
caractérisé  par  ce  fait  que  la  différence  entre  la  fonction  et  sa  représentation 
analytique  tend  vers  zéro  pour  a;  =  +  00.  Le  deuxième  genre  de  représentations 
asymptotiques  (expressions  de  Poincaré)  est  caractérisé  par  ce  fait  que  le  quo- 
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tient  de   la   fonction    par  sa    représentation  asymptoliqiie  tend  vers  un  pour 


oc.    » 


Goebel  (J.-B.),  à  Mavence.  —  Distribution  électrique  sur  deux 
sphères  coiiduclrices.  (i  5--ir)4). 

Solution  nouvelle  de  ce  problème  (résolu  par  Poisson)  au  moyen  de  for- 
mules données  par  KircliholT.  La  densité  électrique  h  sur  l'une  des  sphères  est 
donnée  par  la  formule  simple 


^T.oh  —  \  =  \'h{l)  —  B^U\ 


où  A  et  B  sont  les  potentiels  des  deux  sphères,  a,  b  leurs  rayons,  c  la  distance 
des  centres;  où  l'on  a.  de  plus, 

c"-—  a-+  b"- 


^  =  0)  —  V  w- —  I. 


lac 
et  où  la  fonction  i}  est  définie  par  un  développement  en  série  de  la  forme 

.  /  fi  \  '2 

'  I  —  a,„  cos-  -  1 


■(?)  =  2; 


Mj,,  et  «2,.  étant  certaines  constantes  et  0  l'angle  du  rayon  vecteur  du  point 
courant  de  la  sphère  avec  la  ligne  des  centres. 
L'auteur  applique  ce  résultat  au  cas  particulier  où  les  sphères  se  touchent. 

KoA'Ott  {P.)j   à  Sagan.   —  Recherches  sur  la  transformation   de 
Landcn.   (lôS-i^S). 

L'aire  d'un  triangle  de  côtés  a,  b,  c  peut  s'écrire 

b-—c-    , 

A  =  i  — ^(i  -y-)  (I  _  A--JK-  ), 

4 
en  posant 

a  b  —  c 

y  =  7 — —         et         k  =  , 

-^        b  —  c  b  -hc 

Si  l'on  suppose  que  les  sommets  A  et  B  restent  fixes  et  que  b  reste  constant, 
on  a  un  nouveau  moyen  pour  rattacher  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  à 
celle  du  cercle  (le  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  b).  De  ce  point  de  vue,  la 
transformation  de  Landen  apparaît  comme  exprimant  une  représenlation  (Ab- 
bildung)  de  deux  cercles  l'un  sur  l'autre.  L'auteur  introduit  ensuite  le  cercle 
d'Apollonius  de  la  géométrie  du  triangle,  ce  qui  donne  une  nouvelle  significa- 
tion à  la  transformation  de  Landen  et  i-attache  la  i-eprésentation  des  fonctions 
elliptiques  au  moyen  du  cercle  à  celle  que  fournit  le  cercle  d'Apollonius  et  à 
celle  qu'a  employée  Halphen. 

Fields  (J.-C.)^  à  Hamihon.  —  Le  thcorèinc  de  Riemann-Roch  et 
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l'indépendance  des  conditions  définissant  les  adjointes  dans  le 
cas  d'une  courbe  dont  les  points  multiples  sont  à  tangentes 
distinctes.  (179-201). 

La  inélliode  de  l'auleur  est  une  méthode  algébrique.  La  fonction  11  de  z  est 
supposée  définie  par  une  équation  algébrique  F(j:,  u)  =  o,  telle  que  les  points 
multiples  soient  à  distance  finie  et  à  tangentes  distinctes  et  que  u  ne  devienne 
infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  z;  de  plus,  les  points  critiques  sont  à  dis- 
tance finie  et  distincts  des  points  multiples. 

Une  fonction  rationnelle  du  point  analytique  {z,  u)   est  prise  sous  la  forme 

R{z,  u)  ^  yR./— L— ,  i^Wrj^,  u), 


où  les  R,  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  leurs  arguments.  Et  le 
principe  de  la  méthode  de  l'auteur  est  la  détermination  d'une  fonction  R  qui 
ne  devienne  infinie  que  pour  z  =  x.  La  forme  trouvée  pour  une  telle  fonction  R 
est 

i 

où  (Op  bi)  sont  les  coordonnées  des  divers  points  multiples  et  où  y;  est  Vope- 

rateur 

ai-%  ai- 


1  2 --(^/jX^y 


il— 

(t,  étant  l'ordre  de  multiplicité  du   point   multiple  correspondant).    Cet  opé- 
rateur dépend  donc,  sous  forme  linéaire  et  homogène,  de  -  g-j(  T; —  i)  constantes 

arbitraires. 

Si  Ton  exprime  que  celte  fonction  R  est  finie  encore  pour  z  =  x,  on  trouve, 
d'abord,  que  R^  doit  se  réduire  à  une  coiislaiite;  et  l'on  trouve  en  plus  les  contli- 
lioiis 

(2)  \  -'(«i^i  ==  o         (î"-f- /.■  =  o,  I,  2,   .  ...  «  —  3), 


la  sommation  étant  étenduu  à  tous  les  points  multiples.  Le  fait  que  R  doit  alors 
se  réduire  à  une  constante  prouve  (juc  ces  conditions  (2  )  entraînent  l'évanouis- 
sement des  cl  =    y   -z.{Zi—i)  constantes  e,. , ,.  Il   résulte  alors  de  la   forme 

/ 
des  Y,   que   les  d   équations    de    condition    qui    expriment    qu'une   courbe  de 
degré  n  — 3  est  une  adjointe  de  la  proposée  sont  aussi  indépendantes.  D'où  la 
formule 

y;  =  -  n(n  —  i)  —  d 

donnant  le  nombre  des  polynômes  adjoints  indépendants. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  ?.«  série,  t.  XWIII.  (.Voùt  l'jo'i)  R.io 
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Si  Ton  cherche  ensuite  une  fonction  R  ayant  O  infinis  simples  donnés  à  dis- 
tance finie,  il  n'y  a  qu'à  ajoutei-  ces  infinis  aux  points  (a,,  b^)  dans  la  for- 
mule (i),  les  opérateurs  y,  correspondants  étant  de  simples  constantes  multi- 
plicatives. La  discussion  qui  exprime  que  R  reste  fini  pour  ^  =  ce  se  fait  main- 
tenant sans  peine  et  conduit  au  tliéorème  de  Rieniann-Roch. 

Kônigsberger  {Léo),  à  Heidelberg.  —  Les  principes  de  la  Méca- 
nique pour  plusieurs  variables  indépendanles.  (202-277). 

Celte  étude,  qui  est  la  généralisation  des  Mémoires  sur  les  principes  de  la 
Mécanique  publiés  par  l'auteur,  pour  la  plupart,  dans  le  même  Recueil,  est 
encore  faite  à  un  point  de  vue  purement  mathématique,  sans  égard  aux  appli- 
cations possibles  à  la  Physique. 

Un  premier  paragraphe  contient  divei'S  lemmes  préliminaires,  dont  le  plus 
important  renferme  la  solution  du  problème  suivant  :  On  considère  des  fonc- 
tions Ni,  Nj,  ...,  N^  des  variables  /?,,  /»,,  ..-,  p.j.,  des  variables  indépen- 
dantes t,  u  et  des  dérivées  des  p-  par  rapport  à  ces  variables  indépendantes;  à 
quelles  conditions  existe-t-il  une  fonction  M  de  la  même  nature  (et  ne  conte- 
nant que  des  dérivées  premières),  telle  que  l'on  ait  les  identités 

_  '^M  _  ^     dM      _    d    ^\_  (  ■  -       o  ) 

'"  ^  ~  rf7   r^y?;""         c/u   dp]'"'  (?  -1,  2.   ...,  a). 

On  dira  que  ce  sont  les  conditions  pour  que  les  N^  aient  un  potentiel  ciné- 
tique M.  L'auteur  indique  qu'on  pourrait  introduire  des  dérivées  d'ordre  supé- 
rieur et  considérer  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes;  mais  il 
se  borne,  pour  plus  de  clarté,  à  deux  variables  indépendantes  et  à  n'introduire 
que  des  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  par  rapport  à  ces  variables.  Le 
potentiel  cinétique  considéré  sera  une  fonction  H  de  t,  u,  des  variables  a:;,  —  .r„ 

et  des  dérivées  premières  a;'""^  —^  et  J7'""=:  -— i-  Les  variations  de  .r,,  ....J:„ 
•^  ^  dt  '  ou 

seront  liées  par  des  relations  linéaires  homogènes  quelconques  et  Ton  distin- 
guera, d'après  cela,  comme  dans  la  Mécanique  classique,  les  systèmes  holo- 
nomes  et  les  systèmes  non  holonomes.  Cela  posé,  il  s'agit  de  déduire  les  diverses 
conséquences  analytiques  qui  résulteront,  pour  les  fonctions  x^  de  t  et  u,  de 
Thypothêse  qu'elles  satisfont  au  principe  d'Hamilton  généralisé 

5    /  /       (  H  —  Vx.J-,  I  f/«  <r// =  o, 

les  X,  étant  des  fonctions  données  de  t  et  u.  On  en  déduit  d'abord  le  principe 
de  d'Alembert 

'^{dW         d      d\\  d      dW  ..  )  . 

jLkiàx,       dt  d.xy"       du  âx^^'^       "M       ' 

i 

qui  conduit,  en  particulier,  à  considérer  la  mesure  des  forces  extérieures,  pour 
un  système  libre,  comme  de  la  forme 

f)T         d       dT  d       dT 


dXi       dt  da;'""       du  dx',"» 
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Le  principe  de  d'Alembert  conduit  immédiatement  aux  équations  de  Lagrange 
qui,  pour  les  sjstèmes  holonomes,  prennent  la  forme  simple 


OU 

d      du 

d      du 

=  P.- 

dp. 

dt  i)p[''' 

du  f)/>V'" 

Pour  un  paramètre  unique  x,  si  l'on  interprète  {x,  t,  u)  comme  des  coor- 
données reclani^ulaiics,  le  point  correspondant  se  déplace  sur  une  surface 
mininia. 

La  généralisation  du  principe  de  la  force  vive  présente  plus  de  difficultés 
et  n'est  possible  que  si  l'on  particularise  la  fonction  H.  L'auteur  traite  encore 
de  la  généralisation  du  principe  de  moindre  action,  du  principe  des  aires  et 
du  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravite. 

Le  sj'Stème,  qui  généralise  les  équations  d'Hamilton,  est 

i)p,   _  (JË  dp^   _  dE  r)^;"'  _^   r^c/J""    _   r^E 

~ôr  ^''~  (^çS""  '  Ihi   ~  ~  dq\"^^ '  <)t       '       du      ""  dp^ 

(5  =  1,  ■>.,   ...,  ;j.). 

Les  deux  derniers  paragraphes  concernent  l'intégration  des  systèmes  did'é- 
rcntieis  auxquels  conduit  la  théorie.  L'auteur  étudie  les  équations  du  second 
ordre  (jui  peuvent  se  ramener  à  la  forme 

o\\  _   d_     d\\     _    d_     du     _ 

dp       TTt  dpO">  ~  cïTi  dp'^^"^'  ~  "■ 

Enfin  il  démonti'e  le  théorème  général  suivant  : 

Si  H  ne  dépend  pas  explicitement  des  variables  indépendantes  t,,  ...,  t  , 
mais  seulement  des  fonctions  inconnues  p^,  . . . ,  p,^  et  de  leurs  dérivées  et  si 
les  P,  sont  des  fonctions  de  p,.  ...,  p,j^  seulement,  le  système  suivant,  qui 
est  la  généralisation  des  équations  de  Lagrange, 


du          d 

du 

d 

'          dt, 

d- 

"  "^  dt,  dts 

du 

..-\- 

d       du 

()p,       dl, 
d- 

du 

du 

dt^  ol/4""-  " 
d"        du 

,y/>!--< 

(j/;<  ""■••"'     ■' 

dt\  dp\""-'^ 

-f-. . . . 

_i_ 

,.-i-(- 

,    d'        du 
•0'  ^... 

(s  =1,    3,     ...,    |i), 

se  ramène  à  un  système  analogue  à  une  seule  variable  indépendante,  en 
posant  t  =  a,t,-h  a^t.^-T- . .  .-i-  a,,t^,,  a,  ....  «„  étant  des  constantes  arbi- 
traires. 

Fiiclts   (L.).  —   Sur  les  liiuilcs  entre  lesquelles  certaines  inU;- 
grales  définies  gardent  des  signes  donnés.  (2-S-291J. 

Lintégrale  considérée  est  de  la  forme 

F(«,  u\  u",  ...,  u"^)dx. 


f 
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où  F  est  une  forme  quadratique  de  ses  arguments,  dont  les  coefficienls  sont 
des  fonctions  données,  réelles  et  uniformes,  de  la  variable  réelle  x;  u  est  une 
fonction  réelle  indéterminée;  u',  u",  ...  sont  ses  dérivées  successives  et  I'od 
suppose  u,  u',  u",  . ..  régulières  dans  le  voisinage  de  a;  =  o.  Il  s'agit  de  déter- 
miner un  nombre  b  tel  que  l'intégrale  conserve  un  signe  constant  pour 

G  <  J7  ■<  6, 

quelle  que  soit  la  fonction  indéterminée  u. 

La  solution  est  fondée  sur  la  recherche  d'une  identité  de  la  forme 

où  Q  est  une  expression  linéaire 

0  (  «)  =  "'"'+  Çi  îf-"~'^-f-- . .-)-  ('/„u, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  réelles  de  a;  et  où  9  est  une  nouvelle 
forme  quadratique  de  ses  arguments.  L'auteur  suppose  F  à  coefficients  constants 
et  discute  la  nature  des  coefficients  q^^  et  des  coefficients  A^,  de  la  fonction  9. 
Le  résultat  final  est  le  suivant  : 

Soient  a  la  plus  petite  valeur  positive  de  x,  pour  laquelle  un  des  q,.  de\icnne 
infini  et  p  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équation 

dét.lAnl^o. 

Le  nombre  b  est  le  plus  petit  des  deux  nombres  a  et  ^  et  l'intégrale  est  posi- 
tive pour  o  <  a;  <  6,  si  le  coefficient  de  [m(")]-  dans  F  est  positif. 

Sclilesinger  (Luchvig),  à  Klausenburg.  —  Sur  la  théorie  des 
éqtialions  différentielles  linéaires,  rattachée  au  problème  de 
Riemann  (deuxième  Mémoire).  (292-319). 

Dans  le  précédent  Mémoire  (même  Recueil,  t.  1"23)  l'auteur  a  prouvé  l'exis- 
tence de  systèmes  de  fonctions  j',,  ■  ■ .,  y„  de  x,  admettant  comme  seuls  points 
singuliers  les  points  donnés  a,,  a^,  •■•,  Og,  00  et  se  transformant,  le  long  de 
coupures  a, oc,  a-^cc,  ...,  a^cc  par  des  substitutions  linéaires  données  A,, 
A,,  ....  A^.  Ces  substilulions  sont  seulement  assujetties  à  certaines  conditions^ 
nécessaires  pour  la  convergence  des  séries  employées  pour  former  les  fonc- 
tions y,.  Pour  déterminer  entièrement  le  système  de  fonctions  ainsi  défini,  il 
suffit  de  lui  imposer  la  condition  que  son  déterminant  se  réduise  à  l'unité 
pour  une  valeur  x,,  de  x  donnée. 

L'auteur  étudie  alors  j)',,  •■-,  y„  comme  fonctions  des  paramètres  «,,  ....a„. 
Le  résultat  remarquable  est  que,  sous  certaines  conditions,  elles  se  comportent, 
comme  fonctions  de  l'un  quelconque  de  ces  paramètres,  exactement  comme 
elles  se  comportent  comme  fonctions  de  a;.  La  méthode  employée  est  la  méthode 
de  déformation  continue  des  coupures.  Le  résultat  précis  est  le  suivant  : 

«  On  suppose  que  A,,  . . .,  A^  engendrent  un  groupe  6  irréductible  et  admet- 
tant des  isomorphismes  avec  lui-même,  relativement  aux  couples  d'indices 
(r,  ).),  ....  (■>.  —  I,  \),  ()>,  X-i-i),   ...,  ()v,  ff)  et  que  ces  isomorphismes  con- 
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servent  les  conciliions  de  convergence  auxquelles  A[,  . . .,  A^  satisfont  par  hypo- 
thèse. Alors  y^, ,  j'„  satisfont,  comme  fonctions  de  x,  à  une  équation  linéaire 

d'ordre  n,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  de  x  et  a^,  dont 
les  points  essentiellement  singuliers  sont  a,,  ...,  a^,  oc,  et  dont  le  groupe  de 
monodromie  0  ne  dépend  pas  de  a,,  ...,  a^;  et  elles  satisfont,  comme  fonctions 
<le  a-^,  à  une  équation  linéaire  d'ordre  n,  dont  les  coefficients  sont  uniformes 
par  rapport  À  x  et  a-^,  dont  les  points  essentiellement  singuliers  sont  a^,  ,.., 
«5^_,,  X,  o-^^,,  ...,  a^,  ce  et  dont  le  groupe  0-^  est  indépendant  de  «,,  ...,a■)^_^, 
jc,  a^_^„  ...,  a,,.  » 

11  reste  à  prouver  qu'il  existe  des  groupes  0  satisfaisant  aux  conditions 
énoncées.  L'équation  linéaire,  dite  de  Tissot- Pochhaminer ,  en  fournil  effecti- 
vement un  exemple. 


Tome  12j;  igoS  ('). 

Tliomé  (L.-ÏV.),  à  Greifswald.  —  Sur  une  application  de  la  théo- 
rie des  équations  difTérentielles  linéaires  au  calcul  des  variations. 

II  s'agit  de  l'étude  de  la  seconde  variation  d'une  intégrale  réelle  de  la  forme 


1    /i^,r,y,  •••>>'•"') 


dx. 


L'auteur  rappelle  les  résultats  de  Jacobi  et  de  Hesse.  L'application  de  la  théorie 
<les  équations  linéaires  lui  permet  d'en  déduire  le  résultat  suivant  : 

«  La  fonction  y  obtenue  au  moyen  de  l'équation  différentielle  qui  exprime 
que  la  première  variation  de  l'intégrale,  et  satisfaisant  aux  conditions  initiales 
données,  est  supposée  une  fonction  analytique  holomorphe  dans  une  région  du 
plan  de  la  varialjle  complexe  x,  à  l'intérieur  de  laquelle  se  U'ouve  le  segment 
de  l'axe  réel  compris  entre  a;  =  a  et  j;  =  ^  ;  il  en    est  de  même,  par  hypothèse, 

pour  les  dérivées    ,  \  ,  et  ,    ,  ,, •  Lnfin  la  condilion  de  Jacobi,  que    ,    ,  ,  .    ,  . 

'  ôy''!'^      ôy'i'U)y~v  '  ^      Oyi^''^  Oy '■"^ 

ne  s'annule  pas  sur  le  segment  de  l'axe  réel  considéré,  est  aussi  supposée  rem- 
plie. Cela  posé,  il  existe  toujours  des  familles  de  courbes  infiniment  voisines  de  la 
courbe  trouvée  y,  telles  que  l'intégrale  ait  effectivement,  soit  un  maximum, 
soit  un  minimum,  pour  cette  courbe;  et  cela  a  lieu  en  général  pour  les  courbes 
que  l'on  désigne  généralement  comme  les  courbes  voisines  de  j'.  » 

L'auteur  étend  ensuite  ces  résultats  aux  problèmes  isométriques  et  étudie 
en  détail  plusieurs  exemples. 


(')  A  la  mort  de  L.  Fuchs  (26  avril  1902),  la  rédaction  du  journal  a  été  con- 
fiée à  AL  Kurt  Hensel,  avec  la  collaboration  de  MM.  Frobenius,  Hcttner,  Kno- 
blauch,  Lampe,  Schotlky,  Schwarz. 
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Schlesinger  {L.),  à  Klausenburg,  el  Brodé ii  (T.),  à  Lund.   — 
Remarques  sur  le  problème  de  Riemann.  (28-33). 

1.  Lettre  de  M.  Schlesinger  à  M.  Broden.  —  Le  problème  de  Riemann, 
relatif  aux  équations  linéaires,  te!  qu'il  a  été  généralisé  par  M.  Brodén,  peut  se 
ramener  au  problème  restreint  traité  par  M.  Schlesinger  (même  journal, 
t.  123  et  12'0. 

2.  Lettre  de  M.  Brodén  à  M.  Schlesinger.  —  On  peut  aussi  le  rattaclier 
au  problème  suivant  : 

«  Un  système  d'équations  dilTérenticlles  linéaires  homogènes  cogrédientes 
(au  sens  de  Schlesinger),  qui  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  points  critiques,  et 
dont  les  coefficients  sont  uniformes,  contient-il  toujours  des  équations  de  la 
classe  de  Fuchs?  » 

Netto  {E.),  à  Giessen.  —  Sur  les  valeurs  approchées  et  les  frac- 
tions continues.  (34-63). 

Ce  travail  se  rattache  à  un  précédent  Mémoire  de  K.  Th.  ^'ahlen  (même 
Journal,  t.  115).  L'auteur  définit  d'abord  avec  précision  la  suite  de  Farey  de 
fractions  que  l'on  peut  former  en  partant  des  réduites  du  développement  en  frac- 
tion continue  d'une  fraction  irréductible  donnée.  Il  montre  qu'on  la  retrouve 
quand  on  modifie  la  méthode  de  développement  en  fraction  continue  en  prenant 
les  quotients  incomplets  tantôt  positivement,  tantôt  négativement,  mais  de 
manièi-e  à  satisfaire  à  une  certaine  loi  de  formation.  Le  nombre  de  ces  divers 
développements  se  trouve  égal  au  numérateur  de  la  fraction  donnée;  l'auteur 
trouve  aussi  le  nombre  de  ceux  qui  contiennent  un  nombre  de  termes  donné. 

On  peut  aussi  prendre  une  autre  loi  de  formation  des  développements,  dans 
laquelle  le  nombre  des  développements  se  trouve  égal  au  dénominateur  de  la 
fraction.  Enfin,  dans  un  dernier  paragraphe,  l'auteur  examine  ce  qu'il  appelle 
les  développements  avec  retour,  dans  lesquels  la  suite  des  opérations  ramène 
une  fraction  déjà  obtenue  précédemment;  et  étudie  le  nombre  de  ces  dévelop- 
pements, qui  peuvent  encore  se  déduire  de  la  même  suite  de  Farey. 

Landau  (Edmond),  à  Berlin.  —  Sur  la  fonction  zcta  relative  à 
un  corps  de  nombres  algébriques,  et  sur  l'extension  de  la  théo- 
rie des  nombres  premiers  de  Tschebjschcf  au  problème  de  la 
distribution  des  idéaux  premiers.  (64-i88). 

Soit  K  un  corps  de  nombres  algébriques.  Dedekind  a  introduit  la  fonction 
zêta  correspondante,  analogue  à  la  fonction  ~{s)  do  Riemann,  et  qui  se  définit 
par  l'une  quelconque  des  formules 


1^  I  noi  lu  p  J' 
P 
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(sommation  étendue  à  tous  les  idéaux  n  du  corps); 


(^)  î;.(5)  =  n 


V  [norin  p]' 

(produit  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  \>  du  corps); 


!••  (  n  ) 


(3)  ;,(o=y- 


(F(«)=  nombre  des  idéaux  du  corps  ayant  n  pour  norme). 

C'est  l'étude  des  propriétés  de  cette  fonction,  et  de  leurs  applications  à  la 
théorie  des  idéaux  qui  forme  l'objet  du  Mémoire. 

Le  premier  Ciiapitre  contient  la  démonstration  de  deux  propositions  auxi- 
liaires sur  les  séries  de  Dirichlet    7  ■ —5  relatives  à  la  convergence  et  au  pro- 

longement  analytique  de  ces  séries,  sous  certaines  conditions  imposées  à /(  n). 
Dans  le  second  Chapitre,  l'auteur  démontre  que  la  fonction  î^^,  qui  est  conver- 
gente pour  R(i)  >i,  représente  une  fonction  qui  peut  se  prolonger  au  delà  de 
la  droite  de  convergence  R{s)  =1,  et  qui  n'a  sur  cette  droite  aucun  zéro, 
et  aucun  infini  autre  que  le  pôle  s  =  x.  Il  détermine  aussi  un  certain  domaine 
situé  à  gauche  de  la  droite  de  convergence,  dans  lequel  t^  ne  s'annule  pas.  Le 
résultat  essentiel  du  troisième  Chapitre  est  que  le  produit  (2)  est  convergent 
pour  toute  valeur  s  =  1+ <i  (  <  52^  o),  et  que  sa  valeur  est  égale  à  Ç^.  Pour  y 
parvenir,  l'auteur  étudie  certaines  sommes  étendues  aux  idéaux  premiers  du 
corps  K;  il  étend  ainsi  à  la  théorie  des  nombres  algébriques  les  méthodes 
introduites  par  Tschebyschef  dans  la  théorie  des  nombres  premiers  naturels,  en 
utilisant  les  résultats  obtenus  déjà,  dans  la  même  voie,  par  Poincaré.  Dans  le 
quatrième  Chapitre,  ces  mêmes  méthodes  arithmétiques  sont  employées  pour 
généraliser  un  théorème  de  Poincaré  sur  les  limites  entre  lesquelles  sont  com- 
prises, asymptotiquement,  certaines  fonctions  arithmétiques  relatives  au  corps 
des  imaginaires  de  Gauss.  Parmi  les  conséquences  qui  en  résultent,  sur  la  répar- 
tition des  idéaux  premiers,  citons  les  suivantes  : 

Le  quotient  du  nombre  ~{x)  des  idéaux  premiers  dont  la  norme  est  au 

.1 

oscille  entre  deux  nombres  u  et  U,  pour  lesquels  on  a  u'^  1%  U. 
Et  : 

Pour  chaque  corp.<  algébrique  K  il  existe  un  nombre  b  tel  que,  pour 
chaque  valeur  xk.iy  il  existe  au  moins  un  idcal  //rentier  dont  la  norme  est 
comprise  entre  x  et  bx. 

Dans  le  cinquième  Chapitre  il  est  question  de  la  distribution  des  idéaux 
entiers,  indépendamment  des  considérations  précédentes  sur  les  idéaux  pre  • 
miers.  L'auteur  se  borne  à  traiter  les  problèmes  analogues  aux  prol)Ièmes 
classiques  traités  par  Dirichlet  et  .Menons  pour  le  corps  des  nombres  naturels 
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et  le  corps  des  imaginaires  de  Gauss.  Les  constantes  qui  interviennent  dans 
les  résultais  s'expriment  au  moyen  de  valeurs  particulières  de  la  fonction  Çj. 
Le  sixième  Chapitre  contient  une  démonstration  nouvelle  de  la  célèbre  inéga- 
lité de  Kronecker ;  cette  démonstration  repose  sur  la  considération  de  la  fonc- 
tion Çj  d'un  corps  quadratique  imaginaire  K.  Dans  le  septième  et  dernier  Cha- 
pitre, l'auteur  examine  jusqu'à  quel  point  divers  théorèmes  récents  sur  la 
distribution  des  nombres  premiers  naturels  peuvent  se  déduire  les  uns  des 
autres. 

Kneser  [Adolf),  à  Berlin.  —  De  la  stabilité  de  l'équilibre  des  fils 
pesants  suspendus  par  leurs  extrémités.  (189-206). 

La  démonstration  de  Dirichlet,  pour  prouver  qu'un  maximum  du  potentiel 
donne  toujours  une  position  d'équilibre  stable,  ne  s'applique  en  toute  rigueur 
que  si  le  système  considéré  dépend  d'un  nombre  fini  de  paramètres.  Sinon  on 
se  trouve  en  présence  d'une  difficulté  analogue  à  celle  qui  se  présente  pour  le 
principe  de  Dirichlet;  on  ne  peut  plus  tirer  en  effet,  immédiatement,  de  ce  fait 
que  la  variation  du  potentiel,  dans  un  certain  domaine,  est  constamment  posi- 
tive, cette  conséquence,  nécessaire  pour  la  démonstration  en  question,  que 
cette  variation  est  supérieure  à  un  certain  nombre  positif.  L'auteur  montre 
comment,  dans  les  cas  du  problème  de  la  chaînette,  on  peut  compléter  la 
démonstration  et  prouver  rigoureusement  la  stabilité  de  l'équilibre;  la  méthode, 
avec  de  légères  modifications,  pourra  s'appliquer  aux  questions  de  stabilité 
analogues. 

Stekloff  (  JV.)^  à  Gliarkow.  —  Sur  le  développement  dune  fonc- 
tion donnée  en  séries  procédant  suivant  les  polynômes  de  Tché- 
bicheff,    et,   en    particulier,    suivant  le   polynômes    de   Jacobi. 

(20^-236). 

Soit /)(j;)  une  fonction  arbitraire,  positive  dans  un  intervalle  donné  (a,  b)  ; 
et  soient  cp„  les  polynômes  de  Tchébiclielï  correspondant  à  cette  fonction />.  On 
peut  les  définir,  par  exemple,  comme  l'on  sait,  par  la  condition 


b 

/?  J„P„_,f/j7  =  o, 


où  P„_,  désigne  un  pol3'nome  arbitraire  de  degré  n  — i.  On  a  d'abord  le  théo- 
rème général  suivant  : 

Toute  fonction  f,  continue  dans  l'intervalle  {a.  b),  se  développe  suivant 
la  série 

dans  tout  intervalle,  intérieur  à  l'intervalle  {a,  b),  et  dans   lequel  cette 
série  converge  uniformément. 
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L'auteur  suppose  ensuite  que  l'on  prend  pour/?(x)  la  fonction 
p  =  {x  —  a)''-'{b-x)?-'         (a>o,  ?>o), 

et  suppose,  pour  simplifier,  a  = — ^i,  b  =  +  i.  Les  polynômes  »„  sont  alors  les 
polynômes  de  Jacobi  V„,  que  l'on  achève  de  déterminer  par  la  condition 


/ 


+ 1 

j)  \',2  dx  =  I . 


Il  démontre  que  le  développement  considéré  est  valable  à  l'intérieur  de  l'in- 
tervalle ( — I,  H-i),  pourvu  que  /  y  soit  continue  et  y  admette  des  dérivées 
première  et  seconde.  La  série  converge  uniformément  dans  l'intervalle 

c— I,  +u 

si  elle  converge  pour  l'une  des  limites  de  rinlcrvalle.  Elle  converge  uniformé- 
ment si  l'un  des  deux  nombres  a,  s  est  inférieur  à  i.  Si  |î  <  {,  elle  converge 
uniformément,  sous  la  seule  condition  que  /  ait  une  dérivée  du  premier  ordre. 

Une  lellre  de  Niels  Henrik  Abel  à  Edmond  Jacob  Kulp.  (sSj- 
240). 

Cette  lellre  inédile  est  datée  de  Paris,  i"  novembre  1826.  Elle  ne  contient 
que  des  explications  complémentaires  sur  certains  passages  des  .Mémoires 
d'Abel. 

Bothe  [Rudolf),  à  Charlottenburg.  —  Sur  la  théorie  des  inva- 
riants difTérentiels.  (241-266). 

Recherche  directe  des  invariants  diiïércntieis  d'un  système  de  m  fonctions 
j:,,  .. .,  J7„,  de  /•  variables  indépendantes  ;/,,...,  ?/,.,  relativement  au  changement  de 
variables  le  plus  général  effeclué  sur  «,,  ....  ii^.  Applications  à  la  Géométrie. 
Ueclierche  de  ceux  de  ces  invariants  qui  sont  en  même  temps  des  invariants 
]iour  le  groupe  des  mouvements  (cfTcctué  sur  les  x^). 

(Les  résultats  obtenus  ne  sont  eu  général  pas  nouveaux,  et  l'auteur  paraît 
ignorer  la  théorie  générale  de  Lie  sur  les  invariants  diderentiels  des  groupes 
infinis.  ) 

Goebel  (J.-B.),  à  Mayence.  —  Distribution  de  réleclricitc  sur 
deux  splières  conductrices  (suite  du  Mémoire  commencé  même 
Journal,  t.  12i).  (267-281). 

L'auteur  étudie  la  convergence  des  séries  qui  figurent  dans  l'expression  de  la 
densité  électrique  obtenue  dans  son  premier  Mémoire,  en  supposant  le  cas  des 
sphères  en  contact.  Il  donne  ensuite,  dans  le  cas  où  les  sphères  sont  égales, 
diverses  transformations  de  ces  séries,  permettant  d'cirecluer  le  calcul  numé- 
rique de  la  densité  électrique;  et  construit  des  Tables  donnant  la  densité,  pour 
un  certain  nombre  de  valeurs  particulières  de  l'angle  0  (angle  du  rayon  vec- 
teur de  l'une  des  sphères  avec  la  ligne  des  centres).  Il   indique  en   terminant 
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de  nouvelles  séries,  propres  au  calcul  numérique,  pour  les  points  situés  sur  la 
U'^ne  des  centres. 

Math  (P.),   à    Ostliofen.    —    Sur   les  fonctions   rationnelles   de 
formes  bilinéalres.  (282-292). 

Ce  travail  se  rapporte  à  l'emploi  du  calcul  symbolique  des  fonctions  de 
formes  linéaires,  dont  la  théorie  a  été  exposée  par  l'auteur  dans  son  livre  : 
Théorie  uncl  Amvenditng  der  Elementartheiler  (Leipzig,  1899).  Il  démontre 
d'abord  un  principe  général,  dont  Frobenius  avait  fait  usage  précédemment;  il 
établit  ensuite  une  forme  canonique  pour  une  fonction  entière  /(A)  de  la  forme 
bilinéaire  A,  A  dépendant  de  m  variables  contragrédicntes  x,  et  î/;  et  le  déter- 
minant caractéristique  de  r\i  —A  (où  E=  Se<,a;,)  étant  de  la  forme  (;•  — c)". 
Ces  résultats  fournissent  la  démonstration  et  la  généralisation  de  deux  théo- 
rèmes fondamentaux  de  la  théorie  des  formes.  Ils  permettent  aussi  à  l'auteur 
de  résoudre  le  problème  général  suivant  : 

Déterminer  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  caractéristique  d'une 
fonction  rationnelle  d'une  forme  bilinéaire,  connaissant  les  diviseurs  élé- 
mentaires du  déterminant  caractéristique  de  cette  forme. 

Jung  (Heinrich),  à  Marbiirg.  —  Démonstration  arithmétique 
d'un  théorème  sur  le  degré  du  résultat  de  l'élimination  d'une 
variable  entre  deux  équations  entières  à  deux  varialdes.  (298- 
298). 

Il  s'agit  de  trouver  le  degré  de  l'équation  résolvante,  quand  les  fonctions 
homogènes  de  degré  maximum  contenues  dans  les  premiers  membres  des  deux 
équations  ont  un  diviseur  commun  de  degré  donné  jx  :  le  degré  de  la  résol- 
vante est  au  plus  mn  —  a,  m  et  n  étant  les  degrés  des  deux  équations  données. 
L'auteur  en  donne  deux  démonstrations. 

Frischauf  (./•),  à  Graz.  —  Sur  l'intégrale  de  l'équation  dilTéren- 
tiellc  xy"-{~y'+Jcy^=^o.  (299-800), 

Le  mode  de  développement  en  série  semi-convergente,  donné  par  Lipschitz 
(même  Journal,  t.  56,  p.  198  )  pour  la  fonction  de  Bessel  J,  peut  s'appliquer 
aussi  à  une  seconde  intégrale  particulière  de  l'équation  considérée. 

Teixeira  {F .  Gomes),  à  Porto  (Portugal).  —  Sur  le  développement 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  en 
série  trigonométriquc.  (3oi-3i8). 

La  fonction  f{x)  considérée  satisfait  aux  conditions 

f{X-r-2i^)~f{x),  /(X-h  2to')  =  r/(j;) 

et  a  un  •^cul  pôle  a  dans  un  parallélogramme  des  périodes:  ce  pôle  est  simple, 
et  le  résidu  est  A.  l'ar  la   mélliode  employée  par  l'auteur  ilans  un  précédent  tra- 
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vail  (iiK-iiie  Recueil,  t.  122,  p.  97),  il  obtient  la  formule 


i-k 


/=/,  ' 


\-[    -\     7   —^ 3T  e       "J 

I  —  c       \c  J   ^  I  —  ciy  -" 

"  =  1  J 

7   C"     1  H-  2  eut  -^  (  j;  —  a  —  ■.'.  m  0/  )    , 
-^        1.  2W  'J 


«1  =—  a 


OÙ  a  et  jj  sont  des  entiers  positifs  arbitraires.  De  cette  formule  générale  l'auteur 
en  déduit  plusieurs  autres,  en  particularisant  les  valeurs  de  a  et  [3  :  certains 
des  développements  obtenus  sont  nouveaux,  et  ne  sont  valables  que  dans  un 
demi-plan.  L'auteur  les  applique  à  la  fonction  (Jacobi,  Hermite) 

f(co\=  "'(»)(Q)(-^-+'0 
•'^      '  ll(v)0(x) 
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Jung  {Heinricli),  à  Marburg.  —  Sur  des  fonctions  thêta  n'appar- 
tenant pas  à  la  classe  de  Riemann.  (i-5i). 

Ce  travail  se  rattache  à  un  Mémoire  de  Schotlky  (même  Recueil,  t.  lOG). 
On  considère  un  corps  algébrique  K,  de  genre  t,  défini  par  une  équation 
*'(/')  7  )  =  o;  on  en  déduit  un  nouveau  [K,  ^],  par  l'adjonction  de  la  racine 
carrée  -3  d'une  fonction  rationnelle  \\{p,q);  soit  p  le  genre  de  ce  nouveau 
corps,  et  y  =  a  —  T.  Parmi  les  intégrales  de  première  espèce  de  [K,.c]  figurent 
celles  de  Iv,  et  un  système  de  j'  intégrales,  h  ■?.z'  périodes  indépendantes  seule- 
ment. Ces  dernières  donnent  naissance  à  des  fonctions  llièla  de  c  variables, 
qui  sont  plus  générales  que  celles  qu'emploie  Riemann  pour  son  problème 
d'inversion.  Schottky  a  étudié  en  détail  le  cas  t=:  1.  L'auteur  fait  ici  une  étude 
analogue  pour  r  =  j. 

Dans  les  paragraphes  1  à  G,  il  introduit  les  fondions  Hî  des  corps  Iv  et  [K,.c] 
et  les  fonctions  thêta  à  étudier,  qui  sont  désignées  par  la  lettre  f  ;  il  est  com- 
mode aussi  d'associer  aux  fonctions  .'ï  du  corps  Iv  les  fonctions  <^,  de  même 
nature,  mais  qui  ont  pour  périodes  dillérenles  de  un  des  périodes  doubles  de 
celles  de  ces  fonctions  £r.  Les  fonctions  rS  du  corps  [K,.^]  s'expriment,  par  des 
relations  bilinéaires,  au  moyen  des  fonctions  »  et  ({/;  dans  ces  relations  inter- 
viennent les  caractéristiques  de  ces  diverses  fonctions  qui  doivent  être  conve- 
nablement associées. 

L'objet  essentiel  du  Mémoire  est  de  trouver  les  valeurs  des  fonctions  9  quand 
on  y  remplace  leurs  arguments  par  les  intégrales  de  première  espèce  correspon- 
dantes. La  solution  est  fondée  sur  la  recherche  des  fondions-racines  {Wurzel- 
funclionen)  du  corps  [K,  z}.  Cette  recherche  est  faite  dans  les  paragraphes  7 
à  li.  Il  y  a  deux  cas  à  disliiigucr,  suivant  qu'elles  proviennent  do  dillércnticlles 
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de  première  espèce  de  la  forme 

.         dv 
du  =  -j 

ou  de  la  forme 

du  =  dw  H — —  ) 

dv  et  dw  étant  des  différentielles  du  corps  K  ;  elles  s'expriment,  dans  le  pre- 
mier cas,  au  moyen  des  fonctions  thêta  du  corps  K;  et,  dans  le  second,  au 
moyen  des  fonctions  thêta  elliptiques  simplement.  Les  diverses  fonctions  obte- 
nues peuvent  se  caractériser  par  des  indices  que  l'on  peut  faire  corresp«!ndre 
aux  caractéristiques  des  fonctions  thêta. 

Les  expressions  cherchées  pour  les  fonctions  9  sont  obtenues  dans  les  autres 
paragrapiies  (  15-18);  elles  sont  entièrement  explicites,  sauf  en  ce  qui  concerne 
un  certain  facteur  transcendant  qui  est  le  même  pour  toutes  ces  fonctions.  Les 
fonctions  »  se  trouvent,  dans  ces  formules,  associées  par  groupes  de  quatre,  et 
les  formules  sont  difl'érentes,  suivant  que  les  quatre  fonctions  considérées  sont 
toutes  les  quatre  paires,  ou  toutes  les  quatre  impaires,  ou  deux  paires  et  deux 
impaires. 

Thonié  (L.-JV.),  à  Greifswald.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions 
algébriques,  dans  ses  rapports  avec  la  théorie  des  équations 
dillérentielles  linéaires.  (52-^o). 

Dans  sa  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  algé- 
briques (même  Journal,  t.  123,  p.  70),  Tauteur  a  fait  usage  d'une  transformée 
rationnelle  de  la  fonction  algébrique  qui  figurait  dans  les  coefficients  de 
l'équation  considérée.  La  propriété  caractéristique  de  cette  transformée  est  que 
son  discriminant  est  le  produit  du  diviseur  essentiel  du  discriminant  de  la 
fonction  algébrique  donnée  par  le  carré  d'un  poljnome  dont  les  facteurs 
linéaires  sont  tous  distincts  eatre  eux,  et  distincts  de  ceux  du  diviseur  essen- 
tiel. L'existence  dune  telle  transformée  a  été  établie  par  Kronecker  dans  son 
Mémoire  :  5m/'  les  discriminants  des  /onctions  algébriques  d'une  variable 
(même  Recueil,  t.  91).  L'auteur  donne  une  méthode  pour  la  construire  effecti- 
vement lorsqu'on  suppose  connus  les  développements  de  la  fonction  algé- 
brique z  donnée,  pour  les  divers  points  de  ramification. 

Celte  méthode  est  fondée  sur  le  procédé  donné  par  NYeierstrass  pour  former 
des  expressions,  composées  rationnellement  avec  z  et  la  variable  indépen- 
tlantea^,  et  dont  les  tiévcloppeuients,  pour  les  points  île  ramification  de  z,  com- 
mencent par  un  certain  nombre  de  termes  donnés  à  l'avance  [l'oir,  sur  ce 
point,  le  compte  rendu  de  Brill  et  Nolher  sur  le  développement  de  la  théorie 
des  fonctions  algébriques  {Jahresberichte  der  deutsclicn  matliematiker  Verei- 
nigung,  t.  III,  p.  37G)]. 

Soient  «,,  a.,  ...,  a^  les  valeurs  de  x  qui  annulent  le  discriminant  de  -,  et 
fi{x,z),  . . .,  /^{x,  z)  les  expressions  correspondantes  construites  par  le  pro- 
cédé de  W'eierslrass.  La  transformée  considérée  par  l'auteur  est  de  la  forme 

/.  A  A 

^  /,  (  r.  -^  )  1^  (a;  -  a,  )•/,  H-  (  C,  ="■-•  -f-  a  z"~--h. . .  +  C,. )  J][  {  JT  -  a.). 
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Il  prouve  qu'on  peut  disposer  des  constantes  arbitraires  flguranl  dans  les 
fi{x,z),  des  entiers  s^  et  des  constantes  C,,  C.,  ...,  C,„  de  manière  qu'elle 
satisfasse  à  la  propriété  énoncée. 

Thomé  i^L.-JV.),  à  Gi-eifswald.   —  Remarque  sur  la   lliéorie  des 
équations  diflerenlielles  linéaires.  (-1-72). 

L'auteur  précise  la  différence  entre  les  travaux  de  Fuchs  et  les  siens  sur 
cette  théorie,  et  rappelle  le  but,  la  méthode  et  les  résultais  de  ses  propres 
recherches  (représentation  des  intégrales  dans  le  domaine  d'un  point  singu- 
lier, oii  elles  ne  sont  pas  toutes  régulières;  emploi  de  la  décomposition  des 
expressions  différentielles  linéaires;  caractère  algébrique  de  la  méthode,  qui 
n'exige  pas  de  considérations  de  convergence  spéciales;  application  aux  fonc- 
tions algébriques  et  au  calcul  des  variations). 

Ilensel  (A'.).    —  Remarques    sur   la    théorie    des    déterminants. 

(73-82). 

Soit  un  tableau  rectangulaire  à  m  lignes  et  n  colonnes,  et  soit  n^m.  Soient 
D,  les  déterminants  de  degré  m  qu'on  en  peut  déduire,  et  E,.  le  tableau  qu'on 
déduit  du  tableau  donné  en  y  remplaçant  tous  les  éléments  par  zéro,  à  l'excep- 
tion de  ceux  de  la  diagonale  principale  de  D-  qu'on  remplace  par  un.  On  a  le 
théorème  suivant  : 

Toute  fonction  6  («,,.)  des  éléments  du  tableau,  qui  est  linéaire  et  homo- 
gène par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne,  et  change  de  signe, 
en  gardant  la  même  valeur  au  signe  près,  par  tout  échange  de  deux 
lignes,  est  de  la  forme 

i 

De  ce  théorème  l'auteur  déduit  le  théorème  sur  la  multiplication  des 
matrices,  et  la  règle  de  développement  de  Laplace,  Il  démontre  enfin  l'irréduc- 
tibilité de  la  fonction  0. 

Ile //'ter  (Lol/iar),  à  Bonn.  —  Sur  la  classification  des  formes 
quadratiques,  et  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre  et 
de  seconde  classe.  (83-98). 

L'auteur  emploie,  pour  la  classification  des  formes  quadratiques,  la  série 
caractéristique  de  Sylvester,  plus  symétrique  que  celle  de  Jacobi,  formée  des 
sommes  des  mineurs  principaux  de  môme  ordre  du  discriminant.  Il  l'applique 
à  la  classification  des  courbes  et  des  surfaces  d'ordre  ou  de  classe  deux,  au 
point  de  \ue  proj'ectif  et  au  point  de  vue  de  Vaginite:  des  tableaux  résument 
la  classification.  Pour  la  classification  des  surfaces  de  seconde  classe  intervient 
léquation  du  complexe  des  tangentes  à  cette  surface. 

Salscliiltz  (Louis),  à  Konigsberg.  —  Formules  nouvelles  pour 
les  nombres  de  BernouUi.  (99-101). 


IÎ2  Sl'CONDE    PAllTIK. 

Commuiiicalion  de  quelques  résultats  d'un  travail  plus  étendu  sur  les  puis- 
sances entières  de  la  cotangcnte  et  de  la  cosécante,  publié  dans  les  Schriflen 
der  Physikalisch-Œkonomiscliea  Gesellschaft  zu  Kônigsberg  i.  Pr.. 
t.   \LIV,  1903. 

Signalons,  entre  autres,  la  formule  suivante  : 


2(2='->-l)B,  =  ^(-l)''2" 


[  1 . 3 . 5 . . .  (  2  m  —  2  /.-  —  I  )]  -  C;  [  I  -,  (  m  —  A-  )-  ] 


2  «i  -7-  i  —  2  k 


où  Cj. [1-,  «-]  représente  la  somme  des  combinaisons  avec  répétitions  des 
nombres  1-,  2-,  3-,  ...,  n-. 

Kiihne  {H.)^  à  Dortmund.  —  Sur  la  résolution  approchée  des 
congruences  suivant  des  systèmes  de  modules  premiers  et  sur 
les  unités  de  certains  corps.  (102-1 1 5). 

Soient/?  un  nombre  premier  impair   et  x,,    ...,  ar„  des  indéterminées.   Un 
système  de  modules  premier  est  de  la  forme 

P  ={P,fx{x^)•M^■:^  •^,)'    •■■./„(-2?„;  -2^1-   •••,•2^,,-.)], 

où  y,  est  irréductible  (mod/j),  et  où,  généralement,  chai|uc  /"j  est  irréductible 
mod  (/7, /j, /;.  ...,/j_,).  Les  fonctions  entières  de  x^.  ...,  j;,,,  à  coefficients 
entiers,  sont  alors  considérées  modulo  P,  et  forment  un  domaine  llL>  composé 
d'un  nombre  limité  d'éléments.  Introduisons  une  nouvelle  indéterminée  x  et 
considérons  le  domaine  B  des  fonctions  rationnelles  de  x  dont  les  coefficients 
appartiennent  à  llb.  Il  va  jouer  le  rôle  que  jouent  en  Arithmétique  les  nombre> 
rationnels  écrits  dans  le  système  décimal.  Il  suffit  pour  cela  d'imaginer  chaque 
grandeur  de  B  développée  suivant  les  puissances  entières  et  décroissantes  de  ar  : 
si  on  limite  le  développement  au  terme  en  x~^',  on  aura  une  valeur  approchée 
d'ordre  w.  Soit  V{y)  une  fonction  entière  de  l'indéterminée  nouvelle  y,  dont 
le  premier  coefficient  est  un  et  dont  les  autres  sont  des  grandeurs  entières 
de  B,  et  qui  est  supposée  irréductible  dans  le  domaine  B;  en  se  limitant  à  un 
ordre  d'approximation  suffisamment  élevé,  on  peut  décomposer  F  en  fac- 
teurs de  même  nature  dont  le  nombre  m  est  déterminé  de  la  manière  suivante  : 
Soit 

¥{x-''z)  =  X'"'G{z)^x:"--'G^(,z)-^...; 

•r,  étant  choisi  suffisamment  grand,  m  est  le  nombre  des  diviseurs  irréductibles 
de  G(-:),  modulo  P.  Supposant  ces  diviseurs  différents,  l'auteur  considère 
alors  le  corps  V  défini  par  la  congruence  F(^)H=io  dans  le  domaine  B;  et, 
généralisant  la  marche  suivie  par  Dirichlet,  dans  ses  J'orlcsungen  iiber  Zahlen- 
theorie,  p.  35;)  et  suiv.,  étudie  les  grandeurs  de  ce  corps  et  spécialement  ses 
unités.  Il  arrive  à  celle  conclusion  que  chaque  unité  de  ce  corps  Y  se  niel 
sous  la  forme  WE''«. .  .E'Jfir-,',  où  \\'  est  une  des  racines  d'unités,  en  nombre 
fini,  que  le  corps  conticnl,  et  où  E,,  ...,  E^_,  constituent  un  système  d'unités 
fondamentales;  /),,  ...,  /),„_,  sont  des  nombres  entiers  quelconques. 

Teixeiva  {F.  Gomes),  à  Porto  (Portugal  ).  —  Sur  la  convergence 
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des  formules  d'interpolation  de  Lagrange,  de  Gauss,  etc.  (i  iG- 
162). 

I.  L"auteur  part  de  la  formule  d'interpolation  de  Lagrangc  avec  un  reste 
représenté  par  une  intégrale  curviligne,  telle  qu'elle  a  été  donnée  par  Herniite 
(même  Kecueil,  t.  84  )  : 

f{x)  =  Q{x)-i-n{x). 

Dans  cette  formule, /(jt)  est  une  fonction  holomorphe  dans  un  champ  C, 
où  sont  pris  les  points  a,,  ...,  «„,  ;  B(j7)  est  l'expression  de  Lagrange  formée 
avec  les  valeurs  de/(;r),  pour  a:  =  a,,  ...,a:—  «„,;  et  R(a;)  est  le  reste,  qui 
est  une  intégrale  prise  le  long  du  contour  de  C.  Il  s'agit  de  trouver  des  cas 
dans  lesquels  0(j:;)  tend  vers  _/( a?)  quand  on  augmente  indéfiniment  le  nombre 
des  points  a^  ...,  a,,,.  L'auteur  en  indi(iue  plusieurs.  Citons,  par  exemple,  le 
suivant  : 

C  étant  un  cercle  qui  a  pour  centre  l'origine  des  coordonnées  et  de 
rayon  p,  et  «,,  ..    .  a„,  ayant  les  valeurs 

Il  cos  )      h  cos >      ■  ■  •  ï     A  cos — 


2  /)i 


{considérées  par   Tchebicheff),   où  li  est  positif  et  inférieur  à  p,  la  fonc- 
tion 6(^)  converge  vers  f{x),  pour  ni  infini,  pourvu  que  l'on  ait 


\x\<s,o--  h-. 

L'auteur  donne  aussi  une  généralisation  de  la  formule  d'Hermitc,  pour  le 
cas  oii  f{x)  admet  des  singularités  isolées  dans  le  champ  C. 

II.  La  seconde  Partie  du  Mémoire  contient  une  élude  analogue  sur  la  for- 
mule d'interpolation  trigonométrique  donnée  par  Hermite,  dans  son  Cours 
d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  p.  Saa;  sur  une  formule  analogue  de 
Gauss  {Œuvres  complètes,  t.  III,  p.  281),  et  sur  d'autres  formules  du  même 
genre.  L'auteur  détermine  un  reste  pour  chacune  d'elles,  en  suivant  la  méthode 
employée  par  Hermite  pour  la  formule  de  Lagrange,  et  donne  ensuite  des  cas 
où  le  reste  tendra  vers  zéro.  Voici  l'un  de  ces  nouveaux  énoncés,  qui  concernent 
jilus  particulièrement  les  funclions  périodiques  : 

Si  la  fonction  f(x)  admet  la  période  2-,  et  qu'elle  soit  liolomorphe  dans 
la  bande  infinie  comprise  entre  deux  parallèles  à  Ojt,  équidistantes  de  cet 
axe,  et  cjue  x  soit  un  point  à  l'intérieur  de  cette  bande,  la  formule  de 
Gauss  tend  vers  f{x),  pour  n  infini,  si  les  valeurs  particulières  de  x  qui 
servent  à  la  construire  sont  les  valeurs 

—     il;  r=±i,  =2  1.  ...,  ±n  —  i,  n)- 
n 

Le  dernier  paragraphe  conlit-nt  quelques  additions  au  Mémoire  Sur  les 
courbes  définies  par  l' équation  lsin(.r  —  a)|— c,  publié  par  l'auteur  dans 
ce  Journal,  tome  IIG,  page  i4. 
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Sujet  proposé  pour  le  Prix  de  la  Société  princière  de  Jablonowski, 
pour  l'année  1906.  (i63). 

«  Rcclierclies  sur  les  nombres  analogues  aux  nombres  He  Bernoulii,  notam- 
ment dans  le  domaine  des  fonctions  elliptiques,  qui  admettent  la  niullipli- 
cation  complexe.  » 

Hensel  {K-)-  —   Sur  la  théorie  des  systèmes.  (i65-i'jo). 

Soient  A  =;(a,j),  B  =  (  ft,;.  )  deux  systèmes  d'ordre  n,  dont  les  éléments  sont 
des  grandeurs  entières  ou  fractionnaires  d'un  domaine  de  rationalité  quel- 
conque. On  sait  que  B  est  dit  un  multiple  de  A,  si  l'on  peut  déterminer  deux 
multiplicateurs  entiers  P  et  Q,  de  manière  que  l'on  ait 

B  =  PAQ. 

On  a  alors  ce  théorème  de  Frobenius  : 

Que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  B  soit  multiple  de  A 
est  que  les  diviseurs  élémentaires  de  B  soient  des  multiples  des  diviseurs 
élémentaires  correspondants  de  A. 

L'auteur  en  expose  une  démonstration  nouvelle  dans  laquelle  est  utilisée  une 
transformation  des  systèmes  qui  peut  servir  dans  beaucoup  de  questions  de 
cette  théorie.  Cette  méthode  de  démonstration  permet  également  de  trouver 
dans  chaque  cas  les  multiplicateurs  par  lesquels  les  diviseurs  élémentaires 
de  B  didércnt  des  diviseurs  élémentaires  correspondants  de  A. 

Ziminermann  (0.),  à  Zoppot.  —  Sur  les  foyers,  les  directrices 
et  les  orthogonales  d'une  courbe  plane  algébrique  de  classe 
quelconque.  (i^i-igS). 

Il  s'agit  de  déterminer  les  foyers  d'une  courbe  plane  quelconque  par  les 
méthodes  de  la  Géométrie  synthétique.  La  méthode  employée  consiste  dans 
l'emploi  de  courbes  focales  dont  les  points  communs  seront  les  foyers  cher- 
chés. Pour  définir  une  de  ces  courbes  focales,  on  prend  une  courbe  circu- 
laire Ko  et  une  famille  de  courbes  K  contenant  une  courbe  circulaire.  I^a 
courbe  focale  correspondante  4>  sera  le  lieu  des  points  d'intersection  des  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  donnée  par  les  points  communs  à  K„  et  à  l'une 
quelconque  des  courbes  K. 

Une  première  solution  simple  s'obtient  en  prenant  pour  K^,  la  droite  de  l'in- 
fini et,  pour  la  famille  K,  un  faisceau  de  coniques  contenant  un  cercle.  L'au- 
teur détermine  dans  ce  cas  l'ordre  de  <I>,  en  en  généralisant  même  un  peu  la 
définition;  il  y  a  divers  cas  particuliers  à  examiner.  En  général  4»  est  d'ordre 
m(m  —  i),  m  étant  la  classe  de  la  courbe  donnée;  ei,  pour  m  >  2,  il  faudra 
trois  courbes  »1>  particulières  pour  définir  les  foyers.  L'auteur  applique  la  mé- 
thode au  cas  m  =  2. 

L'auteur  fait  ensuite  l'élude,  au  point  de  vue  de  l'ordre  et  des  points  singu- 
liers, de  Vorlhogonale  de  la  courbe  proposée,  c'est-à-dire  du  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  qui  lui  sont  circonscrits.  Il  détermine  aussi  les  dircc- 
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trices,  comme  tangentes  communes  à  des  courbes  directrices  :  celles-ci  sont 
les  enveloppes  des  droites  joignant  les  points  de  contact  des  tangentes  dont 
les  points  d'intersection  définissaient  les  courbes  focales. 

Une  seconde  espèce  de  courbes  focales  s'obtient  en  prenant  pour  K„  un  cercle 
particulier  et,  pour  la  famille  K,  un  faisceau  de  droites  parallèles.  On  obtient 
ainsi  des  courbes*  qui  sont,  en  général,  du  quatrième  ordre. 

L'auleur  termine  en  déduisant  de  cette  théorie  la  construction  métrique  élé- 
mentaire des  foj'ers  des  coniques  à  centre. 

Ilorn  (^. ),  à  Clatislhal.  —  Etude  des  niouvenienls  dans  le  voisi- 
nage d'une  position  d'équilibre  stable.  (194-2.32). 

La  position  du  système  est  supposée  dépendre  de  a  paramètres  indépendants 
Xp  ...,  ar„,  et  les  forces  données  par  une  fonction  des  forces  U,  qui  a  un  mi- 
nimum pour  .r,  =  x^^=. .  .=  x^=  0.  Par  une  transformation  linéaire  des  coordon- 
nées, on  peut  faire  en  sorte  que  le  développement  de  U  en  série  prenne  la 
forme  U  =  —  \{\\x]  -^  . .  .-i-  ')\1x\)  -I-. ..,  où  les  >k;  sont  des  constantes  posi- 
tives, et  que  l'expression  de  la  force  vive  se  réduise,  pour  a;,  =  . . .  =  a;„  =  0, 
à  T„  =  \{^'n-r- . . .  -f-  x',^-).  Les  équations  de  Lagrange  s'écrivent  alors 

K  ^K^a.=  ^A^[,---,K\x^,  ...,:r„)  4-  G„(.r„  ,..,.r„)     (a  =  i,  2,  . . .,  «  ), 

où  F„  est  une  forme  quadratique  en  x[ ,  . . .,  x'^,  el  où  G^  est  une  série  entière 
commençant  par  des  termes  du  second  degré. 

L'auteur  démontre  (deuxième  partie  du  Mémoire)  que,  si  l'on  suppose  qu'il 
n'existe  aucune  relation  à  coefficients  entiers  g^,  ...,  ^„  de  la  forme 

ces  équations  sont  vérifiées  formellement  par  des  séries  de  la  forme 

x^  —  x^J^  -t-  x'i]l  -h  . .  .-h  xj'''  -i-  . . .         (  a  =  1 ,  2,  . . . ,  /i  ), 

de  la  manière  suivante  :  x'JI"^  est  une  fonction  entière  homogène  de  degré  p 
de  n  constantes  d'intégration  A^,,  ...,  Â'„,  et  une  fonction  périodique  de  «  argu- 
ments lt^,  ...,  j/,_  (de  période  2-r:  par  rapport  à  chacun  d'eux);  et  l'on  a 

"«  ==  [\-t-  Pa  '  +  Pa '+•••]«+  '«         (  a  =  1 ,  2,  . . . ,  «  ), 

où  p^-',  p[^*\  ...  sont  des  fonctions  homogènes  de  degrés  2,  4,  •••  des  constantes 
^'i>  •••»  ^'n>  tandis  que  /,,  ...,  ^„  sont  d'autres  constantes  d'intégration.  En 
particulier 

^a^  =  ^'aCOSM„  (  a  =  I  ,  2,   .  .  .  ,  «  ) . 

La  première  partie  du  Mémoire,  qui  en  forme  la  partie  essentielle,  est  con- 
sacrée à  l'étude  approfondie  d'un  cas  parliculier,  considéré  par  Liouville  et 
par  Stiickcl,  et  qui  se  ramène  aux  quadratures.  C'est  celui  où  l'on  a 

a  =  1  a  - 

Bull,  des  Sciences  matUëni.,  i'  série,  t.  XXVIIL  (Août  1904.)         R.»i 
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<!'  élant  le  délcrininanl  de  n-  séries  :   '-PusC^a)  '^^  *o  '^^  mineurs  définis  par 

n 

*^  —  y^  'fai'ï'ryj  où,  déplus,  '^^  est  une  série  entière  dont  l'ensemble  des  termes 

a—l 
de  degré  moindre  est  — ;').,;:r,^.  La  théorie  des  fonctions  semi-périodiques 
(bedingt  periodische  Functionen)  de  Slaude  et  Stiickel  fournit  l'expression 
de  x^,  ...,  x^  sous  forme  de  séries  convergentes,  qui  sont  de  la  forme  obtenue 
dans  le  cas  général  par  un  calcul  purement  formel,  mais  avec  une  simplification 
essentielle,  qui  consiste  dans  l'absence  de  diviseurs  infiniment  petits  dans  les 
coefficients  de  ces  séries.  Un  choix  particulier  des  constantes  d'intégration 
fournit  des  mouvements  périodiques  se  produisant  dans  le  voisinage  de  la  posi- 
tion d'équilibre  stable.  L'auteur  traite  comme  exemple  le  mouvement  d'un  point 
pesant  sur  le  paraboloïde  elliptique  à  axe  vertical  dirigé  vers  le  haut,  dans  le 
voisinage  du  sommet. 

Fischer  [Vie toi-),  à  Suilfgart.   —  lleprésentalion  vectorielle  des 
équations  du  mouvement  des  corps  élastiques.  (aSS-sSg). 

L'introduction  des  notations  de  la  théorie  des  quaternions  permet  de  mettre 
les  équations  du  mouvement  des  corps  élastiques  sous  une  forme  extrêmement 
simple  et  expressive.  Soit  n  le  vecteur  accélération,  p  le  vecteur  qui  représente 
la  force  extérieure  pour  l'unité  de  masse;  on  a  l'équation  unique 

ô\)^        àv,        dp. 
<)x        ôy 

On  a  aussi  des  formules  simples  pour  la  composante  normale  et  tangenticlle 
de  la  pression  relative  à  un  élément  de  surface  quelconque.  Les  formules 
peuvent  se  condenser  davantage  encore  par  l'emploi  des  dyadics  introduits 
par  Gibbs.  On  posera 

et  l'on  aura  l'équation  du  mouvement 

ij.  u  =  ij.  p  -i-  V  ■  *î'  • 
La  pression  dans  la  direction  n  sera  donnée  par  la  formule 

}),_  =  <I>.n. 

Voronoï  [Georges),  à  Varsovie.  —  Sur  un  problème  du  calcul 
des  fonctions  asymploliques.  (241-282). 

Le  but  de  ce  .Mémoire  est  de  démontrer  un  théorème  nouveau  concernant  la 

,,<r 

fonction  V{x)=   7    E-,  où   Ex  désigne,  suivant    l'usage,   le    nombre  entier 

satisfaisant  aux  conditions  x  —  i  <i¥.X  —  X.  Ce  théorème  est  le  suivant  : 
La  fonction  ,r(  loga: -)- ^  C  —  i),  oii  C  est  la  constante  d'Eidcr.  représente 
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F{x)  oi'ec  une  erreur  dont  /'ordre  ne  surpasse  pas  celui  de  la  fonction 
y X  logjT. 

La  dcmonstralion  est  fondée  sur  l'emploi  d'une  transformation  de  la  somme 
V{x').   qui    peut  s'appliquer    plus   généralement   à    toute    somme    y   f{m.  n) 

étendue  aux  valeurs  entières  de  m  et  n,  positives  et  telles  que  «in  £  a:,  où  a;  ^  i, 
et  qui  permettrait  d'en  rechercher  la  valeur  as3'mptotique.  Le  principe  géomé- 
trique de  cette  transfoi-mation  est  le  suivant  :  Soit  (S)  l'ensemble  de  ces 
systèmes  de  valeurs  (»?,  n).  La  transformation  consiste  à  le  décomposer  par  le 
moyen  de  l'hyperbole  équilatère  mn  =  x.  On  choisit  à  cet  effet  des  points  sur 
cette  hyperbole,  limitée  à  la  branche  située  dans  l'angle  yOx;  on  mène  en  ces 
points  les  tangentes  à  la  courbe  et  on  les  limite  à  leurs  intersections  succes- 
sives. La  région  située  entre  yOx  et  la  branche  d'hyperbole  se  trouve  décom- 
posée en  plusieurs  :  la  région  comprise  entre  yOx  et  les  tangentes  (parmi  les- 
quelles on  fait  figurer  les  asymptotes  elles-mêmes),  et  les  triangles  curvilignes 
limités  par  les  portions  de  tangentes  et  la  courbe.  La  somme  (S)  se  décompose, 
par  suite,  en  autant  de  parties;  les  points  (»;,  «),  pour  chacune  de  ces  parties, 
faisant  partie  de  Tune  des  régions  partielles  obtenues.  Quant  au  choix  des 
points  sur  l'hyperbole,  il  est  lié  à  la  construction  de  certaines  suites  de  frac- 
tions (suites  de  Farey). 

Cette  transformation  est,  du  reste,  une  modification  d'une  transformation 
employée  par  Dirichlet  dans  un  but  analogue,  et  qui  est  susceptible  d'une 
représentation  géométrique  toute  semblable. 

La  fonction  P{x)  étant  ainsi  décomposée,  l'auteur  réussit  à  en  exprimer  les 
diverses  parties  par  l'emploi  de  la  méthode  de  Dirichlet,  combiné  avec  celui  de 
la  formule  sommatoire  d'Euler  généralisée  par  Sonine,  de  manière  à  arriver, 
en  définitive,  à  la  formule  suivante,  d'oii  résulte  le  théorème  annoncé  : 

VI.  x)  =  Xi\0'AX  -\--?.C—  l)  ^   y  -^^i  TT^l/'x  \OS.X  -r-   —  J  X  -4- 
'  ^       '  '4  \  36  "^  12* 

(16|<0. 

Tichomandritsky  (M.)^  à  Khaikow.  —  Sur  le  passage  des  inté- 
grales abcliennes  aux  fonctions  thêta.  (283-3?,5). 

Le  but  de  l'auteur  est  d'arriver  aux  fonctions  thêta  et  de  découvrir  toutes 
leurs  propriétés  par  une  voie  entièrement  analytique.  Le  principe  de  son  ana- 
lyse consiste,    suivant    une    idée    de   ^^  eierstrass,    à   partir   des    intégrales    de 

deuxième  espèce.  Soient  T    et  TT     les  intégrales  de  première  et  de  deuxième 

■'■o  -'o 

espèce  ( /»  =  i,  i,  . . . />);  on  considérera  les  fonctions  .l(",,)i.  des  variables 
u,,{h  =  i.  2,  . ..,  p):  définies  par  les  équations 

tir""-    ill=''("")^    ^'  =  '-' '^- 

i  =  \  a,  ;■  — 1    .»■(, 
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Une  de  leurs  propriétés,  due  à  Weierstrass  et  IVother,  est  que  l'expression 

/' 


'"^I")."^ 


du^ 


est  une  difiérenlielle  totale  exacte,  les  points  a,,  étant  les  pôles  des  IIj.  En 
l'intégrant  suivant  une  courbe  de  l'espace  à  p  dimensions,  on  obtient  donc  une 
fonction  <ï>  qui  dépend  des  coordonnées  i<,,  et  M/°'  des  extrémités  de  cette  courbe 
et  des  constantes  C^.  La  nature  logarithmique  de  ses  infinis  conduit  à  intro- 
duire la  fonction 

qui  est  uniforme  et  purlout  finie.  L'auteur  établit  la  propriété  fonctionnelle  de 
cette  fonction  0,  relativement  aux  périodes,  et  montre  comment  on  peut  l'expri- 
mer au  moyen  d'une /o/îc^iOrt  Ci  fondamentale,  obtenue  en  particularisant  les 
constantes  «{,"' et  C,,. 

La  démonstration  de  la  propriété  fonctionnelle  de  0  est  liée  à  la  sniuiion 
du  problème  auxiliaire  suivant  : 

Déterminer,  pour  l'une  quelconque  des  fonctions  i,  des  constantes  u,^  et  C, 
telles  que  l'on  ait  l'identité 

J  (  —  M,,  4-  M,.)  -1-  J  (  £<,,  -+-  w,,  )  -  C. 

La  solution  de  ce  problème  est  donnée  au  moyen  d'une  formule  d'Ermakow  ; 
elle  dépend  de  la  considération  de  la  courbe  adjointe  de  contact  de  deuxième 
espèce,  définie  au  moyen  de  la  tangente  à  la  courbe  fondamentale  au  point  qui 
est  le  pôle  de  l'intégrale  de  deuxième  espèce  servant  à  définir  J.  Il  y  a,  en  gé- 
néral, deux  cas  à  distinguer.  La  nature  des  sommes  d'intégrales  de  deuxième 
espèce  qui  servent  à  exprimer  C  conduit  à  introduire  la  fonction  Z  de  Weber 
{Sur  la  théorie  de  l'inversion  des  intégrales  abéliennes,  même  Journal, 
t.  70),  dont  l'auteur  donne,  à  cette  occasion,  les  propriétés  fondamentales. 

Les  formules  obtenues  pour  la  solution  du  problème  auxiliaire  fournissent 
en  réalité  i-P  fonctions  0  fondamentales,  dérivant  les  unes  des  autres  par 
addition  de  demi-périodes;  l'auteur  prouve  que  chacune  d'elles  est  paire  ou 
impaire  et  introduit  les  caractéristiques  qui  les  définissent.  Pour  la,  plus 
simple  d'entre  elles  sa  propriété  de  périodicité  permet  de  la  développer  en 
série  de  Fourier,  et  Ton  obtient  ainsi  la  série  Sr  de  Jacobi,  c'est-à-dire  l'expres- 
sion analytique  des  fonctions  6  les  plus  générales. 

E.  V. 
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THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS  (i). 
Tome  XXX;  1 900-1 901. 

Forsyth  (A.-B.).  —  Note  sur  la  transformation  biralionnelle  de 
Halphen.  (1-7)- 

Il  s'agit  de  la  transformation  indiquée  par  Halphen  {Journal  de  Lioiaille, 
3»  série,  t.  Il,  1876,  p.  87)  qui  permet  de  décomposer  les  singularités  d'une 
courbe  en  singularités  plus  simples;  elle  revient  à  faire  correspondre  au 
point  x,}'^  z  de  la  courbe  cp  (:c,  y,  j)  =:  o  le  point 

5  =  r  ?^  —  -  ?y> 

t  —  xo   —  r  ©' . 

M.  rorsylb  mnnlre,  successivement  pour  le  cas  d'une  conique  et  le  cas  d'une 
courbe  de  degré  n,  comment  x,  j',  z  peuvent  être  exprimés  rationnellement 
au  moyen  de  ?,  t^,  Ç. 

Prasad  (G.).   —    Sur    le    potentiel   d'un   ellipsoïde   de   densité 
variable.  (8-i3). 

La  densité  au  point  x,  y,  z  de  l'ellipsoïde  est  supposée  développable  en  série 
entière  en  x,  y^  z;  l'auteur  calcule  alors  les  termes  de  la  série  qui  en  résulte 
pour  le  potentiel. 

Michel  (J.-H.).  —  Détermination  de  la  tension  dans  une  sphère 
élastique  isotrope,  au  moyen  d'équations  intrinsèques.  (i6-a5). 

La  métiiodc  développée  par  l'auteur  s'applique  aux  problèmes  qui  concernent 
l'équilibre  ou  l'oscillation  d'une  spiicre  élastique  isotrope. 

Glaisher  (J.-JV.-L.).  —  Sur  le  résidu  stiivant  le  module  p  de 

I  I  T 

I 


(26-34). 

L'expression  précédente,  où  l'on  suppose  que/j  est  un  nombre  premier  impair, 
est  congrue  à  0  (mod/j),  à  moins  que  2/1  ne  soit  un  multiple  de-p  —  i,  auquel 

cas  elle  est  congrue  à 


(';  Voir  Bulletin,  t.  WV,,  1901,  p.  5. 
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Bronuvick   i^T.-J.).  —  Conditions  pour  qu'une  forme  quadra- 
tique ait  un  signe  donné.  (.>i-4o). 

11  s'agit  du  cas  déjà  examiné  par  M.  Nanson  {Messenger,  t.  XXV  et  XXVII) 
où  les  variables  sont  liées  par  des  relations  linéaires.  La  solution  donnée  par 
M.  Bromwich  résulte  des  identités  signalées  par  M.  Darboux  {Journal  de 
Liouville,  i"  série,  t.  XIX,  i87'f). 

B?'onnrich  (T.-J.).  —  Correction  d'une  erreur  dans  un  précédent 
Mémoire.  (34). 

Renvoi  à  la  page  184  du  Tome  XIX  du  Messenger. 

Micliell  [J.-A.).   —   La  stabilité   uniplanaire  d'un   corps  solide. 
(33-4o). 

Il  s'agit  d'une  plaque  mince  assujettie  à  rester  dans  un  plan;  l'auteur  exa- 
mine successivement  le  cas  où  il  y  a  un  ou  deux  degrés  de  liberté. 

Bronnvicli  (T.-J.).  —  Le  déplacement  d'une  droite  donnée  dans 
un  mouvement  hélicoïdal.  (42-01). 

Les  six  coordonnées  pluckérienncs  de  la  droite  mobile  sont  exprimées  en 
fonction  de  l'angle  de  rotation,  l'axe  de  riiélicc  étant  lui-même  donné  au 
moyen  de  ses  six  coordonnées.  Ces  formules  sont  rattachées  à  un  passage  de 
la  Géométrie  der  Beruhrungstransformationen  de  S.  Lie  (Chap.  VI,  n°  3) 
sur  le  déplacement  infinitésimal  d'un  corps  solide. 

Radford  [E.-JIJ.).   —  Quelques  méthodes  élémentaires  de  Géo- 
métrie analytique.  (02-60). 

Errata  pour  le  Mémoire  du  colonel  Gunningham  sur  les  Period- 
lenglhs  of  circulâtes.  (60). 

Renvoi  au  Tome  XXIX,  p.  145-179. 

Nanson  (J.).  —  Théorème  relatif  à  une  expression  quadratique. 

(()i-(i5). 

Généralisation  d'une  identité  donnée  par  M.  Bromwich  dans  le  Tome  XXIX 
du  Messenger,  p.  184. 

Biddie  (D.).    —   Nouvelle   méthode    pour    la   factorisation    d'irn 
nombre  composé  dont  ou  sait  (pi'il  est  de  la  forme 

{'l^p  +  i)(2A<7  -H  i) 
quand  A  est  un  nombre  premier  plus  grand  que  3.  (()(>--o). 
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Glaisher  {J.-JV.-L.}.    -  Résidus  du  produit  de  p  nombres  en 
progression  arithmétique  suivant  les  modules  p'^  el  p\  (71-92). 

Voici  deux  des  résultats  donnés  par  l'auteur  :  l'un  esl  tiré  de  la  première 
Partie  de  son  Mémoire,  l'autre  de  la  deuxième,  p  désigne  un  nombre  premier 
impair,  /  et  /•  deux  nombres  premiers  à  />,  k  et  t  le  quotient  et  le  reste  de  la 
division  de  /  par  p. 

_   /(/•  +  /)(  3 /•  +  /)...r(/J-i);-  +  /1 
"^ ^ ^=-{/c-hh)        (modp), 

en  désignant  par  h  la  plus  petite  racine  positive  de  la  congruence 

pxi^t        (mod/-); 
L  =  (!x,.,-i-A-  +  i)  X  (/^-i)!  X  (i  -^W,p)        (mod/)-), 

en  supposant 

TT    _        !-^i  ,  '?-l  ,  !^/'-/  +  l 

"i  —  :; H  ~^^—  + . . .  H 


t  —  1 


Quant  auv  nombres  ;j.,,  ;x.,  ...,  |x,_,  ce  sont  des  entiers  tels  que  les  nombres 

lJ-,/)-)-i,     \i:,p  +  -î,     ...,     rx^^^^p  +  p  —i 
coïncident  dans  leur  ensemble  avec  les  nombres 

'•,     il-,     ...,     {p  —  i)r. 

Wliitakcr  (E.-T.).  —  Sur  la  réduction  de  l'ordre  des  équations 
difïérentielles  d'un  problème  dynamique  au  moyen  de  Tinlé- 
grale  des  forces  vives.  (93-(j(S). 

Les  équations  du  problème  dépendant  de  n  variables  9,,  q..,  ...,  ^,_  sont 
supposées  mises  sous  la  forme  de  Lagrange  ou  sous  celle  de  Hamilton;  le 
temps  n'y  entre  pas  explicitement;  alors,  en  éliminant  le  temps  et  en  se  ser- 
vant de  l'intégrale  des  forces  vives,  on  peut  abaisser  de  deux  unités  l'ordre  du 
système;  l'auteur  montre  comment  cet  abaissement  peut  être  réalisé  en  conser- 
vant au  système  réduit  la  forme  de  Lagrange  ou  de  Hamilton. 

Biddle  {D.}.    —   Extension  de  la  méthode   de  factorisation   des 
nombres  composés.  (98-100). 

hurnside  (/(.).  —  Sur  la  Iriscclion  c^yclolomique.  (101-102). 
L  auteur  montre  comment  on  peut  simplifier  la  résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré  qui  donne  les  valeurs  des  périodes  de  — ,—  termes  (en  sup- 
posant le  nombre  premier  p  congru  à  i  mod 3)  d'une  racine  /)'*°"  primitive  de 
l'unité,  lorsque  p  est  grand. 
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Lodge  {A.).   —  Une  valeur  approchée  de   i  +  -  +  r,  -h----^-  -• 
(loS-io^). 

En  désignant  par  C  la  constante  d'Euler  la  somme  précédente  est  égale  à 

C+   -  log/-(;-  +  l)  +     > ; T—-r^ 

n  =  1 

et  la  série  qui  figure  dans  cette  expression  peut  être  représentée  approxima- 
tivement par 


6/-(/'  H-  l)  -H  2 


Nanson  {E.-J.).  —  Un  théorème  sur  les  polygones  circonscrits  à 
une  conique.  (108-110). 

Si    deux    polygones    de    n    côtés    sont    circonscrits    à    une   conique,    leurs 

«(/i  —  i)  sommets  sont  sur  une  courbe  de  degré  n  —  i;  si  trois  polygones  de 

n  côtés  sont  circonscrits  à  une  conique,  les  trois  courbes  de  degré  n  — i  ainsi 

(n  —  I )  (  «  —  2  ) 

obtenues  ont  en  commun  points. 

2 

Hicks   (W.-M.).   —  Développement   de   P„(cos20)    suivant  les 
quantités  P«(cosO).  (111-112). 

En  posant 

I  .  3 . . .  (  2  /7l  —  I  ) 

A  (m)  =  > 

I . j ...  ni 

on  a 

P,.(cos26)  =  (-0"y(-0>':^''        ''''^'        -^^"r^^^î^^P.,(cosQ). 

Brill  (/.).  —  Note  sur  la  généralisation  d'une  solution  particu- 
lière d'un  système  d'équations  pfaffiennes.  (i  10-127). 

Extension  d'une  méthode  donnée  par  Clebsch  pour  le  cas  d'une  seule  équa- 
tion. 
Il  s'agit,  étant  donné  un  système  d'équations  aux  différentielles  totales 

X,- ,  dx^  -i-  X,  2  rf^o  4- . . .  +  X .  ,„  dx„^  =  o 
{i  —  ï,  2 ,  . . . ,  n). 

et  supposant  connues  les  fonctions  a,,  a^,  ...,  a,,  qui  constituent  un  système 
intégral  particulier  de  ces  équations,  d'en  déduire  un  autre  système  intégral  t?,, 
tpj,  . . .,  9,.  M.  Brill  commence  d'ailleurs  par  traiter  le  cas  d'une  seule  équation 
et  termine  par  des  observations  générales  sur  la  façon  dont  on  doit  considérer 
une  équation  aux  dillercntielles  totales,  soit  en  elle-même,  soit  comme  faisant 
partie  d'un  système. 
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Bfonuvich  [T.-J.).  —  Noies  de  Dynamique.  (i2--i35V 

Théorème  de  Thomson.  Tliéorème  de  Bertrand.  Théorème  de  Gauss  sur  la 
moindre  contrainte.  Extension  du  théorème  de  Coriolis  sur  lu  force  vive  rela- 
tive. Sur  la  théorie  d'une  tige  vibrante. 

Radford  (^E.-M.).  —  Qael(|ues  niétliodes  élémentaires  de  Géo- 
métrie analytique.  (i3j-i47). 

Burnside  (/[.).    —  iNoti-  sur   le   groupe  SYniélri(|ne.    (i4<^-i53). 

I^"nntonr  montre,  par  la  considération  des  invariants  projectifs  d'un  système 
de  //  points  en  ligne  droite,  qne  la  représentation  du  groupe  symétrique  comme 
un  groupe  de  subslii  utions  bii'ationnelles  est  toujours  possible  avec  n  —  3  sym- 
boles. Il  signale  un  iMémoirc  de  M.  E.-H.  Moore  sur  le  même  sujet  dans 
['American  Journal  (t.  X\II,  1900),  Mémoire  qu'il  n'a  connu  que  par  un 
Compte  rendu  sommaire. 

Glaisher  (J.-JV.).  —  JNole  sur  les  résidus  des  rapports  de  cer- 
taines sommes  des  inverses  des  puissances  de  nombres  en  pro- 
gression arithmétique.  (154-162). 

Les  sommes  considérées  sont  de  la  forme 


s-'        (/--t-*/-        {2  1- -h  s)-'  {/j—s)-' 

p  est  un  nombre  premier  >  .3  ;  21  est  un  nombre  pair  positif  non  divisible 
par  p  —  \\  p  —  s'  est  le  terme  de  la  suile  s,  /•  -+-  s,  ir  -\~  s,  ...  qui  est  immé- 
diatement inférieur  à/?;  ([uant  à  s,  c'est  un  des  nombres  i,  2,  ...,  /■. 

Les  i)r.->|)ositions  établies  par  M.  Glaisiier  concernent  les  résidus  (mod/^)  du 
rapport  de  deux  pareilles  sommes  relatives  à  des  valeurs  différentes  de  s,  qui 
doivent  être  d'ailleurs  choisies  suivant  la  forme  Aç,  p.  Par  exemple  en  suppo- 
sant /^  =  4/'  4-  I,  on  a       » 

=  S  (  mod/;  ), 

(  mod/>), 

^H—  S         (  mod/;  ), 

,  ,  . .  .  .  .  =  S  (  mod/j  ); 

l^'        8='  (/>—')■' 

S  étant  le  même  nombre  dans  les  quatre  congrucnccs,  en  sorte  que,  si  Ton 
désigne  par  «/,.  «,,  u^.  u^  les  premiers  membres,  on  peut  écrire 

M,  :  M.  :  «3  :  «i s  I,  —  I,  —I,  I       (  mod/>). 

Ces  résultats  sont  rapprochés  de  ceux  que  l'auteur  a  établis  «lans  un  Mémoire 
Bull,  des  Sciences  malhéni.,  2'  série,  t.  XWIIL  (Septembre  190 )■)     l^-"  ! 


I 

■4r*- 

ip- 

1 

.3)-' 

ip- 

I 

.,  y.. 
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(lu  Quarterly  Journal  (t.  XXXII)  cl  se  relient  d'ailleurs   aux  propriétés  des 
iiomljrcs  de  Bernoulii. 

Jolliffe  [A.-E.).  —  Une  certaine  identité  relative  à  l'équation 
déternninante  de  Lagrange  et  son  application  à  la  réalité  des 
racines  de  cette  équation.  (iCjS-i^i). 

Extensions  de  propriétés  connues  du  discriminant  de  la  forme  quadratique 
\'s  -\-  f  au  cas  où  la  forme  9  à  n  variables,  tout  en  restant  positive  ou  nulle 
quelles  que  soient  les  variables,  peut  être  d'un  rang  inférieur  à  n. 

Burnside   (  W .).   —   Sur  la   transformation   projective   générale. 

(17,-173). 

Expression  explicite  de  la  transformation  projective  qui,  dans  l'espace  à 
n — I  dimensions,  change  « -t- i  points,  non  situés  dans  un  espace  à  /?  —  2  di- 
mensions, en  n  +1  points  donnés,  soumis  à  la  même  condition. 

Kolossoff'  (G.).  —  Sur  un  cas  de  mouvcinenl  d'un  corps  solide. 

Cas  où  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  et  des  réactions  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  sur  un  des  plans 
cycliques  de  l'ellipsoïde  d'inertie  serait  constamment  nulle. 

Burnside  (  \V.).  —  Deux  Notes  sur  les  invariants  projectifs  d'un 
système  de  points.  (177-180). 

Une  transformation  projective  étant  déterminée"  dans  l'espace  à  «  — i  dimen- 
sions quand  on  se  donne  n  +1  points  et  leurs  correspondants,  un  syslcmc  de 
n -t- 2  points  doit  avoir  n — i  invariants  indépendants.  La  détermination  de 
ces  invarianls  conduit  par  une  voie  naturelle  à  la  détermination  des  invariants 
différentiels  projectifs  d'un  système  de  fonctions  d'une  variable. 

Hardy  [G. -II.).  —  Sur  quelques  points  do  Calcul  intégral.  (i85- 
190). 

On  a 

/     o{x)dx    I     /{x)  c/x  -h    I     /{x)dx    I      ■ç{x)dx 

'J  II  "-   <t  'a  •-  a 

=    I     /{•'":)  (i-^    f     '^{x)  dx, 
•  tt  'Il 

en   supposant  ((ue    les   fonctions  /{x),  ■o(x)  soient   finies  et  intégrablcs  dans 
l'intervalle  («,  A  ). 

Deux  autres  théorèmes  se  rapportent  à  rexislence  d'intégrales  dont  une  limite 
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est   infinie   et    se    tirent    des    propositions    bien    connues    sur    la    convergence 
d'une  série  de  la  forme    >    <"'„*„  <]"'  se  dcduiscnt  dun  Icmnic  d'Alx-l. 

Biddlc  (D.).  —  Un  moyen  de  déterminer  si  la  demi-diiîerence  (h) 
de  deux  (acteurs  de  N  est  un  multiple  (r)  de  4^",  ou  (9)  de  A-, 

quand  N  =  2  A;»  -f-  i  =:  (2  A/?  +  i)(2  A^  -|-  i).  (190-192). 

J.  T. 


SITZUNGSBERIGHTE   der  matiiematiscii-physikalischex  Classe  deu  komg- 

LICH-BAVERISCIIEN    AkADEMIE    DER    WiSSENSCIIAFTEX    ZU    Ml.XCUEN. 

Tome  XXIX. 
Communications  faites  à  l'Académie  en  1899. 

Seeliger  {II.).  —  Sur  la  façon  dont  sont  réparties  les  erreurs 
après  un  calcul  de  compensniion.  (3-2  i). 

Nouvel   exposé  de  recherches  ayant  le  même  objet,  publiées  autrefois  par 
M.  Seeliger  dans  les  Astrononiisclie  Aachrichten,  n"'  2284  et  2323. 

Pi'ingslieim  (A.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  intégrales 
douilles.  A  propos  du  théorème  de  Green  et  du  théorème  de 
Caiiclij.  (  39-O2  et  2()8-2-i). 

I.  ICiivisageons  une  intégrale  double 

>i  X,  V  ) 


ff 


f{x,y)dz. 


étendue  à  tous  les  éléments  rfidu  rectangle  {x^'^x-g  X;  y^'^y^  Yj;  supposons 
(pic  dans  tout  ce  rectangle  la  valeur  absolue  Ae  f{x,  y)  reste  plus  petite 
qu'un  nombre  fini  assignable;  .M.  l'ringsheim  démontre  que  rexistcnce  «le 
l'intégrale  double  I  entraine  celle  de  l'intégrale  simple 

pour  aa  ensemble  de  points/  partout  denxe  dans  l'intervalle /„l7  1  V  ainsi 
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que  ('(lie  (k-  l'intégrale  simple 


y=    /    f{x,y)cly. 


pour  un  ensemble  de  poinls  x  partout  dense  dans  rintervalle  x„'^x  i.\. 

Les  points  y  de  l'intervalle  y^'^y  %^  pour  lesquels  I^.  n'existe  pas,  et  les 
points  .r  de  l'intervalle  x^'lxLX  pour  lesquels  I  n'existe  pas,  peuvent,  eux 
aussi,  constituer  des  ensembles  partout  denses;  mais  ceux  des  points  y  de 
l'intervalle  _T„£_r  1  Y  pour  lesquels  la  diirérence 

/     f[x,y)dx—    /    f{x,y)dx, 

cnlre  l'intégrale  par  excès    /    et  l'intégrale  par  défaut    /   de  la  fonction/(j:.  i), 

prises  dans  l'intervalle  j^^^o^SX,  est  plus  grande  qu'un  nombre  positif  quel- 
conque £  donné  à  l'avance  aussi  petit  que  l'on  veut,  ne  peuvent  former  qu'un 
ensemble  sans  étendue;  et  de  même  ceux  des  points  x  de  1  intervalle  x„'i  x  ;^  X 
pour  lesquels  on  a 


f  f{x,y)dy-    f  /^x,y)dj 


ne  peuvent  former  qu'un  ensemble  sans  étendue.  M.  Pringsheim  fait  suivre  la 
démonstration  de  ce  théorème  de  plusieurs  exemples  destinés  à  mettre  en  évi- 
dence les  divers  cas  qui,  d'après  ce  théorème,  peuvent  se  présenter  pour  un 
choix  convenable  de  la  fonction /(x,  y).  Le  lecteur  comparera  la  démonstra- 
tion de  l\r.  Pringsheim  à  celle  que  M.  C.  Arzelà  avait  déjà  donnée  du  mémo 
théorème  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Bologne  \^owv  i8(j2  (p.  i33-i^7). 
Supposons  maintenant  que  dans  un  rectangle  donné 

{a<^x<\,  b'^y'LM) 

une  luiiclion  f{x,  y)  reste  positive  et  plus  lulile  qu'un  nombre  fini  assi- 
gnable; supposons  en  outre  que  x^,  \,  y^,  Y  désignant  des  nombres  quel- 
conques vérifiant  les  inégalités  «iX„<X£A:  6  ;!_)'„<  Y  ^B,  on  soit  assuré 

de   l'exislcnce   de    l'intégrale     /     f{x,  y)  dx   pour  chaque  y  de   l'intervalle 

b^yh-W  et  de  celle  de  1  intégrale  /  f{^,  y)  dy  pour  chaque  x  de  1  inlcr- 
vailc  fil  a;  C'A;  sujjposons  enfin  que,  en  chaque  point  X,  Y  envisagé,  ou  ait 

/     dy    r  /{x,y)dx=    f   dx    f   fix.y)dy 

(ce  qui  iin|ili(|nc  l'existence  de  chacun  des  deux  membres  de  cette  égalité;: 
M.  Pi  iiigslieim  iléniontre  que  ces  hypothèses  ne  sont  pas  su/disantes  pour  iiiie 


lU'VUIi    DliS    l'UBLICATIOiNS. 
l'on  soiL  en  droit  de  conclure  qu'il  existe  une  intégrale  double 

M  X,  Y  ) 


//. 


(•»•»,  J-o) 

«■■tendue  au  rectangle  (cc^^x  "^X;  yo  =  y  ^^  )■  La  démonstration  de  M.  Prings- 
heim  repose  sur  la  construction  d'un  ensemble  de  points  d'une  nature  parti- 
culière fort  curieuse. 

II.  On  sait  qu'il  existe  des  fondions  /{x)  continues  dans  un  inter- 
valle .r„îa;lX,  admettant  dans  tout  cet  intervalle  une  dérivée  /"(jt)  uni- 
voque,  l'estant  dans  tout  l'intervalle  Xj^x^X  inférieure  en  valeur  absolue 
à    un    nombre    fini   assignable,   et    qui   cependant  n'est  pas  intégrable,  en  sorte 

cjuc  I  intégrale     /      /  (J?)  dx  n'existe  pas  pour  X|,;_X.   Pour  de  telles   fonc- 

"-    'o 
lions  f{x),  l'égalité 


f 


\ 

f'ix)dx=f{X)~f{x„) 


peut  être  remplacée  par  l'inégalité 

f  /■{x)dx<f{X)-/ixJ<   f  f'{x)dx. 
On  peut  utiliser  cette  inégalité  pour  démontrer  que  la  relation  fondamentale 

f  r^'^''^^[^;-^'^dxdy=  f'\q(X,y)-q{^o,y)]<r 

a  lieu  sous  les  conditions  que  voici  :  q{x,  y)  est  une  fonction  des  ileux 
variables  x.  i',  univoque,  finie  et  continue  dans  le  rectangle 

()Ç)  { X    y  \ 
"  est   définie  univoquement  en  chacun  des  points  de  l'intérieur  de  ce 

rectangle  et  sa  valeur  absolue  reste  dans  tout  le  rectangle  inférieure  à  un 
nombre  fini  assignable;  l'intégrale  double  qui  figure  dans  le  premier  membre 
de  la  relation  fondamentale  existe. 

De  cette  relation  fondamentale  on  déduit  le  théorème  de  Green  (]ue  l'on  peut 
d'ailleurs  énoncer  sous  une  forme  un  peu  plus  générale  qu'on  ne  l'a  fait  jus- 
qu'ici : 

Si  P(j?,  }-),  q{x,  y)  désigneiU  deux  fonctions  univoques  et  continues  à 
l'intérieur  et  sur  le  contour  d'une  aire  connexe  (.\)  limitée  par  un  contour  (C) 
formé  d'une  ou  de  plusieurs  courbes  monotones  par  section  par  rapport  à 
chacun  des  deux  axes  coordonnes  (ce  qui  ne  les  empêche  pas  d'avoir  éven- 
tuellement un  nombre  infini  de  maximes  et  de  minimes  pour  d'autres  direc- 
tions que  celles  des  axes  coordonnés,  voire  même  un  nombre  infini  de  maximes 

't  de  minimes  formant  un  ensemble  dense);  si,  en  outre,  les  dérivées  -— >  -7^ 

"  Oy     Ox 
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.sont  (U{finies  univoqiieinent  et  restent,   en  valeur  absolue,   dans  tout  l'inté- 
rieur de  (A),  inférieures  à  un  nombre  fini  assignable,  on  a 

pouri'u  que  chacune  des  deux  intégrales  doubles  qui  figurent  dans  le  pre- 

mier  membre    /    /  -r^  oA,    I    I  -r—  «A  existent. 
J  J   dx         J  J    dy 

En  d'autres  tei'mes  : 

Pourvu  que  les  points  {x,  y)  du  domaine  (  A  )  om  —  ,  -r-^  font  des  sauts  >  s 

form.ent,  pour  tout  t  positif  fixé  aussi  petit  que  l'on  veut,  tout  au  plus  un 
ensemble  {à  deux  dimensions)  sans  ûtencluf. 

Le  théorème  de  Cauchy  peut  être  envisagé  ronimc  un  cas  particulier  de  celui 
de  Grcen.  On  peut  Ténoncer  sous  la  forme  générale  que  voici  : 

Si   V{x,y),   Q{x,  y)   désignent   deux    fonctions  univoques  et  continues  à 

l'intérieur  et  sur  le  contour  d'une  aire  connexe  (A)  limitée  par  un  contour  (G) 

du  type  spécifié  dans  l'énoncé  que  Ton  vient  de  donner  du  théorème  de  Green  ; 

dP     àO 
SI,  en  outre,  les  dérivées  -r— >  ^  sont  définies  univoquemcnt  et  restent  infé- 
oy     ôx 

rieures  en  valeur  absolue,  dans  tout  Finlérieur  de  l'aire  (A),  à  un  nombre  fixe 
assignable;    si    enfin    les    points    (J:,  .r)    de  Faire    (A)    oii   —,  -y^    font   des 

sauts  >  £,  ou  bien  où     — ^ —    >  s  forment,   pour  tout  c    positif  fixé  aussi 

j  Ox        ây  I 

petit  que   l'on    veut,   tout  au    plus   un    ensemble    (à    deux    dimensions;    sans 
étendue,  on  a 


/      (Pdx  +  Ody)  =  o. 


Si  donc  /{z)  =  zi(x,  y)  ■+■  i'\i{x,  y)  est  une  fonction  univoque  et  continue 

de  la    variable   complexe   z  ^  x  -h  iy  à   l'intérieur  et  sur  le  contour   (C)  de 

,,.,.,.  â--i     d-o     ()il/     d<i  , .,.    • 

1  aire  (A):  si,  en  outre,  -r-^j  ^,  — *>  -7^  sont  delinies  univoquemcnt  et  restent. 
dx    dy    ôx    dy 

dans  tout  l'intérieur  de   (A),   inférieures  en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe 

11                 ri           .                       1            ,    d:3  â'i  /       ,  .      dà     <)'^\  .     . 

assignai)le;   si  enun   les  points  z  pour  lesquels  V  ,  — ^    ou  bien— ^,  — ^     font 

'■         dx  ôy  \               ôx    ôyj 
des  sauts  >  e,  ou  pour  lesquels  on  a,  soit 

I  f*!     _    ^   I    -    c 

ôx  Ô)' 


ô^  Ô'^ 

dy       dx 


>£, 


forment,   pour   tout  s  positif  fixé   aussi  petit   que    l'on    veut,    tout    au    plus    un 
ensemble  à  deux  dimensions  sans  étendue,  on  a 
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Sous  les  hj'potlièses  que  l'on  viciil  de  faire,  la  fonction  /(  :;  )  aduiel  une  dérivée 
complète  /'  [z)  (indépendante  de  la  direction  suivant  laquelle  on  prend  la  dé- 
rivée et  du  mode  de  passage  à  la  limite  ).  On  ne  sait  d'ailleurs  pas  si  cette  hypothèse 

concernant  y  (:;)  entraine  à  elle  seule  l'égalité     /     /(  z)  d:  =  o  t^l^  par  suite, 

•-'(C, 
le  caractère  analytiiiue  de  la  fonction /(j)  ou  s'il  est  néeessaire,  pour  établir 
ce  caractère  analytique,    de   faire,    en   outre,   quelque^  hxjiolhèse  concernant  la 
continuité  de  f'{z). 

Une  analyse  détaillée  des  conditions  sous  lesquelles  le  théorème  de  Cauchy 
a  lieu,  amène  M.  Pringsheim  à  reconnaître  (jne  le  théorème  de  Green  n'est  pas 
la  base  la  plus  générale  sur  laquelle  il  conviendrait  de  faire  reposer  le  théo- 
rème de  Cauchy;  on  n'en  connaît  toutefois  pas  actuellement  de  meilleure  et 
cela  tient  à  ce  que  l'on   ne  connaît  i|ue  des  conditions  suffisantes  pour  que, 

.     àV         ,,..,....  ,         . 

pour  une  fonction  donnée  -—  et  des   limites  il  intégration  constantes  données, 

on  ait 

/      f/)     /      -- dx  =    I      dx    I      -—-dv, 

alors  qu'il  faudrait  connaître  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
cette  égalité  ait  lieu. 

Fedorow  (von).  —  Sur  certaines  divisions  régulières  dti  [)laii  ou 
de  l'espace.  (  (33). 

Celte  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Lindemann  (F.).  —  Sur  quelques  poids  ajanl  une  origine  pré- 
historique conservés  dans  certains  musées  allemands  et  italiens. 
Premier  article.  ('-i-i.'3(5). 

On  a  trouvé  au  munt  LolT.i  un  f/of/ec«c<-//-t' sur  les  faces  duipiel  on  avait  tracé 
des  signes  qui  coïncident  eu  partie  avec  les  signes  tracés  sur  des  jioi.ls  trouvés 
au  même  endroit.  En  comparant  ces  signes,  on  est  parvenu  à  en  lixer  le  sens; 
ils  ne  dilïèrenL  pas  des  signes  hiérati(iues  employés  en  Egypte  pour  désigner 
les  nombres;  ils  ont,  d'autre  part,  servi  de  types  originaux  aux  chillres 
étrusques  d'où  dérivent  comme  on  ^ail,  au  moins  en  partie,  \'--  «iiillres  ro- 
mains. 

La  date  de  provenance  de  ce  dodécaè<lrc  et  de  ces  poids  est  aniérieurc  à  la 
civilisation  étrusque;  elle  se  rapporte  à  une  époque  où  des  relations  existaient 
encore  entre  l'Italie  septentrionale  et  l'Orient,  en  particulier  l'Egypte,  époque 
dont  l'Histoire  n'a  gardé  aucun  souvenir.  L'unité  de  poids  était  alors,  d'après 
les  poids  trouvés  au  mont  Loffa,  d'environ  loof. 

M.  Lindemann  donne  les  raisons  qui  le  portent  à  croire  à  la  haute  antiquité 
de  ce  dodécaèdre  et  de  ces  poids;  on  sait  que  M.  Pigorini  a,  tout  au  contraire, 
cru  devoir  émettre  des  doutes  sur  la  provenance  des  objets  envisagés  comme 
préhistoriques  par  M.  Lindemann.  Suivant  M.  Lindemann  des  relations  ont  dû 
avoir  lieu  entre  l'Italie  septentrionale  et  l'Egypte  dans  rinlervalle  de  temps 
qui  sépare  l'avènement  de  la  xii'  ou  xiii'  dynastie  en  Egypte  d'une  |)art  et  les 
guerres  puniques  d'autre  part.  La  date  à  laquelle  remontent  queb|ui's-uns  des 
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poids  étudiés  par  M.  Lindcrnaiin  lui  semble  d'ailleurs  pouvoir  être  (ixéc  d'une 
façon  plus  précise  et  c'est  à  rcxaincn  particulier  de  ces  poids  qu'est  consacré 
son  Mémoire. 

Maurcr  [L.).  —  Sur  les  sjsLcmes  invariants  de  jM.  Ililberl.  (147- 
I  7 ,-)  ) . 

M.  Ililbert  a  démontré  {  MallieinatiMlic  Annalen.  t.  X\\\  I.  p.  'i^i)  (|uc  les 
iiivariatUs  d'un  système  contenant  un  nombre  quelconque  de  formes  fonda- 
mentales, à  autant  de  suites  de  variables  que  l'on  veut,  peuvent  être  repré- 
sentés par  des  fonctions  entières  d'un  nombre  fini  d'entre  eux. 

On  peut  caractériser  les  invariants  jiar  la  propriété  d'être  transformés  en 
eux-mêmes  par  un  groupe  G  de  substitutions  linéaires  et  liomogènes.  On  peut 
aussi  dire  que  si  x^^  x.^,  ...,  a;,,  désignent  les  coefficients  des  formes  fonda- 
mentales rangées  dans  un  ordre  quelconque  et  si 

X  =  1    a  =  1 

sont  les  transformations  infinitésimales  qui  engendrent  le  groupe  <j.  les  inva- 
riants sont  définis  par  les  /•  équations  aux  dérivées  partielles 

(1)  C,(/)=o,  C,(/)  =  o,  ...,  C,(/)=o; 

ils  forment  ce  que  l'on  peut  appeler  \ç.  système  invariant  général  Au  groupe  G. 

M.  Ililbert  s'était  déjà  demandé  {Matheniatische  Annalen,  t.  XLII,  p.  .3i4)  si 
toutes  les  formes  qui  correspondent  à  clia([ue  groupe  de  transformation  linéaire 
et  liomogène  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  entières  d'un  miuibre  fini  d'entre 
elles,  ou,  ce  qui  revient  au  niêuîe,  si  toutes  les  fonctions  entières  satisfaisant 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  (i)  peuvent  s'exprimer  en  fonctions 
entières  d'un  nombre  fini  d'entre  elles.  M.  Maurer  montre  qu'il  en  est  ainsi. 

Le  mode  de  tiémonstration  qu'il  emploie  l'amène  d'ailleurs  à  généraliser  ce 
théorème  en  envisageant  aussi  le  cas  où  les  quantités  a?,,  x.,.  ...,  x„,  au  lieu 
d'être  indi'pendantes  les  unes  des  autres,  vérifient  nn  système  d'équations 
alm'Iui  |;irs  données 

(2)  F,  :=:  O,  ^2=0,  ...,  K.  =   0. 

Supposons  que  chaque  système  de  valeurs  de  j',,  x.,,  ..  ,  .r„.  \('rifiaui  les 
équations  (2)  vérifie  aus-.i  les  équations 

Cç[IM=n,         C.JF.J=o,  ....  C.JI<J=o 

(?  =  ',   2,    ...,  /■), 

et   convenons  d'appeler  le  système  de   fonctions   /'  de  .z-,.  x.^ r„  qui,  en 

tenant  compte  des  relations  (2),  vérifie  les  /•  équations  aux  dérivées  par- 
tielles (1),  le  système  invariant  pariiruliei-  du  groupe  G.  On  peut  démontrer 
que  toutes  les  fonctions  entières  faisant  partie  d'un  système  invariant  parti- 
culier peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  entières  d'un  nombre  fini  d'entre 
elles. 

M.  Maurer  ilémontre  d'abord  ([ue  le  théorème  a  lieu  (juand  l'ordre  du  grou|ie  G 
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est  égal  à  I.  en  sorte  ijue  /•  =  i  et  que  le  système  invariant  est,  par  suite, 
défini  par  une  seule  équation  différentielle.  Il  démontre  ensuite  le  théorème 
par  induction  dans  le  cas  générai  où  /■  est  quelconque,  en  le  supposant  vrai 
pour  tout  entier  <  /•;  il  faut  alors  distinguer  deux  cas,  suivant  (|ue  le  groupe  G 
est  simple  ou  composé. 

Mais  sous  quelle  condition  existe-t-il  des  fonctions  entières  vérifiant  ces  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  (i)?  M.  Maurer  n'aborde  cette  reclierrhe  qu'en  se. 
limitant  au  cas  où  a:,,  x^,  ...,  ,r„  sont  des  variables  indépendantes.  Supposons 
que  /•  —  /•'  des  r  équations  dillérentielles  (i  )  soient  une  conséquence  des  r'  autres 
it  que  n  >  /•';  supposons  aussi  que  le  groupe  G  engendré  par  les  /•  transfor- 
mations infinitésimales  C,(/),  C^^f),  ...,  C^(/)  soit  régulier.  11  y  a  alors 
n  —  /•'  fonctions  rationnelles  qui  vérifient  les  équations  (i);  M.  Maurer  montre 
cjue  si  le  groupe  G  ne  contient  aucune  autre  transformation  infinitésimale  de 
seconde  espèce  que  celles  qui  appartiennent  au  sous-groupe  principal  de  G,  il 
existe  n  — /'  invariants  du  groupe  G  qui  sont  des  fonctions  entières  et  sont 
indéperulantes  les  unes  des  autres.  Sous  ces  mêmes  hypothèses,  on  peut  déir.on- 
Irer  que,  si  le  produit  de  plusieurs  fonctions  entières  est  un  invariant  du 
groupe  G,  chacun  des  facteurs  de  ce  produit  est  aussi  un  invariant  de  G. 
Mais,  si  le  groupe  G  contient  des  transformations  régulières  de  seconde  espèce 
n'appartenant  pas  au  sous-groupe  princij)al  de  G,  les  théorèmes  énoncés  n'ont 
plus  lieu  en  général. 

Pour  conservei"  l'analogie  avec  la  théorie  des  invariants  pr  >jectifs,  il  convient 
d'introduire  la  notion  de  fonction  remarquable.  On  appellera  remarquable 
une  fonction  entière  de  9  vérifiant  /•  équations  différentielles  de  la  forme 

C,(9)  =/.-jCp        (0  =  1,  2 /■), 

où  /,-,.  A"_,.  ...,  /k\.  désignent  des  entiers  quelconques.  On  est  certain,  dans  tous 
le-,  cas,  de  l'existence  de  n  —  /•'  +  !  fonctions  remarquables  et  l'on  peut  démon- 
trer (|ue  toute  fonction  remai-quable  peut  s'exprimer  en  fonction  entière  d'un 
nombre  fini  d'entre  elles  et  que,  si  un  produit  de  plusieurs  fonctions  entières 
est  une  fonction  remar.|ual)le,  il  en  est  de  même  de  chacun  des  facteurs  de  ce 
produit. 

Koin  (-i.).  —  FoiidemciiL  diaie  théorie  mécanique  du  choc  éhi.s- 
lique  et  des  frottements  intérieurs  dans  des  milieux  conlinu>;. 
(223-229). 

Lorsque  deux  éb'meiits  matériels  de  masses  /??,  et  ni .  -e  mouvant  sur  nue 
môme  ligne  droite  avec  des  vitesses  v',  et  v..  se  lencontreiit,  on  déduit  du  prin- 
cipe de  d'Alembert  qu'après  le  choc  les  deux  éléments  matériels  se  mouvront 
avec  une  vitesse  commune 

m,  V.  -t-  m.,V: 

('.,  =r   %\  z=    ! — ! --^  ■ 

m^  4-  ni., 

!.<'  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  est  donc  eu  défaut.  |(nisi|ne 

myV\-\-  ni..vl 
n'est  pas  égal  à 
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lii  raison  en  est.  diL  d'Alenibeil  lui-même,  dans  la  discontinuité  qui  se  mani- 
feste au  moment  du  choc. 

Ne  serait-il  cependant  pas  possible  d'e.vpliquer  le  cliangemenl  de  vitesse 
des  deux  éléments  matériels  de  façon  que  le  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie  ait  lieu?  M.  Koru  y  parvient  de  la  manière  suivante  : 

Imaginons  un  milieu  continu  incompressible  M  remplissant  tout  l'espace; 
soient  m,,  nu  deux  masses  distribuées  dans  de  petits  volumes  t,,  t.  situés 
dans  M  et  susceptibles  d'une  petite  compression  ou  dilatation  sous  de  fortes 
pressions.  Les  composantes  w,  v,  iv  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque  de  M 
sont  des  fonctions  continues  admettant  des  dérivées;  si  p  désigne  la  pression 
de  M  en  un  point  x,  y,  z  a  l'instant  f  et  s  la  densité  en  ce  point,  on  a  en 
chaque  point  x,  y,  z,  aussi  bien  dans  que  hors  t,  ou  t.,  et  à  chaque  instant  t, 
les  relations 


du            dp 

dv            dp 

dw            dp 

^Ift  ~~  âx' 

'rf7  ~"~  d/' 

^dJ  ~~  dz 

on  a.  de  pin*,  en  chaque  point  hors  de  -^  et  de  t^,  la  relation 

du         ài>         d   • 

— -  -i 1 -—   =  o, 

dx        dy        dz 

car  le   milieu  .M  est  supposé  incompressible;   en  chaque  point  de  x,  ou  de  t., 


on  a 

/Ou        dv        fM''\  _  rfs  _ 

~^\d:i^  dj-~^~d^)  ~  di' 

enliii  £  et  p  sont  liés  par  la  relation  complémentaire 

F{t,p)  =  o. 

Ceci   posé,  on   peut  se  demander  sous  quelles  conditions  les  composantes  u, 
Vi  (V  de  la  vitesse  s'expriment  dans  tout  l'espace  par  des  relations  de  la  forme 

,,  .       2-t 

U   =  «„  -)-  -!^     sin  -;p' 

V  =  i'„  -H  Jlc  sin^—, 

:.-      .     -î-t 
(V  =  «v„-1- i/b   sin— ;rr-. 

où  la  durée  T  des  oscillations  est  supposée  très  petite  par  rapport  à  l'unité  de 

temps,  tandis  que  les  rapports  de  it,.  t',,,  u\,,  4^,  OÏL,  DZ,   à   l'unité  de  vitesse 

,  ,      ,     dUo    dv»    ^''"'o 

ne  sont  pas   supposes   grands,   non   plus  tiue  les  rapports  de  -^  '  -77'  "Jf 

—^,  — ,— ,  ^-——  à  l'unité  d'accélération,  en  sorte  (juc  ces  rapports  sont  petits 
dt        dt        dt 

relativement  au  rapport  de  l'unité  de  temps  à  T.  .M.  Ivorn  démontre  qu'il  faut 

pour  cela  que,  dans  tout  l'espace,  on  ail,  à  de  petites  quantités  près, 

41=^,    011  =  ^,    Jb  =  ^;i, 

^       dx  dy  dz 
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où  9  désigne  une  fonclioii  de  x,  r,  z  qui,  dans  t,  et  dans  i.,,  vérifie  Féquatioii 
aux  dérivées  partielles 

d'-'s        d'o        ô-'-s  _ 
dx-        dy-    '    (^;-  ~  '  ■  ' 

k  étant  une  constante  dont  la  Viiicur  dépend  île  la  com])iessibililé  des  ticux 
petites  niasses  »«,,  m^  (compressibilité  que  M.  Korn  suppose  ici  égale  pour  les 
deux  masses),  tandis  que,  hors  t,  et  t^,  »  vérifie  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

d-'s        fp-s        i)-'^ 

dx"-        ôy-        âz-  ~    ' 

les  dérivées  de  9  doivent  de  plus  être  partout  continues  même  quand  on  tra- 
verse les  surfaces  limites  des  masses  »«,  ou  /«^  et,  à  Finlini,  elles  doivent  se 
comporter  comme  les  dérivées  du  potentiel.  Si  donc  on  suppose  que  le  milieu  M 
est  limité  par  une  sphère  de  rayon  très  grand  sur  la  surface  de  laquelle  s'exerce 
une  pression  périodique,  le  problème  à  résoudre  est  un  problème  bien  déter- 
miné de  la  théorie  du  potentiel;  .M.  Korn  donne  l'expression  de  9  en  série 
convergente  dans  le  cas  oii  la  constante  k  est  suffisamment  petite. 

Au  premier  terme  de  cette  série  ne  correspond  aucune  force  attractive  ou 
répulsive  de  //ii  et  de  ///_.;  au  second  terme  correspond  une  (orce  attractive 
de  rti,  et  de  m^  dont  l'intensité  est  proportionnelle  à  k  et  inversement  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  distance  de  m^  et  de  m^;  au  troisième  terme  cor- 
respond une  force  répulsive  de  n^^  et  de  m.,  dont  l'intensité  est  proportion- 
nelle à  k-  et  inversement  proportionnelle  à  la  cin(iuiémc  puissance  de  la 
dislance  de  /?i,  et  de  m^;  au  v'»""'  terme  coiTcspond  une  force  dont  Tintensité 
est  proportionnelle  à  A"~'. 

Si  donc  k  est  assez  petit  pour  que  l'on  soit  en  droit  de  négliger  k-,  on  est 
dans  le  cas  de  la  gravitation  universelle:  si  k  est  assez  petit  pour  que  l'on  soit 
en  droit  de  négliger  k^  mais  non  A-  et  si  les  petites  masses  m^  et  «/.,  s'appro- 
chent l'une  de  l'autre,  en  restant  toutefois  à  une  distance  encore  grande  par 
rapport  aux  dimensions  de  x,  et  de  t.^,  l'intensité  de  la  force  répulsive  peut 
arriver  à  dépasser  celle  de  la  force  attractive  :  les  masses  s'éloignent  donc  avant 
de  se  choque/-,  comme  si  une  lorcc  élastiiiue  avait  agi  sur  chacune  d'elles. 
Dans  cette  explication  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  n'est  |»as  en 
défaut. 

Il  convient  d'observer  que  l'on  ne  suppose  rien  de  particulier  sur  la  nature 
de  la  compressibilité  de  m^  et  de  /n.  si  ce  n'est  (|ue  les  densités  de  ces  masses 
ne  peuvent  subir  que  de  petites  variations  sous  de  grandes  pressions.  Sous  la 
même  hypothèse,  on  parvient  aussi  à  fonder  une  théorie  des  frottements  inté- 
rieurs dans  les  milieux  continus.  Le  point  de  vue  auquel  se  place  .M.  Korn 
jette  donc  qucl(|ue  jour  nouveau  sur  la  position  respective  des  deux  grandes 
théories  cinétiques  du  frottement  dues  à  Maxwell  et  à  <>.   L.  Meyer. 

Weber  (von  E.).  —  Sur   les  formes   Ijilint'-aircs  cL   les   svslrines 
difTéreiiliels.  (23i-:i(Jo). 

Les  faits  algébriques  qui  servent  de  fondement  aux  théories  générales  con- 
cernant l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  découlent  presque 
tons  de  la   même  source  et  cette  source  communi-  est  la  théorie  des  faisceaux 
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(le  formes  bilinéaites.  Il  a  semblé  intéressant  à  M.  von  Weber  de  chcrclier  ù 
mettre  en  pleine  lumière  le  lien  qui  unit  ces  deux  ordres  de  rcclierches,  en  se 
bornant  d'ailleurs  au  cas  où  les  équations  dilTérentielles  ne  dépendent  que  de 
deux  variables  indépendantes. 

I.  Rappel  des  définitions  et  théorèmes  connus  de  la  théorie  des  systèmes 
différentiels.  Tout  système  différentiel  peut  être  ramenée  une  forme  d'un  tvpe 
particulier,  dit  canonique.  Définition  des  systèmes  canoniques />as>i/.s.  Ordre 
de  ces  sysièmes;  M.  von  Weber  n'envisage  que  des  systèmes  passifs  du  infiuier 
ordre. 

II.  ConlribuLion  à  la  tliéorie  des  faisceaux  de  formes  bilinéaircs.  .AI.  von 
Weber  démontre  par  induction  que  si  o^j,  .r,.  ...,  x^;  }\,  y^.^  ■■■■  J'„  dési- 
gnent deux  systèmes  de  variables,  h,  v  deux  paramètres  quelconques,  cl  W  le 
faisceau  de  ff)rnies  bilinéaires 

i=:m  /.■  =:  n  i=i  m  k  ■=  n 


où  P,.  j  et  Q,  ,  sont  des  constantes,  et  si  un  système  a,,  a^,  . . .,  a,„  de  fonctions 
rationnelles  entières,  homogènes  de  degré  h  en  u.,  v,  satisfait  à  l'idcnlitc 


d\\ 

d\\ 

d\N 

_ 

t-  a, 1-. . . 

-r-  a    

^x^ 

-  ox.. 

"     'J^m 

ce  système  «,,  a^,  ...,  a,„  est  nécessairement  une  combinaison  linéaire  de 
h  -+- 1  systèmes  déterminés  de  formes  vérifiant  les  mêmes  identités,  combinaison 
linéaire  dans  laquelle  les  coefficients  sont  d'ailleurs  des  fonctions  rationnelles 
entières  de  u  et  de  v.  M.  von  Weber  caractérise  d'une  façon  précise  ces  /t  + 1  sys- 
tèmes déterminés  de  formes  qui  sont  de  degrés  o,  i,  2,  . . .,  A  en  ;/,  v^  en  s'ap- 
puyant  sur  la  loi  de  formation  du  s^'stème  complet  à^invariants  du  faisceau 
de  formes  bilinéaires  W  (  pour  des  transformations  linéaires  quelconques  des 
deux  systèmes  de  variables  x  et  y)  que  Kionecker  a  appris  à  former  (  Voir  le 
compte  rendu  des  Sitziin gsberichte  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1890). 

III.  I)éfinitiun  de  la  matrice  caractéristique  d'un  système  dill'éi-enliei  <lu 
piemier  ordre.  Définition  de  ceux  des  systèmes  différentiels  du  premier  ordre 
que  M.  von  Weber  appelle  systèmes  d'insolation  du  /iremier  ordre.  Héduclion 
de  ces  systèmes  d'involiition  du  prcnucr  ordre  à  une  for/ne  normale  p:irhcu- 
lièrement  simple. 

I\  .  Diviseurs  élémetilaircs  de  la  matrice  caractérisli(|ue  d'un  s\  slème  d'invo- 
tion  du  premier  ordre.  Relation  (|uil  y  a.  dans  le  cas  général,  entre  les  carac- 
téristiques d'un  système  d'involuliun  du  [>remii'r  ordre  et  les  diviseurs  <-li-- 
mcntaircs  de  la  matrice  île  ce  système  d'involulion. 

PriligsliriDi    (-/.).    —    A    propos    d  un    criurc    de    coiivergoiicc 
concciiiaiil  les  (Vaclioiis  conlinues  à  lerines  pcsitifs.  (aGi-^OS). 

Soient  a,,,  b.^,  q.,  r.^  (v  =1,  j,   ,  .  .)  ilos  suites  illimitées  de   nombres   positifs. 
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On  sait  que   la   cliveri;eucc  tic  la  série    \  q.^  est   une  condition  nécessairi'  ci 

v  =  i 
sunisante  [lour  la  convergence  île  la  fraclion  continue  illimitée 

(.)  ! 


■l  <juc  la  divergence  de  hi  série  \    /■,_. 


est   une  condition    nécessaire   et   suflisaiite   pour  la   convergence  de  la  IVaclid 
Cl  PII  Li  nue  illimitée 


b.,- 


Il  en  résulte  immédiatement  que  la  diveigence  de  la  série  2.  '7v7v<-i  •^^'^  u"*^ 

v  =  i 
condition  suffisante  (mais  non  nécessaire)  pour  la  convergence  de  la  fraction 

continue  illimitée  (1)  et  que  la  divergence  de  la  série    7      '"   ''"^'  est  une  con- 

V  =  l 

ditiori  suffisante  (mais  non  nécessaire)  pour  la  convergence  de  la  IVaciinn 
continue   illimitée  (3).  M.  Pringsheim    montre   que   la  divergence    de    la   série 

/     \  n/l:   \  ''^^  ''cjà  une  condition  sujfisante  pour   la   convergence  de  la  frac- 
v^i 

tion  continue  illimitée  (i);  mais  cette  condition  suffisante  n'est  pas,  en  général, 
nécessaire  pour  que  la  fraction  continue  illimitée  (i)  converge  comme  avait 
cru  pouvoir  l'affirmer  M.  Saalscliutz  dans  le  Tome  l'20  du  Journal  de  Crel/e 
(p.  i38  en  ni>te).  Elle  est  nécessaire,  quand  on  peut  assigner  un  nombre  n 
tel  i|Me  la  suite  indéfinie 

7„-     '/,,+P     '/„+•.■•      •••.     7„.v'      ••• 
soit  une  suite  nionofone. 


De  même,  la  divergence  de  la  série    /     1/     ''   '''^'  est  une  condition  suffisante 

V  :      I 

pour  la  convergence  de  la  fraction   continue  illimitée  (3),  mais  ce   n'est  pas, 
on  génihal,  une  condition  nécessaire.  i;ile  est  toutefois  à   la   fois  nécessaire  el 
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suffisante  lorsque  Ion  pcul  assigner  un  enlicr  ii  tel    que  la  suite  indéfinie 

des  quantités  r  définies  par  les  relations  (2),  soit  une  suite  monotone. 

Le  cas  où   tous  les   noniljres  de  la  suite  b.,  (v  =  1,  ■>,  ...)  sont  égaux  à  :  se 
présente  souvent    dans    les    applications.    Dans   ce   cas.    on    voit   qu'il    suffit   de 

s"assurer  de  la   divergence  de  la  série    >   ^3=  pour  être  certain  de  la  conver- 

V  =  1 

i;ence  de  la  fraction  continue 


On  reconnaît  ainsi,  sans  aucun  calcul,  que  la  fraction  continue  illinnilée 

(  1  ) ^, 


converge   pour  /;  =  0  et  pour  tout  nombre   positif  p  --■!■'■  si   l'on    tient  coniplc 

v  =  <» 

dos  conditions  sous  lesquelles  la  série    \    /•'  est  divergente,  on  peut  seulement 

v  =  i 

<'n  conclure  la  convergence  de  la  fraction  continue  illimitée  (4)  pour  o£/?^i. 

Plus  généralement,  si  l'on  peut  assigner  deux  nombres  finis  m  et  n  tels  que 

i>.,       .  ,  ,  ,  (jf., 

les  rapports  —  soient  tous  plus  grands  que  m  et  que  les  rapports  ~  soient  tous 

])lus  petits  (|uc /^  la  divergence  de  la  série    2,  \ /-'.,  suffit  pour  assurer  la  conver- 

v  =  1 
gence  de  la  fraction  continue  illimitée  (.5). 

Seeliger  (//.).    —   Sur  la    dlslribiilion    des   étoiles   fixes   sur  la 
sphère  célesle.  (.î63-4i3). 

Lindcwnnn  (f-)-  —  Conlribulion  à  la  lliéoiMe  des  fonctions  auto- 
niorplies.  {  423-4 •')4)- 

[.a  di'coinposition  en  élcmerUs  simples  d'une  fonction  doublement  jH-riodique 
quelconque  est  analogue  à  la  décomposition  en  éiémenis  simples  d'une  fonc- 
tion rationnelle  quelconque,  en  ce  sens  que  Vêlement  simple  n'y  ilevienl  infini 
(lu'en  un  seul  point  du  parallélogramme  des  périodes  et  n'y  est  infini  que  <lu 
premier  ordre.  J^a  fonction  ijui  joue  le  rùle  d'élément  simple  est  au  fond  une 
intégrale  elliptique  de  seconde  espèce;  en  intégrant  cette  fonction,  on  parvient 
aisément  aux  fonctions  thêta  elles-mêmes. 
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M.  Poincaré  a  suivi  une  voie  analogue  à  celle  qui  permet  ainsi  d'édifier  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques,  pour  constilner  sa  théorie  des 
fonctions  automorphes ;  au  lieu  d'introduire  des  fonctions  analogues  aux  inté- 
grales elliptiques  de  seconde  espèce,  il  a  préféré  introduire  les  fonctions  thêta- 
fiichsiennes  :  si  l'on  désigne  par  • 

f^^'-)  =  TzXd\         (*■  =  '.  2,  ...,x),         Mz)  =  z 

la  substitution  d'un  groupe  donné  [a-d^ — 6,c,  =  i),  et  par  H(^)  une  fonction 
rationnelle  de  z,  il  suffit  de  former  la  fonction 


8(c)  =  y^n[f^z)]\f[{z)\'-. 


qui  est  absolument  convergente  pour  m  >  i,  sauf  aux  p(Mcs  de  H  ( -3  )  et  à  ceux 

fi[/,(-)]  =  (c,-+</.r'(-)(^), 

en  sorte  que  le  quotient  de  deux  fonctions  0  formées  avec  le  même  nombres 
m  >i  est  une  fonction  que  les  iransfurmalions  du  groupe  envisagé  n'aifeclent 
pas. 

Mais  qu'arrivc-t-il  quand  711  =1?  C'est  ce  cas  fju'il  faudrait  envisager  pour 
parvenir  directement,  dans  le  cas  des  fonctions  automorphes,  à  des  fonctions 
analogues  aux  intégrales  elliptiques  de  seconde  espèce;  mais,  dans  ce  cas,  on 
n'apercevait  pas  le  moyen  de  démontrer  la  convergence  des  séries  qui  condui- 
raient à  ces  fonctions.  M.  Lindemann  fournit  la  démonstration  de  cette  con- 
vergence et  comble  ainsi  une  lacune  importante  dans  la  théorie  des  fonctions 
automorphes.  Quoique  présentant  quelque  analogie  avec  des  recherches  déjà 
cH'ccluées  par  .M.  Sciiottky,  les  recherches  de  M.  Lindemann  en  différent 
cependant  aussi  bien  par  le  point  de  départ  que  par  le  mode  de  démonstration. 
Les  développements  de  iAL  Lindemann  ne  sont  effectués  i|ue  dans  le  cas  où  l'on 
se  donne  un  polygone  fondamental  à  cercle  principal  correspondant  au  groupe 
envisagé,  mais  ils  peuvent  être  immédiatement  étendus  à  tous  les  autres  cas, 
tout  comme  les  développements  de  AL  Poincaré. 

M.  Lindemann  envisage  d'abord  la  série 


i:/:(^) 


^  _  ,  V 


ild  (  c ,. . 


et  démontre  sa  convergence  absolue  pour  toutes  les  valeurs  de  z  pour  Ics- 
(|uelles  aucun /,(«)  n'est  infini;  celte  série  peut  être  intégrée  terme  par  terme; 
si  c  =  o  est  à  l'intérieur  du  domaine  fondamental  envisagé,  la  série 


«"(~^)-S(7Ti7rp  =  I-/-.'(^) 


i—O 


converge    absolument    pour   chacun   des  points  -  dill'érant    des    points    —  —  ; 


i68  siîcuNDi-:  l'A  un  IL 

on  a  crailleius 

M.  Lindemann  envisage  ensuite  lexpiession 


<■)  -^-^'-Ljé^, 


qui  dépend  de  la  position  tles  deux  points  ;;,  ^  dont  le  second  est  supposé 
à  l'intérieur  du  cercle  fondamental  et  il  démontre  que  la  série  qui  représente 
cette  expression   il{z,  ^)  est  aijsolument  convergente.  On  a  d'ailleurs 


en  sorte  que  Q  se  comporte  comme  l'intégrale  d'une  f  jnclion  algébrique;  elle 
est  analogue  à  rinlégrale  abélienne  de  seconde  espèce  et  il  résulte  des  recherches 
de  M.  Poincaré  qu'elle  peut  toujours  être  identifiée  a  une  telle  intégrale:  c'est 
pourquoi  M.  Lindemann  donne  à  celte  expression  ^{z,  Ç)  le  nom  d'intégrale 

de  seconde  espèce  ;  il\  —  -  ^     csi  un   module  de  périodicité  de  Si{z,  Ç);  sous 

riiypotlièse  faite  pour  1^.  chacun  de  ces  modules  de  périodicité  de  Î2  (  z,  s)  est 
/ini. 

,      ,         .       rfû(s,  Ç)      ,  ,  ,,  , 

La  fonction  -^ n  est  pas  autoniorplie;  elle  est  analogue   aux  fonc- 
tions 0  de  M.  Poincaré,  car  on  a 

daif^jz),:-.]  ^  dQ(z,  :)  d/^izj^ 
df.{z)  dz  dz     ' 

un  a  aussi 


il 


Kn  intégrant  par  rapport  à  !^  la  relation  (i)  entre  les  limites  tj  et  Ç  repré- 
sentées par  des  points  situés  à  l'intérieur  du  cercle  fond.imental,  on  obtient 
une  nouvelle  expression  convergente  dans  le  domaine  envisagé 


hrS-)=  f^ii{z.z)d:^^\osf 


f   !  ;  ) 


A  (  -^  ) 

A  =  0 

sauf  aii\  points  •:  =  ;,  -  =  'i^  de  ce  domaine  oii  elle  est  infinie  logarithmique 
ment.  M.  Lindemann  donne  à  cette  expression  S:^  le  nom  d'intégrale  de  troi- 
sième espèce.  On  voit  aisément  que  l'on  a 

les  expressions  S-  (  — ^  |  sont  les  modules  de  périodicité  de  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce. 
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L'intégrale  de  tioisiéine  espèce  jouit  de  la  propriété  que  l'on  appelle,  dans 
la  liiéorie  des  (onctions  abéliennes,  transposition  du  paramètre  et  de  l'ar<ru- 
mcnt  des  intégiales  normales  de  Iroisiènie  espèce;  on  a,  en  efFct,  la  relation 


f'  dS.^=    ['d^„,.. 


Les  modales  de  périodicité  de  l'intégrale  de  troisième  espèce  envisagés  comme 
des  fonctions  de  ;,  t,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

S-.i-n=   y    log  ^ =3  /     da^  =  „  (  n  -  ir  ( T.  ), 

A  =  o      --  —  Arf.  )     '  ^' 

le  dernier  membre  ne  devenant  infini  pour  aucun  point  S  (situé  à  l'intérieur 
du  cercle  principal);  on  peut  le  designer  sous  le  nom  d'intégrale  de  première 
espèce.  Si  le  polygone  fondamental  a  m  cotés,  il  y  a  n  modules  de  périodicité; 
si  p  est  le  nombre  des  cycles  dans  lesquels  se  décomposent  les  sommets  du 
polygone  fondamental,  le  nombre  des  modules  de  périodicité  ([ui  sont  linéaire- 
ment indépendants  est  égal  à  -(/i  +  i  —  s). 
Ceci  posé,  envisageons  une  équation  dilïércnticlle  linéaire  d'ordre  [j. 

j  =  îx  — 1 
d'-v  v'         /  ^  d'*^ 

dx-"-  jm^     •  '  ^       -^  '  dx' 

dont  les  coefficients  'j,(;r,  t)  soient  des  fonctions  rationnelles  de  deux  va- 
riables X  et  jv'  liées  par  une  équation  algél)riq;ic  ilonnéc 

On  sait  que  les  fonctions  rationnelles  '^^{x,  y)  peuvent  ètt-e  représentées  par 
(les  fonctions  univoques  automorphes  d'une  variable  -:  que  l'on  peut  poser  égale 

(V 

à  — !>  où  i\'|,  ir^  sont  des  intégrales  particulières  d'une  écjuation  différentielle 
du  second  ordre  de  la  forme 

d-w  , 

7^^=""^^^-^'')' 

dans  laquelle  -^{x,  y)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x,  y  telle  que  x  et  t 
soient  des  fonctions  univoques  automorphes  de  w.  Les  intégrales  de  l'équation 
différentiel  le  linéaire  d'ordre  [jl  envisagée  peuvent  alors  aussi  être  envisagées 
comme  des  fonctions  de  z  et,  sous  certaines  liypollièses  concernant  les  points 
singuliers  de  cette  équation  didércntielle  linéaire  d'ordre  ;ji.,  ces  fonctions  de  z 
peuvent  être  développées  en  séries  entières  en  z  convergentes  dans  le  cercle- 
unité,  si  Ton  5"est  arrangé  de  façon   que  le  cercle-unité  soit  le  cercle  principal 

,,.  .        d-\v  . 

pour  les  fonctions  automorphes  introduites  par  I  ei|uation  -j— 7  =  w'\i{x,y). 

Si  t'  =  Z^  (c)  désigne  une  intégrale  de  l'éiuation  différentielle  linéaire  d'ordre  [i, 
Bull,  des  Sciences  matheni.,  2'  série,  t.  WVIII.  (Octobre  iO"i-)         n.i3 
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on  a 

(2)  ^J./"(-)]  -<\'Z.(^)  +  «^vZ,(^)-f-...-f-a,^Z,,(c), 

pour  i  =  I,  2,  . . . ,  n  ;  on  peiil  d'ailleurs  écrire  ces  relalions  pour  A'  =r  j,  a,  . . . ,  jx,; 
les  fonctions  Z  sont  des  fonctions  dzètafiichsiennes  (Acta  inathematica,  t.  V). 
ISI.  Lindemaon  se  place  dans  le  cas  oii,  M  désignant  la  plus  grande  des  valeurs 
absolues  des  coefficients  aix  du  groupe  de  substitutions  (2),  on  a 

M  ;x  <  I . 

Si  alors  A[','  désignent  les  coefficients  obtenus  en  résolvant  les  équations  (2) 
et  si  Ton  pose 

i  —  x  k  =  ]l. 

on  voit  aisément  que  l'on  a 

en  sorte  que  les  dérivées  des  fonctions  tj-  jouissent  de  la  propriété  essentielle 
(L's  l'iiMctions  Ë.  de  M.  Poincaré.  Pour  un  choix  convenable  de  la  fonction  B  de 
tie  M.  Poincaré,  ces  fonctions  t,;  peuvent  donc  sei'vir,  aussi  bien  (jue  les  fonc- 
tions ;^,  à  former  des  fonctions  dzélafuclisienncs 

0  '    0  '    ■■■'     0 

Les  fonctions  t,.  jouissent  d'ailleurs  de  propriétés  analogues  à  celles  dont 
jouissent  les  intégrales  abéliennes  de  deuxième  espèce.  En  les  intégrant  par  rap- 
poi-t  au  paramétre  Ç,  on  obtiendrait  des  fonctions  analogues  aux  intégrales 
abéliennes  de  troisième  espèce  et  les  modules  de  périodicité  des  fonctions  ainsi 
obtenues  correspondraient  aux  intégrales  abéliennes  de  première  espèce. 

Tome  XXX. 

C.ommunicalions  faites  à  l'Académie  en  i()oo. 

l'riniislicini  (-/.).  —  Sur  la  façon  dont  se  comporlent  les  séries 
eiiiières  en  x  sur  la  circonférence  de  leur  cercle  de  convergence. 

I.  Si  l'on  prend  i)our  unité  le  rayon  du  cercle  de  convergence  d'une  série 
entière     >    a.^x'  et  si  l'on  <lésit;ne  par  X  =  t"'  un  point  déterminé  de  la  circoii- 

V—  i 
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féicnce  de  ce  cercle  et  par  0  un  nombre  réel   pouvant   varier  de   o   à   i,   on 
peut  être  assuré  de  la  convergence  de  l'expression 


y  a.^\'=  ^  (a,^+  i'^,)&'\ 


lorsque  la  limite 


1  i m    y    a.  p ' X' 

r  M    1 


est  finie  et  déterminée  et  que  l'on  peut  assigner  un  entier  n  tel  que,  pour  tout 
indice  v^/j.  les  termes  (a,^cosv9  —  |3.^  sinvQ)  soient  tous  de  même  signe  et  que 
les  termes  (a.^sinvO  -f-  jî.^  cosv6  )  soient  aussi  tous  de  même  signe. 

Lu  cond'iùon  nécessaire  et  su //isante  pour  la  C()nvergencc  de  la  série     »    a.,^' 

V  =  1 
est  que.  la  limite 

lim     y    a.  o'X' 

étant  linie  et  déterminée,  on  ail,  en  outre, 

lim   -  [1  a,  X  -f-  2a.,X--T-. . .+  «o„X"l  --  o. 

H  ^  00    " 

V  =  00 

Si  donc    lim  ('(«„)  =0.  la  série   2,  ^,^'  converge  en  chacun  des  points  X 
de  la  circonférence  de  son  cercle  de  convergence  pour  lesquels  la  limite 

lim   V  a,  p'X' 

rj  —  l  ■'^ 
'         v  =  l 

a  une  valeur  finie  et  tliHerminée. 


II.  La  série  entière    »    ii.,x'y  convergente  dans  le  cercle  de  centre  o  et  de 

rayon  i,  définit,  pour  |  .r  |  <  i ,  une  fonction  univoquc  et  conlinur  de  .r  (|ue 
nous  désignerons  par/(j;)  et  dont  nous  dirons  qu'elle  appartient  à  la  série 
entière.  Aux  points  X  de  la  circonférence  du  cercle  de  convergence  de  la  série 
entière  pour  lesquels  la  limite 


lim   ^  a.^p'X'        (p  réel  positif  plus  petit  que  i) 

ù-l  ^^ 

^  7=1 

V—  « 

est  finie  et  déterminée,  la  fonction /(jt)  qui  appartient  ii  la  série     »    a.^x'' sera 

v  =  l 
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définie  par  l'égalilé 


v  =  < 


/(X)  =  lim/(o\)  =  lim  V  a.^p'X'; 

aux  points  X  de  la  circonférence  du  cercle  de  convergence  pour  lesquels  l'ex- 
pression     »    a  o'X'ne  tend  pas  vers  une  limite  finie  et  déterminée  quand  o  tend 

v  =  l 

vers  I  par  valeurs  positives  croissantes,  la  fonction /(j:)  n'est  pas  définie. 
Ceci  posé,  M.  Pringsheim  démontre  que  si  la  fonction /(ar)  qui  appartient  à 

V  =  00 

la  série    >   a.^x''  admet  une  dérivée /'(j;)  continue  aux  environs  des  points  x 

v  =  1 

situés  dans  le  cercle  de  convergence  et  sur  sa  circonférence,  sauf  tout  au  plus 
pour  des  points  X  de  cette  circonférence  formant  un  ensemble  sans  étendue 
où  /'(X)  pourrait  être,  soit  finie  discontinue,  soit  encore  ne  pas  exister,  mais 
conserverait  une  valeur  finie  aux  environs  de  ces  points,  et  si  en  outre  \_f'{x)'\' 
est  intégrabie  dans  le  cercle  de  convergence  et  sur  sa  circonférence,  la  série 

»    a  x'  est  absolument  convergente  sur  la  circonférence  du  cercle  de  conver- 
JL^     '' 
■v  —  i 
gence.  Ces  conditions  suffisantes  ne  sont  d'ailleurs  pas  nécessaires. 

V=:  =0 

III.  Il  existe  des  séries  2.  «v^'  convergentes  en  chacun  des  points  X  de  la 

v  =  i 
circonférence  de  leur  cercle  de  convergence  (de  centre  O  et  de  rayon  i),  mais 
qui  n'j'  sont  pas  absolument  convergentes,  et  où  A"  =  2  est  le  plus  petit  cxpo- 

V  =  00  V  =  00 

sanl  pour  leciuel   2    j  a.J^  converge,  doncpour  lequel    \    aJ;X''  con^crge  abso- 

V  =  1  V  =  1 

lumcnt. 

V  =  00 

IV.  Si  la  série  entière    ^    a.^x'  converge  en  tous  les  points    d'un    arc    (C) 

v  =  i 
déterminé  de  la  circonférence  de  son  cercle  de  convergence,  on  peut  représenter. 

V=  00 

sur  l'arc  (C),  la  partie  réelle  de  la  série    >    a.^x'  et  sa  partie  purement  ima- 

ginaire,  par  deux  séries  de  Fourier  qui  dépentlent  l'une  de  l'autre,  les  condi- 
tions de  convergence  de  l'une  déterminant  celles  de  l'autre.  Ce  mode  de 
représentation  est  essentiellement  distinct  de  la  représentation  d'une  fonction 
réelle  par  une  série  de  Fourier,  car,  tandis  que  la  fonction  représentée  par  !.i 
somme  d'une  série  de  Fourier  peut  avoir  des  discontinuitcs  Jinies,  la  fonction 

V  =  00 

qui  appartient  à  la  série    V  a.^X''  le  long  de  (C)  et  qui  est  représentée  par  la 

v  =  i 
somme  d'une  série  de  Fourier  augmentée  de  /  fois  la  soninu' d'un    seconde  série 
de  Fourier  ne  peut  en  avoir;   elle  peut  toutefois  avoir  d'autres  discontinuités. 
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Il  résulte  de  ce  ihéorènie  qu'il  serait  vain  de  chercher  à  déduire,  de  la  conver- 

j;cnce    scuIemciU  de  la  série    V  a,a7'  sur  (C),   la  conlinuilé   sur   (C)    de   la 

'/  —  [ 
fonction /(x)  qui  appartient  à  cette  série.  Il  n'est,  par  contre,  pas  impossible 
([uc   l'on   puisse  déduire,  de   la   continuité  de  f{x)   sur   (C),    la   convergence 

sur  (C)  de   la  série  à  laquelle  appartient  /{x)      dans  le  cas  où  celle  série 


nt  /(x)    I  dans 


} 


2^  o.^e''  est  identique  au  développement  de  Fouricr  de  la  fonction  /(e") 

V=  1 

cette  question  demanderait  à  être  approfondie. 

De  la  formule  fondamentale  qui  exprime  la  dépendance  de  la  partie  réelle  et 
du  coefficient  de  i  dans  l'expression  de/(e'^),  M.  Pringsheim  déduit  enfin, 
comme  cas  particulier,  la  relation 

V=  00 

y  (_i)v-ilcos(vO)  =  logcos-  -t-  ^    /         acot-rfa, 

qui,  pour  0  =  o,  fournit  la  relation 

log  2  =   V  (_  :  )v-i  i  =  _L   Ç       a  col  ~  dx  ; 
v  =  i  *"  ~~ 

en  retranchant  ces  deux  égalités,  membre  à  membre,  on  retrouve  une  relation 
due  à  Legendre  qui  y  est  parvenu  par  une  autre  voie. 


V  =  0 

V 


(_:)v-.lcos(vO)  =  log('2cos^y 


Finstenvalder  (S.).  —  Sur  la  construclion  de  caries  au  moyen 
d'observalion.s  faites  en  ballon.  (149-164). 

Gœltlcr  (J.).  —  Représenlation  conforme  du  demi-plan  sur  une 
aire  limitée  par  une  courbe  circulaire  du  troisième  ordre  ou 
l)ar  une  courbe  bicirculairc  du  f|ualrième  ordre.  (i65-i85). 

Dans  les  Sitzungsberichte  dcr  phyùUcdisch-okonomischeii  Gesclhchaft  in 
Kônis;sberg  pour  189'»,  M.  Lindcniann  a  caractérisé  un  certain  nombre  de  cas 
ou  le  problème  de  la  rcpréscntalion  conforme  du  demi-plan,  sur  une  aire  limitée 
par  une  courbe  donnée,  peut  être  résolu.  Parmi  ces  cas  se  trouvent  compris 
ceux  où  la  courbe  donnée  est  une  conique  et  aussi  ceux  où  elle  est  une  courbe 
circulaire  du  troisième  ordre  ou  encore  une  courbe  bicirculaire  du  quatrième 
ordre.  .M.  Goelller  effectue  la  représentation  conforme  du  demi-plan  sur  une 
aire  limitée  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  dernières  courbes. 
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Pringslieim  {A.).  —  Sur  le  théorème  dit  second  théorème  de  la 
moyenne   pour   des    sommes    (inies    ou    pour   des   intégrales. 

(209-233). 

Ce  théorème  se  présente  sous  deux   fermes   dont  l'une,   due  à    0.    Bonnel, 
consiste  à  montrer  que  l'on  a 

(I)  f  f{x)-s(a;)dx=  fia)    Poix)  cl.v 

pour  une  certaine  valeur  de  \  comprise  dans  l'intervalle 

a<\<b, 

lorsque  f{x)  est,  dans  tout  l'intervalle  (  «,  . . . ,  b)  une  fonction  positive  n'aug- 
mentant jamais  quand  x  croit,  et  dont  l'autre,  due  a  T.  du  Bois-Reymond, 
consiste  à  montrer  que  l'on  a 

(II)  f  f{x)-^{x)dx=f{a)    r-^{x)dx^f{b)    f  ■ç{x)dx. 

pDur  une  certaine  valeur  de  ;  comprise  dans  l'intervalle 

a-l\<b, 

lorsque /(:r)  est  dans  loul  rinlervallc  («,  ...,  b)  une  fonction  monotone  de  J". 
Ea  forme  (  II  )  de  P.  du  liois-Reymond  est,  en  réalité,  malgré  son  apparence  plus 
générale,  un  simple  corollaire  de  la  forme  (I)  de  0.  Bonnet;  c'est  le  théorème 
de  O.  Bonnet  qui  est  le  théorème  général.  Cependant,  en  utilisant  une 
remarque  rluc  à  P.  du  Bois-Beymond,  on  peut  aussi  écrire,  au  lieu  de  la  rela- 
tion (  II  j,  lu  relation 


(III) 


j    f{x)  ■ç.ix)  dx  =  A    /    ■^{x)dx-^^  I    -iix)  dx 


où  A  et  B  vérifient  soit  les  inégalités 

(1)  A^/(«^o)</(6-o)-B, 

soit  les  inégalités 

(2)  A>/(a  +  o)>/(6-o)>B. 

et  où  ;  a,  pour  chaque  choix  de  A  et  de  B  concordant,  soit  avec  les  inéga- 
lités (i),  soit  avec  les  inégalités  (2  ),  une  valeur  située  dans  l'intervalle  a'£\'^b. 
Cette  relation  (III)  comprend  aussi  bien  la  relation  (II)  que  la  relation  (I) 
comme  cas  particulier. 

Il  est  curieux  d'observer  que  le  fait  de  pouvoir  ainsi  choisir  pour  A  et  B  une 
infinité  de  valeurs  sans  que  \  quitte  l'intervalle  a'LX'Lb,  repose  sur  des  consi- 
dératinns  ariliiniéti(]ues  de  caractère   élémoiUiiire.    M.    Pringslieim    le   met  en 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  ,7> 

évidence  en  élal)lissant  pour  des  sommes  formées  d'un  nomhre  (ini  de  teirncs 
une  relation  qui,  pour  ces  sommes,  joue  le  rùle  île  la  relation  (III);  il  nionlre 
d'ailleurs  que  l'on  peut  déduire  aisément  de  celte  relation  la  relation  (III) 
elle-même. 

Voici  quelle  est  la  relation  qui  joue  le  rôle  de  la  relation  (III)  pour  des 
sommes  finies  : 

Soient  u^,,  u^,  u.,.  ...,  /^„,  ?<„.,_,  une  suite  monotone  de  nomln-es,  dont  les 
deux  termes  extrêmes  u^^,  ti„+\  sont  >upp()sés  imléterminés,  les  autres  réels  et 

lionnes.  Soient  i\,  f., i^,,,  des  nombres   quelconques  donnés;  pour  cliaqnc 

indice  V  =  I,  2,  . . .,  «,  posons 


V.,  =  l'i-^  r.,  +  ...+  i'.,. 


et  formons  la  somme 


S.=  Xu.,..^, 


v  =  i 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

v  =  n  —  1 
(  3  )  S„  =     y     (  M,  —  M,^,  )  V,^  +  M,.  V„ , 

et  aussi  sous  la  forme 

V  =n 

Cl)  s„=  V(„,^_„,^^,)v.^+M,.^,v„. 


L'expression  de  S,,  fournie  par  la  relation  (4)  peut  se  transformer  en 

(ni)  s„ 


Vr=H 


v 


V  —  0  J 


où  \|  (V,J  désigne  une  valeur  moyenne  de  V„,  V,.  \  _,,  ...,  V„,  en  sorte  (|uc 

V  =0 

l'on  ait  ou  bien  pour  un  indice  m  déterminé  -C  ". 

M(v.J  =  v.,., 


ou  bien  pour  un  indice  m  déterminé,  ou  pour  plusieurs  indices  /»  délermim 
vérifiant   les  inégalités  o'lm<.n, 


v„.<  \[(VJ<V,„^, 


Si   les  éléments   de    la    suite   monotone   u,.   «,,    «. "„,  "„  n    sont   tous  di- 

même    signe,    on    peut    prendre    m,,^,""    quand    |  ".J  ~  I  ",,.1  ,    "o~'*   q>"''i'd 
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I"vl  ~l"vn  )  '^^  l"cxpressiori  de  S„  peut  s'éciirc 


(IV) 


s    =  II. 


V  -  " 

v.-.\I(V.,) 

V  =  0 


.]uund  l"vl^'«v+i!- 

fliuind  |Wvl^l",+i!- 


L'expression  île  S,,  fournie  par  la  rclalion  (3)  peut  de  même  se  transformer 
en  deux  relations  analogues  à  (III)  et  à  (IV).  La  relation  analogue  à  (III) 
est  la  relation 

V  =  /l  —  1 

(II)  ^.=  «1    ^l    (V,J  +  »„ 


V  =  /i  -  I  ~] 

V  -  1  J 


qui  joue  le  ri'ile  de  celle  de  P.  du  Bois-Reymond  ;  la  relation   analogue  à  (IV) 
est  la  relation 

V  —  n 

(I)  ^.=  «,  M(VJ, 


qui  joue  le  rôle  de  celle  i!e  O.  Bonnet. 

Ceci  posé,  M.  Pringslieim  établit  le  théorème  de  la  mojenne  poui-  des  inté- 
grales, sous  la  forme  générale  (III),  en  précisant  les  condilions  que  doivent 
véiifier  les  fonctions  envisagées /(j;),  '^{x)  pour  que  ce  théorème  ait  lieu.  La 

fonction  f{x)  est  supposée  monotone  et  finie  daii'*  Tintcrvalle  envisagé 

{a,   ....  b); 

elle  est  donc  intégrahie  dans  cet  intervalle,  même  si  elle  y  a  un  nombre  infini 
de  points  de  discontinuité  finis  pourvu  que  ces  discontinuités  ne  rompent  pas 
la  monotonie  Ae  f(x).  Si  alors  '^[x)  est,  dans  tout  l'intervalle  (a,  . . .,  6),  finie 
et  intégrable,  ou  si  9(0;)  n'admet  que  des  infinis  tels  que  non  seulement  'j(x) 
mais  aus<i  \-i{^x)\  soit  intégrable,  la  fonction  z{x)/{x)  sera  nécessairement 
intégrable.  Sous  ces  condition-^  le  théorème  (III)  a  lieu. 

La  fonction  zi{x) /{x)  est  encore  nécessairement  intégrable  lorsque  la  fonc- 
tion o{x),  étant  supposée  intégrable,  devient  infinie  pour  un  nombre  fini  do 
points  aux  environs  desquels  \o{x)  ne  soit  pas  intégrable.  Ce  n'est  que  (piand 
ces  derniers  points  apparaissent  en  nombre  infini  (pi'il  fiiut  joiniire  expres- 
sément aux  conditions  |irécédentes  sous  lesquelles  le  ihéoième  (  III  )  a  lieu, 
l'hypothèse  que  le  produit  ■ç{x)f{x)  est  intégrable. 

AL  Pringsheim  termine  son  Mémoire  en  comparant  entre  elles  les  diverses 
démonstrations  du  second  théorème  de  la  moyenne  que  Ton  a  données  avant  la 
sienne. 

horn  [A.].  —  Sur  le  cns  (Irsliint-  sous  \c  nom  tlo  semi-défini  dans 
la  llK'oric  des  maximes  et  des  minimes.  (■>.35-246). 


Envisageons  une  fonction  _/(  j:,,  x..,  ...,  x„)âçn  variables  indopendantes  J",, 
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Xj,  ...,  j:,..  Soit  (a,,  a,,  ...,a,,  )un  jjoinl  analytique  dont  les  coordonnées  a,, 
a.,,   ...,  o„  vérifient  les  équations 


O  (j  =1,    2,    ,..,    «), 


en  sorte  que  la  variation  Zf  soit  nulle  en  ce  point:  supposons  aussi  ([ue 
f{x^,  x-,-,  ■■■,  vC„)  soit  développable  en  série  de  Taylor  aux  environs  de  ce 
point.  Formons  alors  la  seconde  variation 


Si  l'équation 


fu—?         fn 


/„,  /,.  •••      /...-? 


que  l'on  peut  mettre  sous  lu  forme 

(l)  p"-T-    *!?""'  -+-.  .  .-^    "^,,-1?   -+-    ^„=    "> 

n'a  aucune  de  ses  racines  égale  à  zéro,  la  discussion  qui  permet  de  reconnaître 
si  au  point  analytique  (a^,  a^,  ...,  a„)  la  fonction  /  a  un  maxime  ou  un 
minime  rentre  dans  le  cas  général;  mais,  si  cette  équation  admet  une  ou  plu- 
sieurs racines  nulles,  on  se  irouve  dans  le  cas  senii-dé/ini. 

Dans  le  cas  où  Z'-f  est  idenlit[uement  nulle  en  Zx^,  ox^,  .-.,  Sj:-,,,  il  faul, 
pour  que  le  point  (a,,  a^,  ...,  o„  )  soit  maxime  ou  minime,  que  o'/  soit  aussi 
ideiiti(]uemenL  nulle  en  Zx^,  Zx.^  ....  Zx^/,  supposons  cette  condition  vérifiée; 
si  alors  S*y  est  toujours  de  même  signe  pour  tous  les  Zx^,  Zx.,  ...,  ox,,,  on  a 
un  m  nimé  si  ce  signe  est  positif,  un  maxime  si  ce  signe  est  négatif;  si  S'/  est 
tantôt  positif,  tantôt  négatif,  il  ne  peut  y  avoir  ni  maxime,  ni  minime;  si 
ô'/,  sans  changer  de  signe,  devient  nulle  pour  certaines  valeurs  de  o.r,,  Zx„,  .... 
ôx„  (qui  ne  soient  pas  toutes  nulles),  on  a  une  singularité  du  scco'^kj  ordre 
dont  l'étude  n'est  pas  abordée  par  M.  Korii. 

Dans  le  cas  où  Z'f  est  de  la  forme 


ev 


It—r 

=  i  V 


OX/i, 


OÙ  ;•  est  un  entier  égal  à  l'un  des  nombres  t,  2,  ...,  n — i,ctoù  0,,  0.^,  ...,  p, 
sont  de  même  signe,  il  faut,  pour  le  point  analytique  (a,,  a..,  ....  o,. )  soit 
maxime  ou  minime,  que  5'/ soit  nulle  idcntii|uement  en  ojr^^p  ..-,  5j;„  après 
que  l'on  y  a  fait 

Zx^  =  Zx..  — . . .  =  ôx,.  —  o. 

Si  cette  condition  est  vérifiée,  il  faut  examiner  l'expression 

//  =  /• 


178  SECONDE  PARTIE. 

si  celle  expression  conserve  le  signe  commun  à  p,,  p^,  ...,  p^  pour  loules  les 
varialions  ix^_^.^,  ...,  ox„,  après  que  l'on  y  a  fait 

Sjt,  =  ôx^  = . . .  =  ox^  =  o, 

on  a  un  maxime  quand  le  signe  commun  de  p,,  pj,  . . .,  p^  est  le  signe  —  el  un 
minime  quand  ce  signe  esl  le  signe  -h;  si  celte  expression  prend  pour  un  seul 
système  de  valeurs  données  aux  variations  ôx^^,,  ...,  5jc„,  après  qu'on  a  fait 

S^i  =  Zx,  =  . .  .=  ôx^  =  o, 

le  signe  contraire  de  celui  de  p,,  p,.  ...,  p^.  on  n'a  ni  maxime,  ni  minime;  si 
celle  expression,  sans  prendre  jamais  le  signe  contraire  à  celui  de  pj.  p^,  . . . ,  p^, 
s'annule  pour  quelque  sjstème  de  valeurs  données  aux  variations  ox^^,,  . . .,  ox„, 
après  qu'on  a  fait 

ùx^  =  Zx^  =  . .  .=  ôx^  =  o, 

on  retombe  sur  une  singularité  du  second  ordre. 

L  ne  transformation  bien  connue  de  Jacobi  permet  d'ailleurs  de  ramener  dans 

tous  les  cas  l'expression  de  o-/ 

(  =  1    A  =  1 

dans  le  cas  semi-défini,  à  la  forme 

/i  =  r 

-    >    9h^yi-^ 
A  =  l 
où 

o  1  /•  £  «  —  I , 

et  où  pp  p,,  ...,  p,.  sont  de  mèm^  signe,  donc  à  l'un  des  deux  cas  particuliers 
que   l'on    vient  d'examiner.   On   parvient  ainsi    au   théorème  fondamental    que 

\i>iiM    : 

Soit  {n  — r)  le  nombre  de  racines  nullet  de  l'équation  (i),  en  sorte  que 

Supposons  que  cette  équation  (i)  admette  r  racines  positives,  en  sorte  que 
la  suite 

I,     2,,     a^,      ....     a^ 

présente  r  changements  de  signe,  ou  r  racines  négative ;,  en  sorte  que  la 
même  suite  i,  a,,  a^,  ...,  a^  ne  présente  aucun  changement  de  signe.  Pour 

que  le   point   analvtinue   (a,,  a,,  ....  a   )    où    -^  =  o,    ....   -f—  —  o,   soit 


maxime  ou  minime,  il  faut  que  l'on  ait 

0'/  =  o 
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pour  toutes  les  variations  Zx^,  ox,,  ...,  ox„  qui  vérifient  les  n  relations 

k  =  n 

(3)  ^^A^-z-t^o         (t  =1,  2,  ...,  n). 

A  =  i 

dont  r  seulement  sont  indépendantes. 

Si  cette  condition  est  vérifiée,  on  examinera  l'expression 

dans  laquelle,  si  ;•  =  o,  on  prendra  tous  les  c^^  nuls,  et,  si  /•  n"cst  pas  nul,  on 
prendra,  pour  i.  A'  =  i.  a n. 

I     ^ya^ 

et 

_      I        ()0L^ 

pour  i  ^  A'. 

Si  celle  expression  (3)  a  toujours  le  signe  de  — a;  (ou  toujours  le  même 
si2;nc  quand  /•  =  o),  on  aura,  en  {a^,  a^,  ...,  a„),  un  maxime  quand  a,  est 
positif,  un  minime  quand  a,  est  négatif.  Si,  pour  un  seul  des  systèmes  de 
variations  oXj,  ôx^,  ...,  Zx,,  envisagés  [tel  que  les  équations  (2)  soient  véri- 
fiées], l'expression  (3)  a  quand  /■  >  o  le  signe  de  aj,  il  n'y  aura  ni  maxime, 
ni  minime  en  (a,,  a„,  . . .,  a„  );  si,  pour  les  différents  systèmes  de  variations  8,r,, 
Zx,^  ...,  oj:„  [tel  que  les  équations  (2)  soient  vérifiées],  l'expression  (3)  n'a 
pas   pour   /•  =  o   toujours  le  même  signe,   il   n'y  a  ni  maxime,   ni  minime  en 

(a,,  a. a„).  Enfin  si  l'expression  (3),  tout  en  n'ayant  le  signe  de  a,  pour 

aucun  système  de  variations  ox^,  ôx^,  ...,  Sj;„  tel  que  les  équations  (2)  soient 
vériliées,  peut  cependant  s'annuler  pour  l'un  ou  l'autre  de  ces  systèmes  de 
variations,  on  retombe  sur  le  cas  des  singularités  du  second  ordre  qui  n'a  pas 
encore  été  étudié. 

Schiclc  (./.).  —  Relations  cnlic  la  ccntriqiie  isogonale  et  la  théorie 
des  invariants.  (249-272). 

La  centrique  isogonale  comprend  l'étude  des  figures  planes  polygonales  dont 
les  sommets  sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  d'un  plan 
sur  les  côtés  d'un  polygone  situé  dans  ce  plan.  Soient  A,  B,  C  et  V  quatre 
points  du  plan  des  variables  complexes  et  \,  Y,  Z  les  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  P  sur  les  droites  qui  Joignent  BC,  CA,  AB.  Désignons  par 
x^,  y^  les  coordonnées  du  point  A,  par  x^,  y,  celles  du  point  15.  par  x^,  y^  celles 
du  point  C,  par  x^.,  y^  celles  du  point  P,  et  posons 

-=/.  =  •^(.+  h'h        I"*"'"        '*  ~  ''  -'  •^'  '•■ 
La  \aleur  absolue  du  rapport  anliarnioniquc 


i8o  si<:coNui':  paktii^. 

(les  quatre  points  A,  B,  C,   P  est  ég;ile   au  rapport   t-'.t^.   des   longueurs  des 

côtés  XV,  ZY  du  triangle  XYZ,  tandis  que  rurguinent  de  ce  mendie  rapport 
anharmonique  est  égal  à  la  mesure  de  l'angle  XYZ  que  font  entre  eux  les  deux 
cotés  XY  et  ZY  du   triangle  XYZ.  Si  Ion  ed'ectue  une  transformation  linéaire 

!;  =  —=4, 

les  quatre  points  A.  B.  C,  P  viennent  en  A',  B',  C,  F';  soient  alors  X',  Y',  Z' 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  P'  sur  les  droites  qui  joignent 
B'C,  C'A',  A'B';  comme  le  rapport  aiiliarmonique  des  quatre  points  A',  B', 
C,  P'  est  égal    au    rapport   anliarmoni(|ue   des   quatre  points   A,    B,    C,  P,    le 

rapport  r^-rrrr  est  égal  au  rapport  '  et  l'angle  X' Y'Z'  est  égal  à  l'angle  XYZ. 

1  Z   1    I  I Zi  I 

L'invariance  de  la  fmme  du  triangle  XYZ  entraine  une  suite  de  conséquences 
intéressantes  dont  on  peut  tirer  profit  tians  la  théorie  des  invariants.  Plusieurs 
de  ces  conséquences  sont  développées  dans  le  Mémoire  de  .M.  Scliick. 

JVeber  {E .  von).  —  Sur  les  conditions  sous  lesquelles  un  svstènie 
d'équalions  de  PfafT  peut  être  réduit  à  une  forme  ne  contenant 
qu'un  nombre  donné  d'éléments  diflerentiels.  (2-3-3oo). 

Ce  Mémoire  contient  un  exposé  général  des  rcclierches  de  M.  von  W'eber  et 
l'étude  systématique  des  cas  particuliers  les  plus  simples  qui  peuvent  se  pré- 
senter. 

Envisageons  un  système  de  (a  —  m)  équations  de  PfafT 

+  a;i  (.Tp  x^_,  . . .,  ^„)  rfjF2  +  ...+  a,„,  {x^.  J7„,  ....  x„)  dx,„, 

(i)     i  -\- a.,^{x^,  X.,,  . . .,  x,^)  dx.,-i-..  .-^  a,^^^(x,.  x^,  ...,  x,^)  dx^^^, 


I  dx^^     =      «,  „-,„('^p  ■^■2^  ■  ■  ■■  ^„)  ^-^1 

\  +  o„  „_,„  (j;,,  x.^.  . . .,  j:-,,)  £/.r.,-i-...+ rt,„  „_,„(a:,,  X;,  ....  xj  dx„,. 

Désignons  par  t  un  entier  (|ui  n'est  ni  plus  grand  que  (n  —  2),  ni  plus  petit 
que  («  —  m)  et  proposons-nous  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes sous  lesquelles  on  peut  ramener  ce  système  (i)  à  la  forme 

1    !•  „  </•,  +  K„  f//,  + . . .  -+-  l-\,  df._  =  o, 


I 


l'i  ,.-m  ^/i  +  I'^  „-„.  df.  -V . . .  -t-  1\  „_„,  df.  =  o, 


""  /r  .fi-  •••'  f-  désignent  des  foncii  )ns  de  x^.  x.,.  ...,  .r„  indépendantes  les 
unes  des  autres. 

Li)rs(|ne  le  priii)lemc  c-il  possible,  les  relations 

/,  =  (-,,         f..=  C„         ...,        /.=  c. 
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représentent,  quelles  que  soient  les  valeurs  données  aux  constanles  c,,  c^,  ..., 
c„,  une  intégrale  -M„_-  du  système  d'équations  (1  );  elle  est  de  dimension  {n  —  t  ); 
si  on  la  représente  par 


(■5) 


f 


où  M,,  «;.  ...,  u„_.  représentent  {11  —  t)  paramètres  indépendants,  x,,  j;.^,  ., 
x^  vérifieront  les  équations 


(4) 


Ou^ 

—    ^  "',1 

i=l 

t>«,. 

'     du,. 
1    

i=i 

dXj 
âW,. 

/  =  WI 

dx„ 

-Ta 

dX; 

àl'r 

"    d«. 

\       (/•   =   !,    3, 


ainsi  que  les  équations 


(5) 


\^       \T  OX-    OXi. 

1  =  1    K  =  l 


dx,  dXr 


dx-  dx^ 
Ou.  ()u . 


i  ■=  m  h  ~  III 

y  y  «. 

« = 1  * = 1 


dx-  ôXf.  _ 


(/•,  s  =  I,  2,  .. .,  7^  —  t), 


obtenues  en  dérivant  les  précédentes  par  rapport  à  «,,  u...  ...,  «„_„,  et  énalani 

entre  eux  ceux  des  seconds  membres  des  relations  ainsi  obtenues  pour  Icsqiw  I-. 
les  premiers  membres  sont  identiques. 

Pour-  que  l'on  puisse  ramener  le  système  d'équations  de  Pfaff  (1)  à  l<i 
forme  (  2  ),  il  faut  et  il  suf/lt  que  le  système  d'équations  (S„_,)  formé  par 
les  équations  (3),  (4)  et  celles  que  l'on  en  déduit  en  prenant  les  dérivées 
un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport  à  f<,,  u.^,  ...,  u„_.f  n'entraine,  m 


i8'>. 


si-coNDi-  l'A  un  !•:. 


quelque  relallon   entre  x,,   x^_,    x,,   seulement,  ni  le  système  que   l'on 

obtient  en  égalant  à  zéro  tols  les  déterminants  d'ordre  {n  —  ~)  de  la 
matrice 

dx^  dx^  àx,^ 

Ou^  ^U^  ^U^ 

^x^  Ox^_  Ox,^ 

éu„  <Ju^  Ou.^ 


ùx^ 


()x^ 
du7 


àx^, 
du.. 


Un  nombre  fini  de  (lilTérenliations  et  d'éliminations  permet  crai'Ieurs  de 
véi'ifier,  sur  chaque  système  d'équations  (i)  données,  si  ces  conditions  sont 
vérifiées  ou  non. 

M.  von  Weber  aborde  ensuite  la  rcclicrciie  des  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  que  doivent  vérifier  les  coefficients  a^  du  système  d'équations  dif- 
férentielles (i)  de  PfafT  pour  que  :  par  chaque  variété  M,  à  une  dimension,  inté- 
grale de  ce  sj'stème  d'équations  (i),  passe  en  général  au  moins  une  variété  JVf^ 
à  deux  dimensions,  intégrale  du  même  système  (i);  par  chaque  variété  Af,  à 
deux  dimensions,  intégrale  du  système  (i),  passe  au  moins  une  variété  M,  à 
trois  dimensions,  intégrale  du  même  système  (i);  ...;  enfin  par  chaque 
variété  M„_._,  de  dimension  {n  —  t  —  i),  intégrale  du  sj'stème  (i),  passe  au 
moins  une  variété  M„_-  de  dimensions  {n  —  t)  intégrale  du  même  système  (i). 
Avant  d'aborder  ce  problème,  il  donne  des  conditions  suffisantes  pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  concernant  les  systèmes  (S„_^),  (S„_^_,),  ...  et  déduites  du  théo- 
rème général  précédent  que  l'on  vient  d'énoncer. 

Les  cas  où  m  =  i  ou  2  sont  élémentaires.  RI.  von  Weber  donne  la  solution 
complète  du  problème  pour  m  =  3  et  pour  m  =  4.  L'étude  des  cas  où  »i  >- 4 
nécessite  l'emploi  de  faisceaux  de  formes  bilinéaires  alternées  à  plus  de  quatre 
variables. 

Voit  (von).  — ■  Notice  biographique  sur  Soplius  Lie.  (339-345)- 

Voit  (von).  —  Notice  biograpliique  sur  Eugène  Beltrami.  (345- 
348). 


Webei'  (E .  von).  —  Sur  les  complexes  linéaires  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions  et  sur  les  systèmes  d'équations  de  Pfafl. 
(393-434). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  celui  qui  a  été  analysé  plus  haut;  il  est  consacré  à 
l'élude  du  cas  où  m  =  5,  en  sorte  que  les  systèmes  d'équations  de  FfafT  que 
l'on  y  envisage  sont  formés  par  (n  —  5)  équations  entre  n  variables.  Ce  cas 
est  étudié  en  utilisant  une  suite  de  propriétés  des  complexes  linéaires  dans 
l'espace  à  quatre  dimensions,  propriétés  que  M.  von  Weber  commence  par 
établir  avec  soin.  Il    parvient   ainsi    à   établir  les  conditions  (|ui   sont  néces- 
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saircs  cl  suffisantes  pour  qu'un  système  d'équations  de  Pfaff  données 

rfvCg  =  y    a,,  {x^,  x^,  . ..,  a-,,  )  dx^, 
1  =  1 

/  =  6 
dX,,  =     y,  ",  n-O  (  •^I-  -^2'    •  •  •  ■  •^„  )  f'^'^,- 

1  =  1 

puisse  être  transformé,  soit  pour  p  =i,  soit  pour  0  =  2,   soit  pour  0  =:  3.  en 
un  système  de  la  forme 


OÙ  les  fonctions  /,.  f.^,  ...,  /^^j^  sont  supposées  indépendantes.  Ces  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  fournissent  d'ailleurs  la  solution  pour  m  =  5  du  pro- 
blème posé  dans  le  Mémoire  précédent  pour  un  nombre  quelconque  /n  <  «  et 
déjà  résolu  pour  wi  =  2,  3  et  4- 

Parmi  les  résultats  auxquels  parvient  RI.  von  Weber,  il  convient  de  men- 
ti<mner  tout  particulièrement  le  fait  que,  sauf  dans  deux  cas  qu'il  caractérise 
d'une  façon  précise  et  qu'il  étudie  à  part,  la  réduction  d'un  système  de  l'faff 
ilans  lequel  le  nombre  des  variables  dépasse  de  cinq  unités  le  nombre  des 
équations,  se  ramène  à  lu  réduction  de  systèmes  de  Pfalldans  lesquels  le  nombre 
des  variables  dépasse  de  moins  de  cintj  unités  le  nombre  des  équations. 

Pn'ngslieùn  {A.).  —  Sur  la  convergence  des  fractions  continues 
périodiques.  (463-488). 

I.  Envisageons  une  fraction  continue  périodique 
(.)  ^ 


b,+ 


b,- 


f       6,-+-.. 


dans  laquelle  a,,  b^,  a.^,  6,,  ....  a  ,  b ,  désignent  des  nombres  quelconques  réels 
ou  complexes  (les  valeurs  absolues  des  nombres  a  étant  toutefois  supposées 
dilTcrentes  de  zéro),  et  formons  la  suite 

Aj=:  o,         A,  =  a,, 
B,=  i,        B,  =  6,, 
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et,  pour  V  ^  2, 

posons  enfin 


SECONDE   PARTIE. 
A,=  <!>,^A,_,-ha,^\.,, 


Pour  que  la  fraclion  conlinue  périodique   (i)   soit  coin'efgeiitc.   il  fciid  que 
Ton  ait 

I  B,_,  I  >  0. 

Celte  condition  nécessaire  est  d'ailleurs  suffisante  lorsque  D  est  nul;   la   frac- 
tion continue  périodique  (i)  converge  alors  vers 

.Mais  si  |D|   est  positif,   il  faut  encore,  pour  que  la  fraction  continue  pério- 
dique (i)  soit  convergente,  que  la  partie  réelle  de 


V'D 

ne  soit  pas  nulle.  Lorsque  cette  condition  est  vérifiée,  on  distinguera  deux  cas 
suivant  que  |A  |  est  positif  ou  nul. 

Si   Ton   désigne  par  s\/D   le    produit  de   la   détermination   principale  de  la 
racine  carrée  de  D  par  l'unité  positive  ou  négative  s  choisie  telle  que  l'on  ail 


et,  si  Ton  pose 


n,-3v'Dl<iA„_,4-B,,+  cv''D| 


B-îvD 


2B. 


:^B„.. 


la  fraclion  continue  périodique  (i)  convergera,  dans  le  premier  cas  (celui  où 
|A,|  est  positif),  vers  ^Tj  quand  p£'i,  tandis  que,  toujours  dans  le  premier 
cas,  quand  pd'i,  il  faut  encore,  |)our  la  convergence  de  la  fraction  continue 
périodique  (i).  que  l'on  ait 


A,_—  B.^x.,\  >  o         pour 


I,    2, 


celle  condition  jointe  aux  précédentes  est  alors  suffisante. 

Dans  le  second  cas  (celui  où  A    est  nul),  la  condition  que  la  partie  réelle  de 


VD 

ne  soit  pas  nulle,  peut  être  remplacée  par  la  condition 


15, 


cl  la  fraction  continue  périodique  (i)  converge  alors  vers  x^=  o. 
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Lorsque  «,.  6,.  a^,  b^,  ...,  a^,,  b^  sont  réels,  et  plus  généralement  lorsque 
A^,_,+  B^,  et  D  sont  réels  (voir  même  nuls),  il  faut,  pour  que  la  fi-aclion 
continue  périodique  (i)  converge,  que  l'on  ail 

|B^_,l>o,         |A,,_,+  B,,|>«,         D^o. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  aussi  suffisantes  quand  D  est  nul,  ou  quand, 
D  étant  positif,  p  est  1l2\  la  fraction  continue  périodique  (i)  converge  alors 
vers 


^X-'-'-^'-k^A 


Quand  pl-''>-  il  faut  encore,  pour  que  la  fradion  continue  pciio(ii(|iic  (i)  con- 
verge, que  l'on  ait 

|A.,— B,^j:,|  >  o, 

pour  V  =  I,  2,  . . ..  p  —  2,  en  représentant  par  x..  le  muribre 


rB-[v.->V-^^>B] 


II.  Convenons  d'appeler  fraction  continue  conjuguée  de  la  fraction  con- 
tinue périodique  (i),  dans  tous  les  cas  où  py>i,  la  fraction  continue  pério- 
dique 

(  ^  )  ^'„ 


^',- 

(/.■, 

ô; 

,+., 

a.,-t 

b;,- 

«/' 

K 

'''¥, 

J!j. 

où  b'^— b  ,  a\  =  a^,,  6',  =  6^,_,,  a'^  =  a^,_i,  b\~  b^^_„.  ....  a],-i  — a,.  b',,~i=b,, 
a'.,=  a^;  et,  dans  le  cas  où  p  =  \,  la  somme  de  b^  et  do  la  fraction  pério- 
dique (i)  elle-même. 

Si  |D|  >  o  et  si  la  fraction  continue  périodique  (r)  converge  vers  j:,.  la  frac- 
lion  continue  conjuguée  de  (i),  changée  de  signe,  converge  vers  x...,  à  condition 
toutefois  que,  si  />^3.  on  ait 

\\[~  B.>,!  >o. 

pour  V  =  o,  I,  2,  ...,/?  — 3,  en  désignant  par  \[,  W',  les  nombres  formés  au 
moyen  des  formules  de  récurrence 

A;,=  è;,        \\  =  b\V„+a\, 

b;,  =  1.        b; -(!/;, 

et,  pour  V  ^  2, 

\'.,=  b',\:,^x-^-a[\i:, 

B.'  =  ^;b.;^, -T-oviîU- 

La  fraction  continue  conjuguée  (2)  de  la  fiaclion  cunlinuc  périodi.|ue  (i)  n'est 
DuU.  des  Sciences  malhéni.,  1'  série,  t.  \\\  lU.  (Octobre  i0O|.)     B.i', 
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divergente  que  quand  V,=:o  cl  que  i  A^,_,  |  <  |  B^J,  auquel  ras  la  fraction 
continue  périodique  (i)  tend  vers  zéro.  Lorsque  A^,--o  cl  (|uc  |  A^,_,  |  >  |B^,|. 
c'est  la  fraction  continue  périodique  (i)  qui  est  diverj.'entc  tandis  que  sa  conju- 
guée ( 2  )  converge  vers  zéro. 

Si  D  =  o  et  si  |  B  _,  |  >  o,  la  valeur  commune  de  la  fraction  continue  pério- 
di(iu('  (i)  et  de  sa  conjuguée  (2)  changée  de  signe  est 

Liiideniann  [F.).  —  Conlribulion  à  la  tliéorie  des  fondions  aiilo- 
morphes.  (493-5 10). 

M.  Liademann  reprend,  en  la  complétant,  la  Communication  qu'il  a  faite  sur 
le  même  sujet  en  1899  (  voir  le  compte  rendu  du  Tome  XXIX  des  Sitzungs- 
berichte  de  Munich).  De  la  convergence  absolue  de  la  série 

!;/.■(-). 

il  avait  conclu,  par  intégration,  à  celle  de  la  série 

/  =  0 


|)ui-,  un  peu  hàlivcincnl,  à  celle  de  la  série 


en  laissant  de  côté  le  terme  /'.(■3„).  à  la  suite  d'une  faute  de  calcul,  l^n  corri- 
géant  son  erreur,  il  cherche  à  montrer  pourquoi  le  résultat  obtenu  est  cepen- 
dant exact  et  il  donne  les  raisons  de  la  contradiction  apparente  de  ce  résultat 
et  du  résultat  concernant  la  divergence  de  la  série 

'v/:(.), 

I    '0 

obtenu  par  .M.  Ritter  dans  le  Tome  XLI  des  Madiemalische  Annalen  :  le  grou- 
pement des  termes  de  la  série  est  autre  dans  les  deux  recherches. 

Prinnslieini  (A.').  —  Sur  un  lliéoiriuc  roiidamcnlal  de  la  lliéorif 
des  fondions  |)('iiodi(|iies.  (.")4i-Joa). 

Désignons  par /(?/)  une  fonction  jiériodiquc  d'une  variable  complexe  u  qui, 
dans  tout  domaine  fini,  n'admet  ([uiin  nombre  y?«t  de  périodes.  On  sait  que 
Jacobi  a  démontré  que  f{u)  ne  peut  «ire  que  simplement  ou  doublement 
périodiiiMc.  M.  Pringshcim  reprend   la  démonstration  de  ce  théorème  en  sui- 
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vanl  une  marche  distincte  de  celle  de  Jacobi.  Il  démontre  d'abord  que  toutes 
les  périodes  Si  de  f{u),  dont  le  rapport  est  réel,  sont  des  multiples  d'une 
période  to,  de /(;<);  il  en  déduit  les  théorèmes  suivants  : 

I"  Si  w' et  w"  sont  deux  périodes  quelconques  de  f(u),  le  rapport  —7  ne  peut 
être  un  nondire  réel  irrationnel  ; 

2"  Si  les  rapports  de  toutes  les  périodes  Si  de/(«)  sont  réels,  /{u)  est  uu<' 
fonction  simplement  périodique  et  la  période  primitive  île  f{u)  est  alors,  à 
volonté,  Tune  ou  l'autre  des  deux  périodes  ±  u,  pour  laquelle  |w,|  est  mi- 
nimum ; 

3°  Si  le  rapport  —  de  deux  périodes  w  =  ;  -H  /t,,  w'^  ç'-f-  ;t,'  n'est  pas  réel, 
/(u)  ne  peut  pas  être  simplement  périodiijue. 

Il  reste  à  démontrer  que.  (buis  ce  dernier  cas,  la  fonction  pério(li(]ue  f{tt) 
est  précisément  doublement  périodique.  A.  cet  efl'et,  M.  l'ringshcim  établit  le 
Icmmc  que  voici  : 

Si  le  rapport  —  de  deux  périodes  oj,  to'  de  f{  u  )  n'est  pas  réel  et  si  aucune 
autre  période  il  de  f{u)  n'est  de  la  forme 

h  =  ôw  -H  c'tij', 

oii  £,  e'  désignent  de<  nombres  réels  assujettie  à  l'unique  condition  de  véri- 
Jler  les  inégalités 

£  ^  o,  s'^  O,  c  -i-  s'S  I, 

toute  période  £î  de  f{u)  peut  être  mise  sous  la  forme 

£î  =  m  w  -f-  m' h)', 

oii  m.  m'  sont  des  entiers  déterminés,  positifs,  négatifs  ou  nuls,  en  sorte  qiw 
i.j  et  w'  sont  alors  des  périodes  primitives  de  f{u). 

Se  plaçant  ensuite  dans  l'hypothèse  où.  parmi  les  périodes  ii  de  /(m),  il 
s'en  trouve  dont  le  rappoi't  ne  soit  pas  réel,  il  démontre,  en  s'appuyant  sur  b; 
leuimc  précédent,  que  si  w,  ilésignc  une  période  de  f{u)  telle  que  la  valeiii 
absolue  d'aucune  période  de  f{u)  ne  soit  plus  petite  que  celle  de  w,,  et  si  m. 
désigne  une  période  def{u)  dont  le  rapport  à  w,  ne  soit  pas  réel,  et  qui  soit, 
en  outre,  telle  que  la  valeur  absolue  d'aucune  des  périodes  de  /(«)  autre  que 
celles  de  la  forme  vto,  (où  v  est  un  entier  quelcon(]ue  positif  ou  négatif),  ne 
soit  plus  petite  que  la  valeur  absolue  de  0)^.  les  périodes  oj,,  m.,  sont  des  pé- 
riodes primitives  de  f{u)-  Le  ihéoièmc  de  Jacobi  est  ainsi  complètcmeni 
démontré. 

On  peut  encore  se  demander  coiidjien  l'on  peut  former  de  périodes  de  f(u). 
telles  que  deux  quelconques  d'entre  elles  forment  une  paire  de  i)ériorles  primi 
lives  comme  celle  qui  est  caractérisée  par  les  périodes  o),,  to^  du  théorème  pré- 
cèdent. -M.  Pringslieim  démontre  qu'on  ne  saurait  en  former  plus  de  '5  (aii\ 
signes  près);  0:1  s'assure  d'ailleurs  aisément  que,  dans  certains  cas,  on  peut  «n 
former  eircctivemcnl  -i  ;  pour  ces  trois  périodes 
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définies  aux  signes  près,  on  a  alors 

tandis  que.  pour  aucune  période  il  de  /(«)  dislinclc  de  —  w,,  zh  w„,  rr  Wj,  on 
n'a 

\ii\-::\oK\, 

et  (wp  to^).  ((>),,  w,),  (  Wj,  W3)  forment  trois  paires  distinctes  de  périodes  pri- 
milùes  de  la  fonction /(  îf). 


Tome  XXXI. 
Communications  faites  à  TAcadémie  en  n}oi. 

Voss  (A.).  —  Stir  une  loi  énergétique  fondamentale  de  la  Méca- 
nique. (  53-(j2  ). 

Envisa;j;eons  un  ensemble  quelconque  de  puinls  matériels  soumis  à  des  liai- 
sons quelconques;  sur  cet  ensemble  sont  distribuées  des  forces  données  admet- 
tant un  potentiel;  l'ensemble  est  supposé  en  repos  à  l'instant  actuel  t  à  partir 
duquel  iiuus  Miuluns  étudier  son  mouvement  pendant  un  temps  indniment 
l)elit  T. 

Parmi  tous  les  mouvements  virtuels  de  rcnsemble  qui  sont  compatibles  avec 
le  principe  des  forces  vives,  il  en  est  un  pour  lequel  la  force  vive  est  la  plus 
grande  possible  à  l'instant  t -h 'z.  Ce  sera  ce  mouvement  virtuel  qui  sera  le 
mouvement  élémentaire  que  prendra  l'ensemble  pendant  le  temps  ~  sous  l'action 
des  forces  données. 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  Cari  Neumann  :  .M.  Voss  l'étend  au  cas  où. 
à  l'instant  actuel  t  =  o,  l'ensemble  envisagé  est  en  mouvement,  mais  en  se  bor- 
nant au  cas  où  les  liaisons  de  l'ensemble  sont  fixes.  Il  démontre  qu'alors,  à  un 
instant  t  suffisamment  petit,  l'excès  du  double  de  lénergie  cinétique  de  l'en- 
semble sur  l'énergie  cinétique  relative  obtenue  en  rapportant  le  mouvement  de 
l'ensemble  à  l'instant  t  à  un  repère  invariable  tangent  à  l'ensemble  à  ^  —  o,  est 
plus  grand  que  l'excès  correspondant  obtenu  en  remplaçant  le  mouvcincnl  réel 
par  un  quelconque  des  mouvements  virtuels  possibles  à  t  —  (k 

loss  (A.).   —   Remarques   sur  les    principes   de   la   Mécanicpic. 
(167-182). 

La  variation  ol  de  l'inléurale 


=    y^'(aT-+-.3U 


)dl, 


dans  la(|uolle  a  et  ,3  désignent  deux  constantes,  en  général  entièrement  arbi- 
traires, T  la  force  vive  de  l'ensemble  matériel  que  Ion  envisage,  U  la  fonction 
des  f.trccs   données   distribuées    sur    cet    ensemble    et    (/^.../,)    un    intervalle 


HKVUIÎ  DliS    i'UBIJCAl  IONS.  189 

qiielcoiu[iic  de  temps  pendant  lequel  on  cnvisuge  le  moiivemonl  de  l'ensemble, 
est  nulle  en  vertu  des  équations  dillerentielles  de  la  Mécanique.  Inversement 
de  la  condition  imposée  à  ol  de  s'annuler  pour  tout  déplacement  virtuel  com- 
patible avec  les  liaisons  de  renseiiible,  on  peut  déduire  les  équations  diiïéren- 
lielles  de  la  Mécanique. 

La  condition  i|ue  les  déplacements  virtuels  de  l'ensemble  doivent  être  nuls 
à  t^  et  à  ^,,  n'intervient  pas  dans  la  démonstration  de  M.  ^'oss  qui  donne  à  la 
notion  de  ilépiacement  virtuel  un  sens  précis  qu'il  rattaclic  dircctiMncnl  au 
calcul  des  variations,  mais  qui  ne  co'incide  pas  avec  la  notion  liéiii-raleiiiciU 
adoptée  tlu  déplacement  virtuel  dans  laquelle  on  Jixe  t  pour  ne  l'aire  varier 
(jue  les  coordonnées  des  différents  points  de  l'ensemble  à  l'instant //.re. 

Suivant  le  choix  que  l'on  fait  pour  les  constantes  a  et  |i.  le  principe  que  l'on 
vient  d'énoncer  et  par  lequel  on  peut  remplacer  les  équations  différentielles  de 
la  .Mécanique,  se  présente  sous  une  forme  plus  ou  moins  avantageuse.  Pour 
a  =  ^3,  on  retrouve  le  principe  d'Hamilton.  Pour  jî  =  o,  on  tombe  sur  une 
extension  du  principe  de  la  moimlrc  action.  Pour  7.  =  o  ou  pour  a  =: —  Ji,  on 
obtient  d'auti-es  formes  encore  qui  sont  toutefois  d'un  usage  moins  commode 
dans  les  applications. 

M.  Voss  insiste  sur  la  forme  conventionnelle  du  principe  général  par  lequel 
on  remplace  les  équations  différentielles  de  la  Mécanique;  ce  principe  n'a,  au 
fuiid,  lien  à  vuii'  avec  les  fondements  sur  lesquels  repose  la  Mécanique,  il 
permet  seulement  de  condenser  les  équations  de  la  Mécanique  sous  une  forme 
particulièrement  simple. 

M.  Voss  examine  enfin  le  principe  de  la  moindre  contrai/ite  de  Gauss  et  met 
en  évidence  que  la  contrainte  est  représentée  par  une  fonction  covarianle  de  la 
force  vi\e  de  l'ensemble. 

Lindeinann  {F.).  —  Sur  le  ihéorème  de  Fermât  concernanl  Tiiii- 
possibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers  réqualion 

X"  —  y"  -i-  -" 
pour  /i  ^  2.  (i85-202  cl  'Î9>)- 

Un  sait  que  Kummer  a  vérifié  le  théorème  de  Fermât  pour  certaines  classes 
de  nombres  entiers  positifs  n  parmi  lesquels  figurent  tous  les  nombres  entiers 
positifs  inférieurs  à  100.  M.  Lindernann  cherche  a  prouver  (]ue  si  l'on  admet 
que,  pour  un  entier  positif  quelconque  n,  ré(|ualion 

x"  =  >'"+  -" 

est  vérifiée  par  des  nombres  entiers  x,  y,  z,  on  tombe  sur  des  contradictions. 
Deux  fautes  de  calcul,  passées  d'abord  inaperçues,  lui  ont  donné  l'illusion 
d'être  ainsi  parvenu  à  la  démonstration  complète  du  théorème  de  Fermât.  Son 
Mémoire  renferme  toutefois  des  résultats  intéressants;  on  y  trouve,  en  parti- 
culier, la  démonstration  du  fait  mentionné  par  .\bel  d'après  lequel,  si  les 
entiers  x,  y,  z  vérifient  l'équalioii 

x"  =  ^"'-^  s" 
et   si    aucun    de    ces   entier.-;  n'est  divisible  par  /i,  tous  trois  s'expriment  au 
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nio^eii  de  trois  entiers  p,  fj,  r  par  des  relations  de  la  forme 
2X  ~  p"  +  q" -\-  r", 

•iz  —  p"  —  q"  -\-  r", 

tandis  que  si   z,   par  exemple,  contient  n  en   facteur,  les  trois  entiers  x,  y.  z 
s'expriment  au  moyen  de  trois  entiers  p,  q,  r  par  des  relations  de  la  forme 

•ix  =/>"-+-  ^"-i-  /i"-'  /•", 
■îy  =  p"  +  q"  —  /l"-'  /•", 
1  z  =  p"  —  q"  +  «"-'  /•". 

Dyck  (  ]]\   von).  —  Discours  prononcé   par  C.-G.   J.  Jacobi   cl 
relroiivé  dans  les  papiers  de  Franz  Neumann.  (2o3-2o8). 

Il  s'agit  du  discours  prononcé  par  Jacobi  le  7  juillet  i832  à  l'occasion  de  son 
intronisation  à  la  Faculté  de  Philosophie  de  l'Université  de  Kœnij;sberg  dont  il 
avait  été  nommé  professeur  ordinaire  en  1829.  Ce  discours  est  écrit  de  la  main 
même  de  Jacobi. 

Weber  [E .  von).  —  Sur  la  théorie  de  la  correspondance  circu- 
laire dans  le  plan.  (3(3--4o8). 

Les  théorèmes  fondamentaux  de  cette  théorie,  dus  à  Mœbius,  peuvent  être 
complétés  et  généralisés.  Ainsi  Ton  peut  envisager  des  correspondances  dan» 
lesquelles  les  deux  variables  qui  se  correspondent  ont  des  valeurs  complexes. 
au  lieu  de  se  borner,  comme  on  le  fait  d'ordinaire,  au  cas  où  ces  valeurs  sont 
réelles.  On  peut  aussi,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  la  théorie  de  la  cor- 
respondance circulaire,  chercher  à  transformer  la  théorie  des  projectivités 
binaires  que  C.  Segre  et  H.  Wiener  ont  développée  dans  les  Mémoires  île 
Turin  pour  1888,  le  Tome  lOG  du  Journal  de  Crelle  et  les  Berichte  de  Leipzig 
pour  1891.  Après  avoir  rappelé,  en  les  complétant,  les  principaux  théorèmes 
fondamentaux  de  Mœbius  concernant  la  théorie  de  la  correspondance  circu- 
laire, I\I.  von  Weber  aborde  l'étude,  d'une  part  de  la  généralisation,  dautre 
part  de  l'adaptation  que  l'on  vient  toutes  deux  de  signaler. 

Kor/i  (A.).  —  Dislribulion  t'leclric|ue  nalurclle  sur  une  surface 
conductrice,  à  courbure  quelconcpie,  donnée.  (425-43/|). 

M.  Korn  démontre  que  sur  toute  surface  fermée,  à  courbure  quelconque,  la 
«listribution  électrique  naturelle  est,  en  chacjue  point,  plus  grande  qu'un 
iiombif  positif  iléterminé  dont  la  valeur  ne  dépcnil  i|ue  de  \i\  forme  de  la  sur- 
face fermée. 

Korn  (A.).    —    Solution    générale   du    problème   de   l'induction 
magnétique.  (435-44o)- 

Envisageons  un  milieu  magnétisé  M,  limité  par  une  surface  S  dont  la  cour- 
bure varie  d'une  façon  continue  (celte  surface  peut  être  formée  de  plusieurs 
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nappes  distinctes);  désignons  par  V  le  potentiel  tli'i  à  des  causes  magnéliqncs 
supposées  fixes  et  situées  hors  du  milieu  .M.  Le  potentiel  induit  total  de  ces 
causes  magnétiques  et  du  milieu  AI  est  donné  en  un  point  quelconque  x,  y,  z 
(le  l'espace  par  la  forniuic 


o  =  ,,./.^<^ 


(Il  désignant  un  élément  de  la  surface  S;  ii  la  demi-normale  intérieure  à  M 
en  ds;  r  la  distance  de  di  au  point  x.  ^■,  z\  I;  une  constante  qui  varie  d"un 
milieu  M  à  un  autre;  et  l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  dz  de  la 
surface  S. 

Le  problème  que  AL  Korn  clierche  à  résoutlre  revient  à  délerniiiirr  une 
fonction  Q  =  Q,-  des  coordonnées  des  points  situés  dans  le  milieu  AL  cl  une 
fonction  Q  =  Q^  des  coortlonnécs  des  points  situés  hors  du  milieu  AL  de  façon 
que,  en  chaque  point  de  la  surface  S,  on  ait 

Q.=  Q..- 

ct 

'        '  On  du  On 

Ce  problème  rentre  d'ailleurs  comme  cas  particulier  dans  celui  de  la  déter- 
mination d'une  fonction  potentielle  U,-  des  coordonnées  des  points  situés  ilans 
le  milieu  AI  et  d'une  fonction  potentielle  U_,  des  coordonnées  des  points 
situés  hors  du  milieu  AI,  de  façon  que,  en  chacun  des  points  de  la  surface  S, 
on  ait 

et 

(>U,.        o\5. 
On         On 


L  On  On  J         -^ 


où,  7,  est  une  constante  réelle  donnée  et  /  une  fonction  univoque  continue 
donnée  en  cliacun  des  points  de  la  surface  S. 

AL  Korn  montre  que  les  fonctions  Q,  et  Q_.  peuvent  être  représentées  par  des 
expressions  de  la  foinic 

Q  =  — *  -f-  C„<I»„+  0,*,+  a<K,-l-. .., 

où,  pour  Q;,  <I>  est  celle  des  solutions  du  problème  de  Lojcune-Dirichlet  pour 
l'espace  intérieur  à  AI  pour  laquelle  les  valeurs  données  sur  S  le  sont  par  la 
formule 

tandis  que,  pour  0,.,  •^  est  celle  des  solutions  du  problème  de  Lejeune-Dirichlct 
pour  l'espace  extérieur  à  AI  pour  laquelle  les  valeurs  données  sur  S  le  sont 

par  la  même  formule      "  ',,'._  V;  C.„  C,.  C.,  ...  désignent  des  constantes  détei- 

minées;  «l>„,  <!•,,  <!>,,  ...  des  fonctions  fondamentales  déterminées  de  Poincaré. 
Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  S  est  une  sphère,  la  solution  de  M.  Korn 
se  réduit   à   un   développement  connu   procédant  suivant  des  fonctions  sphé- 
riques. 
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Lindemann  (/''•).  —  Sur  la  lliéoric  des  raies  d'un  spectre  lumi- 
neux. (41 1-494)- 

Les  longueurs  d'onde  des  raies  d'un  spectre  lumineux  peuvent  être  envi- 
sagées comme  les  racines  d'équations  transcendantes  dont  l'expression  dépend 
des  oscillations  transversales  et  longitudinales  que  l'on  suppose  avoir  lieu  à 
l'intérieur  des  atomes  correspondants.  En  général  ces  racines  ne  peuvent  cire 
évaluées,  mais  on  peut  déduire  des  équations  transcendantes  elles-mêmes,  en 
faisant  quelques  hypothèses  très  simples,  des  relations  entre  les  spectres  de 
divers  éléments.  Après  avoir  établi  ces  relations,  M.  Lindemann  vérifie  qu'elles 
ont  cnfcctivcment  lieu,  au  moins  d'une  fiiçon  approchée,  dans  un  grand  nombre 
de  cas. 

Pringsheim  (/i  .).  —  Sur  la  divergence  de  certaines  séries  entières, 
en  un  point  déterminé  de  la  circonférence  de  lein-  cercle  de 
convergence.  (5oj-j24). 

Soit 

une  série  entière  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i.  Pour  que  cette  série 
converge  au  point  a?  =  t  de  la  circonférence  de  son  cercle  de  convergence,  il 
faut  d'une  part  que  l'on  ait 

(i)  lim    -  [ia,-f- ■.!«o  +  . . .+ «f/„]  =  o, 

Il  =  x    '* 

cl  il  faut  aussi,  d'autre  part,  que,  s  désignant  un  nombre  fini  et  déterminé 
(  valeur  de  la  série  au  point  ^  =  i),  on  ait 

(a)  lim    -  [s, -:- s, --. . .+ s„  ]  =  s, 

Il  /11' 

Il  —  X    " 

5,,  s.j,  . . .,  5,.  étant  des  notations  alirégées  pour  désigner  les  sommes 

V  —  Il 

s,  =  a^,        s.^=  a^-h  a.^,         ...,         s,,  =    /    a./, 

v  =  i 

l'ensemble  des  deux  conditions  nécessaires  (i)  cl  (2)  constitue  d'ailleurs  une 
condition  suffisante  pour  la  convergence  de  la  série 

rt,  -h  rt.  + . . .  -h  «,,  + 

11  est  donc  naturel  de  se  demaiidcr  s'il  existe  des  séries  dis'crf^enlcs 
a^-{-  a.,-.~. . . --  rt, -t- . . . 

satisfaisant,  soit  à  la  condition  (i)  seulement,  soit  à  la  condition  (2)  seule- 
ment. En  ce  qui  concerne  la  condition  (i)  la  réponse  est  aisée;  on  sait,  en 
clTet,  qu'il  existe  des  séries  divergentes 

«,+  fl,^-. .  .-t-  a.,-\-. . . 


pour  lesquelles 


lUîVUli   l)l-:S  PUBLICATIONS. 


lim  v«,.  =  o 
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et  l'on  voit  immédialemenl  que  ehaciinc  de  ces  séries  divergentes  satisfait  à  la 
condition  (i);  étant  divergentes  et  satisfaisant  à  la  condition  (i),  elles  ne  sau- 
raient d'ailleurs  satisfaire  à  la  condition  (2).  La  r.'ponse  est  moins  aisée  en  ce 
qui  concerne  la  condition  (2);  M.  Pringsheim  est  cependant  parvenu  à  montrer 
non  seulement  qu'il  existe  des  séries  rfùe/'^^e/j^es  satisfaisant  à  la  condition  (2), 
mais  encore  à  former  de  telles  séries. 

On  peut  en   conclure,   en   généralisant   un    théorème   ilémontré   par   M.   Fro- 
hcnius  en  18S0  {Journal  de  Crelle,  t.  SI),  p.  2()2  ;  que  les  conditions 


lim  a,^=  o, 

V=:  00 


lim    7   a.^x''=\, 

~  v  =  i 


oii  A  est  un  nombre  fini  et  déterminé,  <[ui  sont  nécessaires  pour  que   la  série 

«1  -I-  Oj  + . . .  +  a,,  + . . . 


soit  convergente,  ne  sont  pas  suffisantes. 

La  généralisation  du  théorème   de  ISI.    Frobenius   auquel   on    vient  de  faire 
allusion  consiste  en  ce  que,  si  l'on  a 


fi'"" 
iim    I  —    7    ; 

L    v  =  i 


où  A  est  fini  et  déterminé;  on  a  aussi 


r     'v  1 

lim  j  (i  —  x')   >   s.^x'  I  =  A, 


d'où 


lim  N    a.^x''  =■  A, 

"   v  =  l 

X  étant  supposé  tendre  vers  i  depuis  Vinlcricur  du  cercle  de  convergence  de 
centre  0  et  de  rayon  i,  en  suivant  une  courbe  quelconque  qui  ne  soit  pas  tan- 
gente à  la  circonférence  de  ce  cercle. 

La  démonstration  de  ce  théorème  donnée  par  .M.  l'ringslieim   r(i)os('  sur   le 
lemme  suivant  : 

Envisageons  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  1  ;  menons  par  le  point  x  =  1 
deux  cordes  de  ce  cercle  qui  soient  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x; 

décriions  enfin  du  point  .r  =  -  comme  centre,  ai-ec  un  rayon  égal  à  ->  un 

cercle  et  désignons  par  (X)  /e  domaine  d'un  seul  tenant  limité  par  la  cir- 
conférence de  ce  cercle  et  par  les  deux  cordes  envisagées;  en  chacun  des 
points  X  situés,  soit  à  l'intérieur,  soit  sur  le  contour  du  domaine  (X  ),  sauf 
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au  point  x  =  \,  on  a 


1  —  \x\        a 


a  désignant  la  longueur  commune  des  deux  cordes  envisagées. 

A  la    fin   lie   son    Mémoire,   .M.   Pringslieiiii   ilénionlrc  encore  les  deux    llico- 
rcmes  généraux  que  voici  : 

I.  Si,  p  désignant  un  nombre  positif  quelconque .  on  a 


lini      —  s 


A, 


où  A  désigne  un  nombre  Jini  et  déterminé,  la  série  entière 

a^x  -r  a^x"-  — . .  .-^  a.^x' -4- . . . 
est  con\-ergente  pour  |  j:]  <  i  et  l'on  a 


lini 


I  I  (  I  —'x  y  V  a.  x' 


Ar(/^-M). 


II.  Si  l'on  a 


iim  (  -^_s  )  =  A, 
où  A  désigne  un  nond/re  fini  et  déterminé,  on  a  aussi 


j  =1 


(  lo^ )       >   a.x' 

\         1  —  X  J      ^^ 


=  \. 


Du  premier  de  ces  deux  théorèmes,  on  déduit  celui  de  M.  Appell  {Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXWVn,  p.  690)  : 


■Sï,  J)  désignant  un  nombre  positif,  on  a 

Iim  (  • -a\  =  A, 

„  =  oo\'"'-'    7 

Iim     (i  —  x)!'   >    a.,x''  j  = 


on  a  aussi 


A.r(/0- 


Tome  XWII. 
Coinmunicalions  faites  à  l'Académie  en  lyaa. 

Lœivy  (.i.).  —  Sur  les  é{jii;itit)iis  tilUVronlielles  qui  apparliennoni 
à  la  inriiie  espèce  (jiie  leurs  acljuliiles.  (^.l-i  4  )• 
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M.  Lœwy  montre  que,  pai-  adjonclion  d'une  racine  carrée  seulemeiil,  le 
groupe  de  ralionalité  de  la  nV''"'  associée  d'une  équation  dillérenticlle  linéijirc 
et  homogène  d'ordre  2/?j,  appartenant  à  la  même  espèce  que  son  adjointe, 
transforme  en  lui-même  un  faisceau  de  formes  bilinéaircs,  d'une  façon  eogré- 
diente.  Il  en  résulte  que  la  m"'"'  associée  d'une  équation  dillérentielle  linéaire 
et  homogène  d'ordre  2m,  appartenant  à  la  même  espèce  que  son  adjointe, 
peut  èlre  rendue  réductible  par  adjonction  d'une  certaine  racine  carrée  au 
domaine  de  rationalité  dont  font  partie  ses  coefficients.  Lorsqu'on  se  donne 
arbitrairement  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  du  second  ordre 
appartenant  à  la  même  espèce  que  son  adjointe,  on  peut  donc  toujours  la  rendre 
réductible  par  simple  adjonction  au  domaine  de  rationalité  dont  font  partie  ses 
coefficients,  d'une  racine  carrée  convenablement  choisie. 

M.  Lœwy  démontre  ensuite  que,  lorsque  les  éléments  d'un  système  fonda- 
mental d'intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire  homogène  d'ordre 
impair  supposée  irréductible  et  dont  les  coefficients  faisant  partie  d'un  domaim 
de  rationalité  R  ne  sont  liés  par  aucune  relation  quadratique  homogène  à 
coefficients  entiers,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  équa- 
tion  dilTéreiitielle   appartienne   à    la    même   espèce   que   son   adjointe   est  que 

l'équation    différentielle   d'ordre  -  n{n  -\-i)    qui    admet   comme    intégrales    les 

produits  deux  à  deux  des  éléments  du  sysième  fondamental  envisagé,  admette 
une  intégrale  faisant  partie  du  domaine  de  ralionalité  R. 

Finstenvaldrr  (S.).  —  Sur  la  représcntalion  mécanique  de  sur- 
faces niinimées.  (i5). 

Celte  Communication  ne  sera  publiée  qu"uhéri(  iircmeut. 

Gunther  (S.).  —  Sur  cerlaiiies  nolions  londainenlales  de  topo- 
graphie livdrologique.  (ij-SS). 

Après  avoir  rappelé  les  travaux  de  Breton  de  (Jiamp,  de  Boussinesq.  de 
C.  Jordan,  M.  S.  Gunther  cherche  à  fixer  à  nouveau  la  notion  de  Thalweg  par 
des  considérations  théoriques  qui  seules  peuvent  lui  donner  un  sens  précis: 
c'est  dans  cette  même  voie  théorique  qu'il  convient  de  s'engager  si  l'on  veut 
parvenir  à  remplacer  par  un  critère  unique  et  s'im|)osant  à  tous,  les  critères 
plus  ou  moins  arbitraires  et  souvent  contradictoires  au  moyen  desquels  on 
distingue  habituellement  un  cours  d'eau  de  ses  afiluents. 

Si  l'on  trace  sur  une  surface  donnée  deux  systèmes  de  courbes  orthogonales, 
l'un  formé  par  les  lignes  de  faite,  l'autre  par  les  lignes  de  plus  grande  pente. 
on  doit  tout  d'abord  se  demander  si,  parmi  ces  lignes  de  plus  grande  pente 
(en  général  à  double  courbure),  il  en  existe  une  qui  soit  située  tout  entière 
dans  un  même  plan  vertical;  si  elle  existe,  c'est  à  elle  qu'il  convient  de  donner 
le  nom  de  Thalweg,  quoique  théoriquement  elle  ne  puisse  élrc  le  lieu  de  ras- 
semblement des  eaux,  puisque  les  lignes  théoriques  de  plus  grande  pente  ne  se 
rencontrent  pas;  chacune  de  ces  lignes  converge  toutefois  asymptotiquemenl 
vers  le  Thalweg  ainsi  défini. 

.M.  S.  Gunther  estime  qu'il  conviendrait  d'éclairer  les  recherches  générales 
qui  ont  eu  pour  objet  de  résoudre  ce  problème,  en  envisageant  tout  d'abord 
des  cas  particuliers  très  simples  et  en  poussant  aussi  loin  que  possible  l'étude 
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tic  CCS  cas  parliculicrs.  Il  s'allachc  au  cas  particulier  où  la  surface  donnée  est 
un  cylindre  droit  à  base  circulaire  dont  l'axe  est  incliné  sur  le  plan  horizontal 
(sans  lui  être  ni  parallèle,  ni  perpendiculaire).  Le  Thalweg  est  alors  une 
droite  horizontale;  les  lignes  de  (aite  sont  des  ellipses;  les  équations  des  pro- 
jections horizontales  des  lignes  de  plus  grande  pente  s'expriment  aisément  au 
moyen  dun  arc  cosinus  hyperbulii|iic  et  on  lit  sur  ces  équations  que  ces  pro- 
jections horizontales  des  lignes  de  plus  grande  pente  admettent  le  Thalweg 
comme  asymplole  commune. 

Si  l'on  convient  d'admettre  qu'à  une  rencontre  théorique  de  deux  courbes  à 
linlini,  correspond  pratiquement  une  rencotilre  de  ces  deux  courbes  le  plus 
bas  possible,  les  considérations  de  M.  S.  Giinther  permettent  d'édifier  sur  une 
base  rationnelle  la  topographie  hydrologique.  On  peut  établir  ainsi,  au  moyen 
de  considérations  d'ordre  topologique  seulement,  la  loi  hydrographique  de  la 
convergence  de  deux  cours  d'eau. 

Korn  {A.).  —  Sur  le  cas  .semi-défini  le  plus  simple  que  Ton  ren- 
coDlre  dans  le  calcul  des  variations.  (-5-90). 

On  sait  que  f  désignant  une  fonction  donnée  d'une  variable  indépendante  x, 

d'une  fonction  inconnue  y  de  x  et  do  la  dérivée  r' =  -r— >  on  se  propose   dans 

le  calcul  des  variations  de  délcrminer  >'  en  fonction  de  x,  de  façon  que  l'inté- 
grale définie 


/'  ^fdx. 


prise  entre  deux  limites  fixes  données  x^  et  ar.^,  soit  maximée  (ou  minimée). 
On  convient  de  se  limiter  aux  fonctions  y  éc  x  qui.  ainsi  que  y -H  or,  sont 
univoques  et  continues  dans  l'intervalle  envisagé  {x^. .  .x^),  admettent  dans 
cet  intervalle  des  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  finies  et  continues,  et 

qui    soient   telles   que   dans   le   même    intervalle   les    dérivées    ^-1    -/,?    -,-,i> 

^y   <^y    '^y 

O-f        d-f        .  . 

-,    ,  T— '  ~r~, soient  univoques  et  continues. 

ôy  ox    Oy  Oy  ' 

Le  cas  envisagé  par  .M.  Korn  csl  celui  où, 

y  -  «(x,  Cp  c,  ) 
désignant  la  solution  générale  de  l'c'qualioii  diiïérenlicllc  du  second  ordre 

Oy        dx  Oy'         ' 

l'expression  —^.1  dans  laquelle  on  suppose  c,,  c^  remplacées  par  les  valeurs  que 
l'on  obtient  en  résolvant  par  rapport  à  c,,  c,  les  équations 

(  9(x„,  C;,  c, )=,)-,. 
conserve  le  même  signe,  en  restant  A' a\\\Q\\\%  différente  de  zéro,  tK  oi\  l'exprès- 


in;vui':  i)i:s  pu  itu cations.  kj; 

sion 

dCi  \  dCj  /.«•=,»■,       vc^  \  <Jc^  /..  =r  .«-,' 

rlans  laquelle  cm  suppose  c,.  c.  remplacées  par  les  solutions  des  mêmes  équa- 
tions (i),  est  différente  de  zéro  pour  toute  valeur  de  ^  comprise  e/i//-e  a',  et  j:.^, 
mais  s'annule  pour  a?  =  37,  et  poui-  x  —  x... 

M.  Korn  établit,  dans  ce  cas,  des  conditions  qui  sont  nécessaires  et  suflisantes 
pour  que  l'intégrale 


*^-'i 


/  dx 


admette  un  maxime  (ou  minime)  et  aussi  des  conditions  (|ui  sont  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  cette  intéf;rale  n'en  admette  pas. 

Bruiin  (//.).  —  iNoiiveaux  lliéorùmes  de  la  movcnnc  concernant 
la  valeur  des  inlégrales  définies.  (()i-ii2). 

1.  Soient  f{x),  g{JC)  deux  fonctions  de  x,  univoques,  monotones,  finies 
dans  un  intervalle  fini  quelconque  donné  {a...b).  Si,  pour  abréger  l'écri- 
ture, on  désigne  par  p  le  produit 

P^  [f{à)-f{a)][g{b)-i;{a)][b-a], 
€l  si  sgnp  (le  signe  du  nombre  p)  désigne  Tunilé  positive  ou  négative  suivant 

que  p  est  positif  ou   négatif,   les    intégrales      /    f{x)dx.      j     g{x)dx,  cl 

«^  ((  "^  « 

/    f{x)g[x)dx.  vérifient  néccssairiînicnt  l'inégalité 
»-  Il 

(i)  sgn/^    f  f{x)g{x)dx>l^^    f   ,f{x)dx   f  g{x)dx\ 

il  est  toutefois  visible  que,  lorsqu'une  des  deux  fonctions  f{x)  ou  g{x)  est 
constante  dans  l'intervalle  envisagé  {a...b),  ou  encore  lorsque  les  deux 
fonctions /(a;)  et  g{x)  sont  constantes  dans  cet  intervalle,  la  relation  (i) 
doit  être  remplacée  par  celle  que  l'on  obtient  en  y  changeant  le  signe  d'inéga- 
lité en  un  signe  d'égalité. 

2.  Soient  f{x)/n{x)  et  k{x)ni{x)  des  fonctions  uiiivociucs.  monotones, 
finies  dans  l'intervalle  {a...b).  Supposons  aussi  que  m{x)  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  x  située  dans  cet  intervalle  ou,  d'une  façon  plus  précise, 
pour  aucune  valeur  de  x  vérifiant  les  inégalités 

a^x'^  b. 

Lorsque 


J      \jn(a)        m{b]\in{x) 
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on  a  la  rclalion 

r'' 

I     h(x )  dx  1^ 

s^np"-^^— ^  ^-  sgnjy     /     h{x)  m{x)  dx 

r      dx  J  a 

>  ,^  /     h{x)  dx   f     m(x)  dx. 


qui,  romme  on  s'en  aperçoit  aisément,  a  une  portée  bien  moindre  que  l'inéga- 
lité (1),  mais  qui  a  toutefois  l'avantage  d'enserrer  l'intégrale 


/ 


h 
h{x)  m  ( X )  dx 


entre  deux  limites  dans  lesquelles  ne  figurent  que  les  intégrales 
r''  r''  r*     dx 

'-a  '^    Il  "-  a  ^      ' 

3„  -M.  lîrunn  donne  ensuite  des  formules  qui  généralisent  encore  l'inégalité  (i). 
Il  donne  aussi  une  interprétation  géométrique  de  cette  inégalité. 

Lindemctnn  (F.).  —  Sur  l'he\af;one  de  Pascal.  (i53-i()i). 

Tandis  que  la  plupart  des  relations  de  position  entre  les  points  et  les  droites 
de  l'hexagone  de  Pascal  qui  ont  été  étiidiées  jusqu'ici  concernent  Jes  points  de 
Steiner  et  de  Kirkmann  où  les  lignes  de  Pascal  se  rencontrent  trois  à  trois, 
M.  Lindemann  envisage  une  relation  de  position  concernant  des  points  où  se 
croisent  deux  lignes  de  Pascal  seulement,  et  des  lignes  qui  joignent  deux 
points  de  Pascal  sans  être  elles-mêmes  des  lignes  de  l'ascal. 

Priiigsheiin  (-/■)■  —  Sur  la  lliéorie  des  fonctions  transcendantes 
entièi-es.  (r()3-i92  ). 

Il  s'agit  de  nouvelles  démonstrations  du  lliéorème  de  M.  Poincaré  publié  en 
i883  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (t.  XI.  p.  1^5) 
et  des  propositions  plus  générales  établies  en  i8().5  par  .M.  Hadamard  {Journal 
de  Mathématiques,  /)"  série,  t.  I\,  p.  171)  auquel  on  doit  aussi  d'avoir 
montré  que  ces  propositions  peuvent  être  formulées  de  faç<in  que  leurs  réci- 
proques aient  encore  lieu.  Les  démonstrations  de  M.  Pringslieim  ont  un  carac- 
tère élémentaire;  elles  reposent  sur  le  Icnime  que  voici  : 

Si 

r,,  +  c,  /•  -t-  0;  /•--{-...  4-  c,  /•''-+-... 

Q.^+  C,/-  -i-  C; /" -f- . . . -I-  C, /••'-!-. .  . 

désignent  deux  séries  partout  convergentes  de  la  variable  réelle  r,  à  coef- 
Jicients  réels  non-négatifs  et  si  l'on  a,  en  désignant  par  X  et  y  des  nombres 
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positifs  déterminés, 

v=o 
/>of//-  lûiite  valeur  de  r  plus  grande  qu'un  nombre  positif  déterminé  lî,  et 

V  —  a> 

y  C^r'^Xe"'- 


pour  une  infinité  de   valeurs  de  r  parmi   lesquelles  figurent  des   valeurs 
choisies  aussi  grandes  que  l'on  veut,  on  a  aussi 

liin  siipy  vlc.,^  ■'.         lini  sup\  vlC,^^  y. 

V  —  00  V  =  M 

On  peut  d'ailleurs  montrer  par  des  considérations  élémentaires  {sans  faire 
usage  de  la  formule  de  Stirling)  que  l'on  a  aussi 

lim  siip(vy'  c.Jlz  yr,         liin  snp(v\  C,^)-  ye. 


Ce  lemmc  fondamental    peut    être    généralisé.   Si.    a    désii^nant    un    uunibre 
positif  déterminé,  on  a 


,     Cr'-Xe!' 


pour  toute  valeur  de  /•  phi<  grande  qu'un  iiiiiubre  positif  déterminé  /.'  et 

Vr=  =0 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  /•  parmi  l<-iiuellcs  figurent  des  valeurs  choisies 
aussi  grandes  que  l'on  veut,  on  a 


lim  sup 


V(v!)*c,  ^(ay)*, 


lim  s 

V  = 

et  aussi 


upV  (v:)*Cjj(aY)=', 


lim  sup\v*{  t\,/  ^  (xvf  ; 

V  ^  ao 


lim  sup  \v^\  r..^  '/.  (  av^)' 


La  rcciproqiio  du   lemtne  fundamcnlal    .^a   pas  toujours  lieu.   Mais  on  peut 
(Icinonlrer  un  tliéorc'mc  aiialoj;ue  dont  la  réciproque  a  lieu  : 

Si  quelque  petit  que  l'on  fixe  un  nombre  positif  z,  len  deux  inégalités 

.    v  =  o 
l   v  =  o 


(•) 


sont  vérifiées,  la  première  pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  grandes  qu'un 
nombre  positif  R;  {qui  dépend  en  général  de  z),  la  seconde  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  r  parmi  lesquelles  figurent  des  valeurs  choisies  aussi 
grandes  que  l'on  veut,  on  a 


(2) 


1  '  /  '-  '- 

\  lim  supV    ('^!)*f./i(^T)*. 

'    /  ^ 

limsupV    (-''O^C,-.  (^Ti*, 


lim  sup\v*y''c,^/  %  (  3ty <?)'*, 


(•■^ 


lim  su p  \  V*  y  C,^  /  il  (  ^ty  e  ' 


Inversement,  les  inégalités  (2),  ou  aussi  les  inégalités  (3),  entraînent  les 
inégalités  (i)  sous  les  restrictions  énoncées. 

M.  Prinsslieim  démontre  aussi  les  théorèmes  suivants  qui  admettent  cliacun 
(eur  réciproque  : 

I.  .SV,  quelque  petit  que  ton  fixe  t  et  quelque  grand  que  l'on  fixe  m,- les 
deux  inégalités 

>    c.r'  <  c-'^  , 


v  =  o 

Cl)  <    -„ 


Vn      V  -^      ..11" 


sont  vérifiées,  la  première  pour  toutes  les  valeurs  de  r  j)lus  grandes  qu'un 
nombre  positif  R^  {qui  dépend  en  général  de  s),  la  seconde  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  r  {parmi  lesquelles  en  figurent  cyiilcniiucnl  qui  sont  aussi 


X  ^  P^-<U^ 
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grandes  que  l'on  veut),  on  a 


(5) 


(v!)*c.. 

= 

lim 

/       i 

Vr\c, 

li.,j^     \/(v! 

\  limsupV    (v!)'^C,,=  liai  sup\v*v/C,  '  =  3c. 

Inversement,  des  égalités  (j)  on  déduit  les  inégalités  {\)  sous  les  mêmes 
restrictions  que  dans  l'énoncé  du  théorème  direct. 

II.  Si,  quelque  petit  que  l'on  fixe  un  nombre  jiO'iitif  ^j.  les  deux  inégalités 

y  =  ao 

,'    CI'  <  e' 


V—0 

(6)  \ 


I  2:"c.''>.'--' 


sont  vérifiées,  la  première  pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  grandes  qu'un 
nombre  positif  U^.  la  seconde  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  parmi  les- 
quelles figurent  des  valeurs  choisies  aussi  grandes  que  l'on  veut,  on  a, pour 
chaque  ô  >•  o.  les  relations 


(7) 


lim      V    (v!)*-^"^c,  =      lim      \w^  +  ^'cj   =  <>, 


lim  sup 


V   (v:)*-'^C,=  limsupVv^-'^v^cJ  = 


Inversement,  des  relations   (7)   on  déduit  les  inégalités  (ti)  sous  les  restric- 
tions énoncées. 

Des  propositions  que  l'on  vient  d'énoncer,  on  déduit  sans  peine  les  théorèmes 
sur  les  séries  entières  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Théorème  A.  —  .Si  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  complexe  x  dont 
la  valeur  absolue  r  dépasse  un  nombre  positif  déterminé  K,  la  valeur  absolue 
de  la  somme  d'une  série  partout  convergente 

b^-r-  b^X  -i-  b^X-~-.      .  —  b.^X"  ~r  .  .  . 

à  coefficients  en  général  complexes  b..  satisfait  à  l'inégalité 

ZL  -A    <     t.        "r" 

où  A,  y,  a  désignent  des  nombres  positifs  déterminés,  on  peut   en  conclure 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  7."  série,  t.  XXVIII.  (Novembre  igo^-)     l^.'î 


20-2 

que  l'on  a 
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,      i    _  •'   / 1 

lim  Slip  (-)*v'!  6,1  ^  linisupV'  (v!  )'^|6,|  ^  (  aY)='. 

Théouèmi:  B.  —  ^lï  pour  une  infiiiilé  de  valeurs  de  x,  parmi  lesquelles  en 
Jigurent  d'aussi  grandes  que  l'on  veut  en  valeur  absolue,  on  a 


Y^-' 


lAev  , 


on  peut  en  conclure  que  l'on  a 


lim  supi  - 


: :/~ 

y/ 16,1  =  lim  sup  \    (  v! 


)^\b.,   ^  (aY)«. 


Si  pour  tout  s  positif .  fixé  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  pour  tous  les  x 
dont  la  valeur  absolue  r  dépasse  un  nombre  déterminé  H^  {qui  dépend  en 
général  de  t),  on  a 


(8) 


2^-' 


<  eï(>+Or«, 


oii  y  et  a  sont  des  nombres  positifs  déterminés,  on  pjeut  en  conclure  que  l'on  a 

(9)  lim  sup  \/  (v!)*|6,|  =  lim  sup(  -  )*v  l*vl  ^  (  ^ï  )*• 

Si.  pour  tout  £  >  o  fixé  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  x  parmi  lesquelles  en  figurent  dont  la  valeur  absolue  r  soit  aussi 
grande  que  l'on  veut,  on  a 


(10) 


on  //eut  en  conclure  que  l 'on  a 
lim  sup  V   (v!)*I6, 


(") 


I  =  ''|"J^p(^)  \>-i  =  (ar) 


Dans  le  cas  où  les  deux  hypothèses  que  l'on  vient  d'énoncer  et  qu'expri- 
ment les  inégalités  (8)  et  (lo)  sont  vérifiées  simultanément,  on  a  donc 
n  écessa  ire  ment 


/ 
im  sup  V    (v! 


(12)  lim  sup  V    (v!)*|6,|  =  lim  supi -)  J7|6,    =  (av)". 

Inversement,   l'hypothèse   qui   est    exprimée  par   l'inégalité  (ji)    entraine 
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l'inégalité  {^):  celle  qui  ext  exprimée  par  l'inégalité  (ii)  entraine  l'iné- 
galité (lo);  celle  qui  est  exprimée  par  l'égalité  (12  )  entraine  les  deux  iné- 
galités (S)  et  (10). 

Si  pour  tout  s  positif  fixé  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  pour  tous  les  x 
dont  la  valeur  absolue  r  dépasse  un  nombre  positif  déterminé  R.  (  qui 
dépend  en  général  de  t),  on  a 


(.3) 


I^-' 


<  <^-^ 


on  peut  en  conclure  que  l'on  a  aussi 
lin.  V   (v!)*|6J  = 


(■4) 


lirii  \v    V  l^vl/  =  o- 

V=  X 


Si  pour  tout  u>  positif  fixe  aussi  grand  que  l'on  veut,  et  j/our  une  injinité 
de  valeurs  de  x,  on  a 


(i5) 

on  peut  en  conclure  que  l'on  a 


I  *•'-■' 


>e"'-  , 


(16)  liiii  sup\/  (v:)^|6,J  =  li 


^up(v=''(;:6j) 


Inversement  (  i4  1   entraîne  (i:!)  et  (i<J)  entraine  (i-^). 

Si,  quelque  petit  que  l'on  fixe  un  nombre  positif  0,  l'inégalité 


('-) 


I  K-' 


e"" 


a  lieu  pour  loiis  les  x   dont  la  valeur  absolue  r  dépasse  un  nombre  positif 
détermine  lî^  {qui  dépend  en  général  de  &),  on  peut  en  conclure  (pie  l'on 
K     a  pour  chaque  S  >  0 


(18) 


lim  \/  (v!)*-^"^|6,J  =  Ijiii  ^  v*-^^v|6jj  =  o. 


Si,  quelque  petit  que  l'on  fixe  5  >  f),  l'inégalité 


(-9) 


I  ^.-■' 


est  vérifiée  pour  une  injinité  de  x  parmi  lesquels  en  figurent  d'aussi  i^rands 
que  l'on  veut  en  valeur  absolue,  on  //eut  en  conclure  (pic  l'on  a  pour  chaque 


•204 

5  >  o 

(  20)  lini  sup 
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V/(v!)*-^>| 


m  sup  \v*     '"y 


V\bj)  =^- 


In^'erscment  (18)  entraîne  (17)  et  (io)  entraine  (19). 

i\l.  Priiigslieim  montre  enfin  que  le  procédé  qui  lui  a  permis  d'établir  le 
Icmme  fondamental  permet  aussi  de  démontrer  que,  si  pour  tout  .r  dont  la 
valeur  absolue  /•  dépasse  un  nombre  déterminé  R,  on  a 


b.,x'' 


e"'''  , 


on  peut  affirmer  que.  à  tout  nombre  positif  j  fixé  aussi  petit  que  Ton  veut, 
correspond  un  nombre  pi^sitif  H,  tel  que  Ion  ait,  pour  tout  x  dont  la  valeur 
absolue  r  dépasse  R^, 


y  \b.,x-'\  <e!<.'+'-i'-'\ 


De   même,  si,  à  tout  r,  >■  o,    on    peut   faire   correspondre   un    nombre  positif  /• 
tel  que,  pour  tout  x  dont  la  valeur  absolue  /■  dépasse  r^,  on  ait 


2  K--' 


<  er('+''.; 


on  peut  aussi  lui  faire  correspondre  un  nombre  R^  tel  que  l'on  ait 


pour  tout  X  dont  la  valeur  absolue  /•  dépasse  R  .  Et  si  pour  tout  s  >  o  et  pour 
une  infinité  de  x  parmi  lesquels  s'en  trouvent  dont  la  valeur  absolue  /•  est  aussi 
grande  que  l'on  veut,  on  a 


^  \b.,x-'\  >  eïvi-Or'^, 


on  peut  en  conclure  que  l'on  a  aussi  pour  tout  £  >  o  et  pour  une  infinité  de  x 
parmi  lesquels  s'en  trouvent  dont  la  valeur  absolue  /■  est  aussi  grande  que  l'on 
veut, 

V  =  00 


2*^-^ 


Vr-O 


>eTi 


Enfin  on  établit  des  théorèmes  analogues  aux  deux  derniers,  mais  dans  lesquels 
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dans  les  seconds  membres  les  exposants 

sont  remplacés  paf  les  exposants 

y/-'-^,     y /•'-'•  ^\ 

Fo/^  (C),  d'apir^  t^riniislu'ini  {A.).   —  iNolice. nécrologique  sur 
CI».  Henni  te.  (202-2()8). 

Pringsheim  [A.].  —  Sur  la  théorie  tles  fonctions  transcendantes 
entières.  (295-3o4). 

Quelques  remarques  de  M.  Liirotli  «mt  amené  M.  Pringsheim  à  simplifier 
encore  la  démonstration  élémentaire  (|u'il  avait  donnée  des  théorèmes  de 
MM.  Poincaré  et  Hadamard  concernant  les  fonctions  transcendantes  entières.  Il 
démontre  actuellement  directement  le  théorème  que  l'on  a  appelé  plus  haut 
THÉORKMK  A  et,  pour  établir  le  tiieohè.me  B,  il  s"appuie  uni(]uement  sur  les 
deux  lemmes  que  voici  : 

1.  Si,  r  clésionaiit  une  cartable  posith'e.  la  série 

a,,^  a^r  -h  a., /-^  + . . . -f-  a, /•' h- .  . . 

à  coefficient  réels  a,,,  a,,  «.,,  ....  a.^,  ....  est  partout  coincer  génie  et  si  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  r,  parmi  lesquelles  figurent  des  valeurs  choisies 
au.fsi  grandes  que  l'on  veut,  la  somme  de  cette  série  n'est  pas  négative,  la 
suite  des  coefficients  réels  a„,  a^,  a„,  ...,  a.^.  ...  comprend  une  infinité  de 
termes  non-négatifs. 

"2.  Si,  A  désignant  un  nombre  plus  grand  que  i,  et  b,„  ôp  b..,  ...,  b^,  ... 
une  suite  de  nombres  non-négati fs.  la  série 

est  convergente,  la  somme  de  cette  série  est  plus  petite  que 


2* 

V  =  0       J 


si  /.-  est  positif  mais  plus  petit  <jue   i,  la  somme  de  la  série  (S)   est  plus 
petite  que 


(       'h 


(>+o)     "  b., 

) 

quelque  petit  que  l'on  ail  fixé  le  nombre  //ositif  5. 


.1.  M. 
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MESSENGER  OF  MATIIK.MATICS. 
Tome  XXXI:  1 901-1903. 

Hardy  [G. -H.).  —  Noies  sur  quelques  points  du  Calcul  intégral. 

(,-8). 

Sur  les  critrres  logarilliiniqiifs.  Sur  l'iiitégi'Hle     /       sinj" '^  (x)  f/jT.  Signalons 

l'exemple  suivant  : 

/""  sin.r 

L'inléerale    /       ■ dx  (a>o)  l'st  infinie  si  l'on  a 

,/        X''- —  a  sm^ 

o  <  [X  <  -  . 
-    2 

Jourdain   (P//.).   —   Sur  une  fonctiou  entière  reproduisant  tous 
les  nombres  entiers  sans  répétition.  (8-1  i). 

Telle  est  la  fonction  des  nombres  entiers  m.  n 

■o{in.  Il  )  =  n>  -i —  {m  -\-  îi  —  i  )(/»-+-  «  —  2  )  ; 
l'auteur  donne  le  moyen  de  former  de  pareilles  fonctions. 

Nanson  [E. -./.).  —  Une  identité  algébrique.  (i'i-i3). 

S\  a.  b.  c X,  y,  z,  . . .  désiijnenl  deux  systèmes  de  lettres  et  si  l'on  pose 

s^=  X a'' -h  y b'^ -\-  zC-h. . ., 
l'identité  considérée  a  la  forme 

•■^r  -+-  /^l  *r-l  +  •   ■  •  +  P,~  1  ■''1  +  Py^O  =    -^-V-  -^  y^r-^-    -  C^  -4"  ...  ; 


/•  est  un    entier   positif:   ( — ^Yp^   ^^^    '«*    somme    des    produits   dilTcrenls   des 

ri  lettres  a,  b,  c /'à  /•:    \^  est  la  sonfime  des  produits  /■  -i    à   /■  —  i   des 

n  —I   lettres  b,  c.  d,  ...;  I},.,  C^  se  définissent  de  même. 

Dixon  [A.-L.).  —  (hiadri(|ues  boniolocales  el  surfaces  associées. 
(i3-2'a). 

Applications  d'une  méthode  indiquée  par  M.  l'orsylh  { Messenger.  \.  WVII). 
D'une  part,  en  partant  de  l'étiuation  en  u 

k' X  su  u  -{-  y  en  u  -.-  i  z  dn  u   =  a. 
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et  en  désignant  par  «,,  u.,,  n^,  a,  quatre  solutions  de  cette  équation,  puis  en 
po-iant 

M,  —  —  Il  -h  i>  -r-  (V,        u,  —  tl  —  V  -+-  (V,       ?/,  —  u  -i-  {'  —  IV,       U;  =  —  (  u  -h  V  -h  V  ) . 

les   surfaces   u.  v,  iv  =  const.   fonnenl  un  sysléine    triple    orthogonal  ;   on    re- 
trouve ainsi  les  quadriques  homofocales;  cette  remarque  conduira  l'auteur  dans 
l'article  qui  suit  à  d'intéressantes  transformations  de  l'équation  de  Laplacc. 
D'autre  part  les  deux  équations 

•  A-' .r  sn  (  a  -4-  p  )  -i-  JK  en  (  3t  -H  |i  )  -f-  /  c  d  n  (  a  4-  |i  )  =  «, 
k.r  sn  (  a  —  ,3  )  +  r  en  (  a  —  ^  )  —  t  c  dn  (  a  -+-  ]î  )  =  o 

conduisent  en  supposant  p  constant  à  des  quadriques  homofocales,  et,  en  sup- 
posant a  constant,  à  des  surfaces  réglées  du  huitième  degré,  à  quatre  coniques 
doubles,  dont  l'auteur  donne  l'équation  explicite. 

Di.ron    (^A.-L.).    —    Qticlques   liansfonnations   de   Féquatlon  île 
La  place.  (23-3o). 

Hardy  (G. -II.).  — Nouvelle  démonslration  de  la  série  de  Kummer 
potir  logT(a).  (3i->3). 

La  formule 

logr(2  +  i)  =  -  loga-  ^  X  -^ix  -\-      \\02,X 


2;[(.:+«-i-^)iog(.^^j-.] 


se  déduit  sirnidenient  de  la  considération  de  rintéf;ralc 
logi.r  sin  (1  —  m)  r.x 


r 


c/x. 


le  long  d'un  contour  formé   comme   lantcur   l'a  evpliqm-  dans    le    Ounrterly 
.Journal  (t.  XXXIII,  p.  3%). 

Biddle  (/>.).  —  Élude  du  nombre  l\  =  -  (lo''—  1).  (34-47)- 

Ce  nombre  est  premier. 
Nanson    (^E.-J.).   —    L  ne    inr-<^alité    relntive    aux    délertninants. 

(48-5o). 

La  valeur  d'un  déterminant  symétrique  positif  dont  les  mineurs  principaux 
de  tous  les  ordres  sont  positifs  ne  peut  dépasser  le  pioduit  des  éléments  de  la 
diagonale  principale. 
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Gldi^hei-  (J.-JV.).  —  Une  série  pour  -^  •  (ôo-oi), 

V7      ~ 


^/\-  2  .3  4  O  6  8 


-(-  OU  — 


dans  les  déDominalcurs  ne  figurenl  pas  les  multiples  de  7;  le  signe  est 
suivant  que  le  reste  du  dénominateur  relatif  à  -  est  i,  2,  4  ou  3,  5,  6. 

Harrisson  {€.-//.).  —  Sur  les  carrés  niiii^iques.  (52-63). 

Extension  cl  application  d'une  mélliode  communiquée  par  Tauleur  à  M.  Ronse 
Bail  pour  la  troisième  édition  de  ses  Mathematical  Becreations  and  Pro- 
blems;  le  principe  en  a  déjà  été  donné  dans  le  Messenger  (t.  \XIII,  p.  65). 

Glaisher  (J.-ÏV.).  —  Table  <le  l'excès  du  nombre  de  diviseurs 
d'un  nombre  qui  sont  de  la  ("orme  3A"-i-i  sur  le  nombre  de 
diviseurs  qui  sonl  de  la  foime  .)/.  -h  2.  (64-72). 

La  fonction  H(n)  qui  désigne  cet  excès,  pour  le  nombre  n,  est  liée  comme 
on  sait  à  la  représentation  d'un  nombre  n  par  la  forme  x--i-'iy-,  elle  figure 
dans  divers  développements  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  on  a,  par 
exemple, 

rt  —  «  •>  /)  j- 1 

— ^  sn  — ^   =  2  v'û     >     H  (  2/i -^  1)7      - 

n  =  l 

la  Table  va  de  1  à  1000. 
Hardy  (^G.-ll.).  —  Violes  sin-  quelques  points  de  Calcul   inléj^ral. 

Formation  (linlè;^rales  finies  "ù  la  (|uantilf  sou.-  le  signe  somme  devient 
infinie  un  nombre  transfini  de  fois. 

Burnaide  (  W .).   —  Sur   les  groupes  (|ui  conlieunenL  1  -h  2/>  ou 
I  H-  f\p  sous-groupes  d'ordre//'.  (---8i'l. 

Si  p"  est  la  plus  haute  puissance  d'un  nombre  premier  p  qui  divise  l'ordre 
d'un  groupe,  le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  />"  que  le  groupe  contient  est 
de  la  forme  \-\-kp.  Il  y  a  toujours  des  groupes  pour  lesquels  A"  est  égal  à  i.  On 
peut  se  demander  s'il  y  a  des  limitations  pour  Tun  des  nombres  k,  p  quand 
l'autre  est  donné  :  si  k  est  égal  à  j,  \-rip  doit  être  premier  ou  égal  à  une 
puissance  de  3;  si  /■  est  égal  à  4»  '-1-  4/^  t'o'^^  «^He  preujier.  égal  à  9  ou  à  une 
puissance  de  5. 

Glaislicr  \^J.-\V.).  —  TabU'  de  l'excès  du  nombre  des  di\iseurs 
tlun  nombre  n  qui  sunl  ilc  la  (ormi-  S/.— r  1   ou  ÎS/i  -h  .),  sur  le 
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nombre  de  diviseurs  <jiil  sont  de  la  forme  8A  -|- 5  ou  8A" -r  7. 
(82-91). 

Table  iinaloguc  à  ccWo  de  la  fonction  H(«)  définie  plus  haut. 
Ferre/S  (.\'.-.l/.).  — •  Séries  pour  -^'-_,  -j=^  —j~-  (():^-()4)• 

La  série  do  .M.  Glai>licr  pour  -^,  signalée  plus  haut,  se  déduit  de  la  formule 


J- 


les  autres  séries  sont  obtenues  par  un  proeédé  analogue. 

Nanson  (E. -./.).  —  Lue  identilé  relative  à  rélimiiiaiU  de  Bé/.<Mil. 
(9'^-97)- 

Soient 

/{x)  =  {x  —  a){x  —  b){x  —  c  )...:=  .r"  —  /j, jc"-'  +  p., x"   - . . . . 
■o{x)  =  {x  —  7.){x  —  ?)(i^  —  y)    ■■  =  x'  —  -^  x"-'  -h  -.,  x"-- .  .  .  , 

et  soit  \^  la  somme  des  produits  des  quantités  b,  c,  cl,  ...;  on  a 

Burnside  (  W.^.  —  Sur  les  lignes  de  courbure  (huis  les  surfaces 
inverses.  (97). 

Démoustralion  géoimi  1  i(Hie  et  diiecle  du    fait  que  les  lignes  de  courbure  se 
conservent  dans  une  iincrsion. 

Glaislier  (J.-W.').  —  Séries  pour  --^-  (()S-i  ij). 

'  ^/?       ■  ' 

Les  séries  signalées  plus  liant  par  lui-même  et  par  M.  Ferrcrs  sont  contenues 
dans  la  formule  de  Lcjeune  Diri'^hlet  {Zahltntheor'w,  .i"  édit..  p.    i'ia  ), 


2-(pj«-      p^p2-(|')- 


où   P  est  un  entier  de  la   forme  :>/.■!  qui  n  est  pas  divisible  par  un  carré,   où 
n   doit  prendre   les  valeurs   naturelles   premières   à   1',   a  les  valeurs  naturelles 

premières  et  inférienres  à  V  et  où  (  p  )  est  le  symbole  de  la  théorie  des  restes 

quadratiques.    M.  Glaislier  donne  diverses  applications  et  transformations  de 
cette  formule,  (]ui  coniluisent  à  de  curieuses  égalités  numériques. 
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IVijrkmaii  (  W.-P.).  —  Noie  sur  les  fractions  décitnales   pério- 
diques.  (i  i  5). 

Biddle  (Z^-).  —  Etude  du  nombre 

N  =  3.2^1  -t-  I  =  (3 39706976^6) 7. 
(i  16-1  25). 
Ce  nombre  est  premier. 

Hardy  [G.-H.).  —  Notes  sur  quelques  points  de  (Calcul  intégral. 
Considérons  l'intégrale  multiple 


B(  .r,.  X.. 


^^  dx.  dx^. .  .dx„. 


étendue  à  un  champ  fini  dans  l'espace  à  n  dimensions;  dans  ce  champ,  la  fonc- 
tion B  est  supposée  positive  et  continue:  il  contient  d'ailleurs  l'origim-  et  le 
champ  {n  —  A")"p'°,  passant  par  l'origine,  qui  est  l'intersection  des  k  champs 
( /î — i)<'pi«s  définis  par  les  équations  /.  =  0  (z=i,  2,  ...,  A);  on  suppose  que 
chacun  de  ces  derniers  champs  est  régulier,  que  l'origine  en  est  un  point  ordi- 
naire, et  que  le  champ  (n  —  A')"p''  (leur  intersection)  est  aussi  régulier;  enfin 
chaque  élément  de  ce  champ  est  entièrement  entouré  par  le  domaine  d'intégra- 
tion. Dans  ces  conditions,  l'intégrale  converge  pour  /r  >  [x  et  diverge  pour  k  S  [x. 

Biwnside   (  W.).    —    Sur    les    racines    du    hessien    d'une    forme 
binaire  du  quatrième  degré.  (128-132). 

Les  expressions  des  carres  des  facteurs  linéaires  ilniie  telle  forme  au  moyen 
de  la  forme  et  de  son  hessien  conduisent,  en  regardant  les  facteurs  linéaires 
comme  rationnellement  connus,  à  un  système  d'idcnlilés  algébriques  entre  ces 
facteurs.  M.  Wcber  les  a  données  dans  son  Lelirbuch  of  Algebra  comme  résul- 
tant de  la  réduction  de  la  forme  binaire  du  quairième  degré  à  sa  forme  cano- 
nique. M.  Burnside  les  établit  directement. 

llardy  (6.-/7.).  —  Notes  sur  queUjues  points  de  Calcul  inh'-gral. 

(102-134). 


Sur  la  formule 


i.r«- 


z)  dx  -  -^  dx. 
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I.a  fonclion  /(  .r,  a)  est  «upposéc  finie   d;iiis   le   reriangle  («,  A.  a,,,  a„-t-H) 
et  inlégrable  pour  toutes  les  valeurs  de  a  que  l'on  considère. 
M.  Hardy  part  de  cette  proposition,  facile  à  établir  : 

Si  deux  fonctions  d'une  variable  sont  dc/inies  dans  un  inttr\'a//e  de 
Zingueur  l  et  si  leur  différence  y  est  moindre  que  o,  leurs  intégrales  par 
excès  (ou  par  défaut)  dans  cet  inten-alle  ne  peuvent  avoir  une  dijférence 
supérieure  à  o/. 

Dès  lors,  en  supposant  seiilcmenl  que  le  riipjxirt 
f{x,  a„-t-  h)  —f{x,  aj 


tende  uniformément,  pour  les  valeurs  de  x  appartenant    à    linlervalle    (a,  A), 

rjfi  X    a  ) 
vers  une  limite  — — - — ~   quand  h  tend   vers  o  par  valeurs   positives,    et  en   se 

reportant  aux  définitions,  on   montre  aisément  que   la   fonction    (dc:r)      —est 

inlégrable   et   que  l'intégrale     /     f{JC,  ot  )    regardée   comme   une  fonction   de   a 

àf 
admet  une  dérivée  à  droite,   égale  à  ^- •  On    n"a    pas   besoin   de    postuler   ni    la 

continuité   par  rapport   à   x  de  la   fonclion  f{x,  a),   ni    l'existence  de    ,-  ptiur 
des  valeurs  de  a  autres  que  a„. 

Taylor  { Il  .-M.).  —  Sur  la  contlilion  potir  que  ciiiC]  droiles   ren- 
contrent une  sixième  droite.  (i35-i.^~). 

Si  /,.,  /n,,  «,,/>„  <7,,  /•,  (/ =  1.  2,  3,  4-  5),  d'une  part,  et  /.  m.  n.  p,  q,  r,  de 
l'autre,  sont  les  coordonnées  des  six  droites  et  si  L,  M.  N.  V.  0.  R  sont  les 
mineurs  du  déterminant  du  sixième  ordre  formé  avec  les  'M\  coordonnées  rela- 
tives à  /,  m,  n,  />,  q.  r  cette  condition  est 

LP  -1-  .VIQ  -H  NK  --  0. 

Nanson   (E. -./.).    —  Sur   un    procéd*'   .'^ymholiqiie   d'iiiléi;ralion . 
!  I  37-140). 

L'extension  de  la  formule  de  [..eibni/.  pour  la  dérivée  d'un  produit,  qu'ex- 
prime l'égalité  symbolique 

-f  (  D)uv  =  u  ■s(V))v  -i-  lut  'f'(I))f-4-  -\-uv"{D)v-^'..., 

et  qui  se  démontre  ai>énicnL  quand  a  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  I), 
n'est  pas   vraie  en  général  quand  f  n'est  pa-   une  fonction   cnlière. 

jXanson  (E. -./.).  —  Note  sur  les  délerniinanls.  1  1  fo-i  i-i  1. 

Les  relations  linéaires  entre  certains   miiMiirs   d'un    iléterminaiii    >\méliiqne 


■Xi 2  SKCONDH    PAUTIE. 

Recouvertes  en  18S2  par  KronccUer  {  Sitzungsberichte  d.  I;.  Akad.  d.  Wiss., 
1882,  p.  831),  ainsi  qu'un  théorème  tlii  à  M.  Muir  sur  révanonissemcnt  de  cer- 
tains agrégats  de  détern)inants  lires  d'un  déterminant  général,  sont  des  consé- 
quences immédiates  d'un  liiéorème  de  Sylvester. 

jVanso/i  [E.-J.).  —   Un  système  d'f'qiiations  relatives  luix  circu- 
lants. (i43-i44). 

Si   X^,   .\,  désignent  respectivement  les  cofacteurs  de  x^,  a.  dans  les  circu- 
lants (  j;,.  Xn,  . .  -,  -27,,),  («,,  «2,  •  ■  -,  «„  ),  les  équations 

X,         \,  X., 


entraînent 


a!    V.; 


Whittaker  {E.-  T.).  —  Noie  sur  une  fonction  analogue  à  la  fonc- 
tion sigma  (le  Weierslrass.  (i45-i4B). 

L'auteur  considère  un  groupe  inlini  discontinu  de  substitutions 


d.. 


et  forme  le  produit  infini 
a(z,  a)  =  (--a)  J] 


(^-c„)(a-a„ 


1  i  r.  —  a  )  (  r.,,  ^  a,,  I 


où  a,,  est  la  même  fonction  de  a  que  ;„  de  ;,  et  où  le  produit  infini  est  étendu 
à  toutes  les  substitutions  du  groupe  autres  que  la  substitution  identique. 

Le  produit  infini  est  absolument  et  uniformément  convergent  pour  toutes  les 
valeurs  de  z,  à  l'exception  de  certaines  valeurs  spéciales,  et  cela  quelle  que  soit 
la  nature  du  groupe  infini  discontinu.  Cette  fonction  n'a  qu'un  zéro  dans  chacune 
des  régions  A,,,  A,,  ...  du  plan  qui  se  déduisent  les  unes  dans  les  autres  par 
les  transformations  du  groupe;  elle  se  réduit  à  la  fonction  de  \\'eicrstrass, 
quand  ce  groupe  est  fortné  par  les  transforjitations 

(z.  z  -h  :'.  /nw  -h  >  /n'w'  ). 
Miller  [G. -A.).  —  Sur  un  système  inlini  de  grou|)es  conformes. 

(i4(S-ir)o). 

Deux  groupes  distincts  sont  dits  conformes  s'ils  ont  le  même  nombre  d'opé- 
rateurs de  chaque  ordre.  La  Note  de  M.  .Miller  conceine  un  système  inlini  de 
groupes  non  abéliens  qui    ne   peuvent   être  conformes  à  aucun   groupe  abélien. 

Iliidson  {R.-W  .).  —  Une  notivellc  métliotle  dans  la  géométrie  de 
droite.  (1  5  i-i5-  ) 
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Trois  des  six  coordonnées  d'une  droite  peuvent  être  regardées  comme  les 
coordonnées  d'un  point  mobile  sur  une  sphère  de  rayon  un,  les  trois  autres 
étant  regardées  comme  les  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point.  L'auteur 
donne  quelques  applications  intéressantes  de  celle  idée. 


Dixon  (A  .-C .).  —  Sur  la  valeur  tie  rinti-grale 

/      cos 


i/i—  1 

)s  0    COS/?')  d». 


(i58). 

En  supposant  n  réel  et  m  >  o,  cette  intégrale  est  égale  à 
-  n  II  ) 


Hiidson  (/>.-//.).  —  ISole  sur  les  conclilioiis  d'équilibre  d'une 
nieuihiane  flexible  soumise  à  la  pression  bydrostali(|iie.  (109- 
i(k)). 

Nouvelle  démonstration   de   la  formule  i]ui  relie  la  tension  en  un  point  et  la 
diflérencc  des  pressions  sur  les  deux  colés  de  la  membrane. 

Hardy  i^G.-H .).  —  Sur  les  zéros  de  la  t'oncllon  entirre 

^  {in  — 


1 

(i6i-i65). 


On  peut  évidemment  se  limiter  aux  zéros  q  -+-  ir,  tels  que  \  et  t,  soient  positifs 
tous  deux.  Les  valeurs  de  ';  et  r,  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

T,  =  log(  2n  -(-  1;-  -H  p, 
où  /(  est  un  entier  et  où  a.  ^  deviennent  tro  petits  |)Our  les  zéros  très  éloignés. 

Cunningham  (  Lieuh-uaul-Colouel  A.)   et    Woodall   [/J.-J.).    — 
D('-terminalion    de    oraads    nombres    premiers   successifs.   (i(j.5- 

i;6). 

Les  nombres  premiers  que  les  auteurs  appellent  grands  sont  ceux  <ini 
dépassent  9  millions  et  celte  appellation  est  légitimée  i)ar  l'existence  de  Tables 
(jui  contiennent  tous  les  nombres  premiers  plus  petits  que  (joooooo.  Ils  indi- 
(luent  des  procédés  pour  trouver  les  nombies  premiers  qui  sont  compris  entre 
deux  limites,  et  donnent  en  particulier  les  117,  laf^,  'pet  n-  nombres  pieniiers 
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qui   se  Irouvcnl  respectivement   (lHn>    les  inter\alles  (2-'zjz  1021)),    (2-^zpio2o), 
(  2--'zf:  1080),  (  .l'^'riz  1020  ).  L'ai'lirle  se  termine  par  des  Tables  de  diviseurs. 

Hardy  {G. -IL).  —  Notes  sur  quelques  poiiils  de  Calcul  intégral. 

(.;;-. 83). 

Intégrales  convergentes  de  types  irrcguliers. 

BroinKvick  \T.-J.).  —  iNoie  sur  un   problème  de  condensateur. 
(184-192). 

M.  J.-II.  -Miiiiel  a  montré  comment  la  représentation  conforme  définie  par  la 
fonction  Z(«)  «le  Jacobi  conduisait  à  une  solution  exacte  du  problème  concer- 
nant un  condensateur  formé  de  deux  barres  conductrices  parallèles,  très 
longues,  égales  et  placées  vis-à-vis  Tune  de  l'autre.  M.  Bronnvich  traite  le 
même  problème  en  partant  de  la  représentation  conforme  définie  par  la  fonc- 
tion pu  et  compare  sa  solution  et  celle  de  M.  Michel. 

Bnrnside   [W.).    —    Sur   les    lii;nes    de    courbure    des    surlaces 
inverses.  (1  f)2  ). 

La  s(jlulion  donnée  par  .M.  Buinside  {voir  plus  haut)  a  été  publiée  anté- 
rieurement par  M.  H. -M.  Tajlor  {Proceedings  of  the  London  Matheniatical 
Society,  t.  \",  p.  io5-ii2). 


Tome  XXXII.  1 90- 1908. 

Hardy  {G. -H.).  —  Notes  sur  (itielcjues  points  de  Calcul  intégral. 

(1-3). 

Sur  l'intégrale    /       [A  —  9  (  sin- J7  )]  ^{^(  x  )  rfj:. 

Mnir  (  77/.).  —  Noie  sur  les  relations  linéaires  de  Kronecker  entre 
dé'lciiniiianls.  (4-fc>V 

\  |inipiis  de  la  Note  de  .M.  Nanson  sur  ce  sujet,  insérée  dan<  le  Tome  XWI. 
M.  Muir  signale  une  intéressante  relation  entre  des  pioduits  de  déterminants, 
susceptible  d'une  leprésentalion  symbolique  très  simple. 

IHxon   i^.l.-C.).    —    Sur    une   propriété  des  fonctions  de  liessel. 

(7-8). 

lintrc  deux  racines  réelles  consécutives  de  J„  (  x  ).  il  y  a  une  racine  de  J,,^,  (x) 
et  une  seule. 
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Bessol  {A  .-C).  —  Développement  de  x"  en  fondions  de  Bessel. 

(8). 

Nanson  [E.-J.).  —  Sur  les  facteurs  de 

a{b  —  c Y"  —  b(c  —  a  )'"—  Ci  a  —  b )'" 

quand  m  est  impair.  (c)-i  i). 

Expression  du  quotient  par 

(b-'C)(c  —  ct){a  —  b) 
de 

a(b  —  c)"'-i-  b{c  —  a)"'-h  c{a  —  b  )"' 

pour  m  impair  :  le  quotient  est  divisible  par  bc  -^  ca  -\-  ab  —  a- —  b---  c-  quand 
n  est  de  la  l'orme  6/.-  -~- 1,  conformément  à  une  remarque  de  M.  Malhe\\s  {Edii- 
calioncil  Times  Reprint,  l.  L\XI.  p.  h- j. 

Glaislier  [J .-  M.).  —  Sur  des  séries  pour  -—  el  — ^  dont  les  termes 
sont  les  inverses  des  noniln-es  naturels.  (i2-3o). 
Diverses  généralisations  de  la  séiie  de  Gregory 


dont  un  bon  n(mibre  sont  tirées  des  formules 


m        n  —  m        /i  -~  m 


n  m  t:        m        n  —  m        n  -t-  m 

sin  

n 


en  donnant  des  valeurs  particulières  aux  nombres  n.  ni. 
Signalons  en  passant  la  formule 


.     t:  .     i-  .     0  -  .     (  '"  —  ■'  )  ~ 

sm  —        sin sin sin 

2/1  i  m  2  m  '  m 


où,  dans  le  Second    membre,   on  doit  prendre   le  signe  supérieur  ou   le  signe 
inférieur  suivant  que  m  est  de  la  forme  ^k-i-i  ou  .'\k  -t-  2. 

D'autres  séries   résultent  d'une   formule  de   Lejcune-Diriclilel    dont   l'auteur 
avait   déjà   tiré   parti   dans   un   Mémoire  du   Volume   précédent,  d'autres  encore 


•il 6  SKCONDK   l'AiniE. 

de  la  relation 


: .  3 .  ô .  .  .  (  a  «  —  I  )         (  -j  «  --  1  )  (  a  /?  --  :i  ) .  .  .  (  'i  /(  —  I  ) 


(  4  «  —  1  H  4  "  -T-  ■"'  )  •    •  (  'J  "  —  '  ) 


,,,,,.1  —  -("-0, ïT^  +(«-!). 


sin,„  sin,,,,  sm  ,^ 

H  —  3  n  —  1  \ 

+  (— l)      2      (/,  -l)„_:{  _J____  -x.(_i)     2      (/i— i)„_i    \, 

i     sin ^ — ^  -i      I 


où  ;î  est   un   nombre  impair  et  où   {/i — i),  désigne  le  coeffîcienl  de  ar""  dans 

Iludsou  {fi--  fr  .).  —  Coordonnées  de  droite  dans  l'espace  absolu. 

(3i-36). 

Développemenl  d'un   mode   particulier  de  curresporidance  entre   les   droites 
d'un  espace  elliptique  et  les  points  iinai^inaires  d'un  plan  de  cet  espace. 

Hardy  [G. -H.).  —  Sm-  les  zéros  de  certaines  fonctions  entières. 
(36-45). 


Les  zéros  de  la  fonction  entière 


in^r  —  >   ci,x'. 


où   a„,  a^,    ...,  a„  sont  réels  et  a„   positifs,  qui    sont   dans  l'angle  des  coor- 
données positives,  approchent  as}  iiiptotiquement  des  points 

Les  zéros  de  e^—  ax  approchent  asyuiptoliquement  des  points 
2/>  -I-  -  ji:  =:  /  log^  .>/?  -I-  -)a-!z. 

/*            I O  "  (  /T  '?''     -.1—  *y  I)  nr     \      f*\^ 
^^^ ^; '—^, dx. 
,  _              a.r-  —  •>.  |î./'  --  Y 

(45-5o). 

L'intégrale  est  calculée  pour  toutes  les  valeurs  réelles  do  a,  b,  c,  a,  ^,  y  telles 
que  sa  valeur  principale  soit  convergente;  les  résultats  sont  diflerents  suivant 
la  nature  des  racines  des  deux  trinômes  du  second  deuré. 


REVUli   DES  PUBLICATIONS.  217 

Iliidson  [R.-JV.).  —  La  nolaliou  des  matrices  dans  la  théorie  des 
vis  (Screivs).  (.m-j-). 

RcprésentalioD  olég;iiUc,   au  moyen  de  deux  matrices,  de  deux   vis  polaires. 

Voiing  (A.).  —  Sur  certains  types  d'invariants  de  formes  quadra- 
tiques. (5--J9). 

Il  s'agit  d'invariants  se  rappoi-tant  à  des  formes  quadratiques  a^,  b^,  c^,  ..., 
linéaires  par  rapport  aux  cocnicients  de  ces  diverses  formes,  et  de  leur  exprès 
sion  explicite,  en  les  supposant  de  degré  pair,  au  moyen  des  invariants  irré- 
ductibles. 

Taylor  (FI. -M.).  —  Un  problème  d'ari\angemeiits.  (Go-Go). 

Étant  donnés  n  maris  et  leurs  n  femmes,  de  combien  de  manières  peut-on  les 
ranger  autour  d'une  table  de  façon  que  chaque  convive  soit  entre  deux  convives 
d'un  autre  sexe  que  lui,  et  qu'un  mari  ne  soit  jamais  à  côté  de  sa  femme? 

Nansoii  (E. -./.).  —  Sur  la  jtedal  équation  d'une  courbe  plane 
et  deux,  iuterprélalions  géonictriques  pour  la  puissance  d'un 
point  par  rapport  à  une  courbe.  (G4-GG). 

Forme  et  interprétation  de  la  relation  entre  les  distances  r  et  p  d'un  point 
fixe  à  un  point  d'une  conique  et  à  la  tangente  en  ce  point. 

U  orAmcnv  (IV.-P.).  —  Note  sur  les  fractions  périodiques  déci- 
males. (G--68). 

Forsylh  (.!.-/?.).  —  Les  grandeurs  fondamentales  dans  la  théorie 
générale  des  surfaces.  (G8-80). 

Dans  la  théorie  générale  des  surfaces  (rapportées  à  deux  paramètres),  telle 
qu'elle  a  clé  fondée  par  Gauss,  les  grandeurs  fondamentales  du  premier  ordre 
(E,  F,  G)  et  celles  du  second  ordre  tiennent,  comme  on  le  sait,  un  rôle  essen- 
tiel. Dans  certaines  recherches,  interviennent  certaines  combinaisons  des  dé- 
rivées premières  de  ces  grandeurs  fondamentales  du  premier  et  du  second  ordre, 
qu'il  convient  de  désigner  comme  grandeurs  fondamentales  du  troisième 
ordre,  etc.  L'article  de  M.  Forsyth  est  consacré  à  la  formation  de  ces  gran- 
deurs fondamentales  des  divers  ordres  :  celles  du  troisième  ordre  s'obtiennent 
en  dilTérentiant  l'expression  de  la  courbure  d'une  section  normale,  etc.  Il  con- 
vient de  signaler,  en  particulier,  la  discussion  relative  aii\  lignes  de  courbure 
dans  le  voisinage  d'un  ombilic. 

Dixon  (yL-C).  —  Sur  le  problème  des  cartes  en  couleur.  (81- 
83). 

Bull,  des  Sciences  m  a  thé  m.,-?."  série,  t.  WVIII.  (Novembre  ifjn'|.)     H-ifi 
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Koloso//'  (G.).  —  Sur  le  cas  de  Goriatsclioff  de  la  rolalion  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  (S4-88). 

En  désignant  par  A,  I»,  C  les  moments  d'intrlic,  [)ar  h,  h,  l  les  eoonlonnées 
du  centre  de  gravité  (l'axe  des  z  clant  vertical  et  dirigé  vers  le  nadir),  il  s'agit 
dn  cas  où  l'on  a 

A  =  B  =  'jC,        /c  =  l^o 

(  (ioRiATSCiiOFF,  Collectioiis  de  Moscou,  1900). 

M.  Tshapligiiine  (  Travaux  de  la  Société  impériale  des  amis  de  la  Philo- 
sophie naturelle  de  Moscou,  1901)  a  montré  que,  si  la  constante  des  aires  était 
mille,  le  problème  se  ramenait  aux  intégrales  hyperelliptiqucs.  M.  Kolosofl' 
itiiitc  la  même  ([ueslion  en  se  servant  des  équations  de  Hamillon. 

Brlll  (/•).   —  Note  sur  les  propriétés  algébriques  des   pfalliens. 
(88-92). 

Addition  il  un  Mémoire  paru  ilans  le  XXXIV'"  \"(jlunie  dos  Proceedings  of 
the  Loiidon  mallicmaliccd  Society. 

Hardy  (G. -II-.).  —  Notes  sur  quelcpies  points  de  Calcul  inlégnd. 

'  92-97 )• 

Sur  des  intégrales  multiples,  s'étcndant  à  un  ciiamp  infini,  condilionnelle- 
ment  convergentes.  L'auteur  estime  qu'on  a  tort  de  ne  legardcr  comme  conver- 
gentes, parmi  les  intégrales  étendues  à  un  champ  infini,  que  celles  qui  sont  abso- 
lument convergentes  :  il  y  a  là  une  question  de  tcrmincdogic.  et  tout  dépend 
de  la  façon  dont  on  fait  croître  le  champ  lic  riiUcL;ialc. 

Forsyth  [A.-R.).  —   Sur  les  familles  de  yéodésiques  et  sur  les 
géodésiques  parallèles.  (98-10- ). 

L'auteur  montre  comment  diverses  propriétés  îles  lignes  géodésiqucs  res- 
sortent  facilement  quand  ou  rapporte  la  surface  aux  lignes  de  longueur  nulle. 

Biirucs  (F.-  \\  .).  —  Sur  la  valeur  de  la  série  de  Fourier 

S  =  -¥-  ce 


(108-1  I  -i). 

Va\  supposant  que  11  soit   un  nombre   naturel   et   en   supposant   — -  <  0  < -, 
la  valeur  de  cette  série  est 
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en  désignant  par  S„(a)  la  n'»"*  fonction  de  Bernoulli,  définie  par  les  conditions 

S„  (  a  -H  1  )  —  S„  (  a  )  =  a"        S,,  (  o  )  =  o. 

B/-onnvic/i  (7'.-/.).   —  La  droite  des  inflexions   d'une   culjiqiie 
plane  iinicursale.  (ii3-iid). 

Huine-BotJierv  (/.-//.).    —   Elude  du  vol  planant  des  oiseaux. 

(I  i5-i28). 

Celle  élude  esl  à  la  fois  théorique  et  cxpérinienlalc;  elle  comporte  t\i-< 
données  et  des  calculs  numériques. 

Thompson.  — •  Sur  la  quartique  gauche  rationnelle.  (i3o-i3ît). 

Inlerseclion  d'une  surface  du  troisième  degré  et  d'une  surface  du  sccun  1 
degré  dont  deux  génératrices  du  même  système  sont  situées  sur  la  surface  du 
Iroisiènie  degré.  Intersection  de  la  quartique  avec  les  vingt-sept  droites  de  l.i 
surface  du  troisième  degré. 

JV/ip/zt.  —  Note  sur  les  surfaces  de  Weingarlen  dont  les  lignes 
de  courbure  forment  un  système  isotherme.  (i33-i46). 

En  désignant  par  p  et  p'  les  ra3'ons  de  courbure  i)rincipaux,  les  surfaces  dont 
les  lignes  de  courbure  forment  un  système  isotherme  sont  : 

1°  Les  surfaces  pour  lesquelles  — : -,  est  constant; 

?        ? 
2°  Les  surfaces  de  révolution; 
3"  Les  surfaces  données  par  une  solution  quelconque  de  l'équatioi 


,  d    Y   ,   d  /cli.r\'| 

^-y=^'My-d;\-^)y 


en  supposant 


y  =  V{x), 


p      9 

;  =  —  2  A-  r    {x), 

?  ? 

X  =  \{u  -h  v); 
X  est  une  cf)nstante,  u,  v  sont  les  paramètres  des  lignes  de  courbure. 

Burnside  (  U  .).  —  Sur  les  inversions  composées  et  les  transfor- 
mations alliées.  (147-159). 

Généralisation  de  l'inversion  composée  de  jM.  Darboux  {Leçons  sur  In  tlieoiie 
générale  des  surfaces,  t.  IV.  p.  79).  AL  I3urnsidc  montre  en  particulier  com- 
menl   toute    lransformalio:i   du    groupe    continu    li-    pins    général    pour    lequel 
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l'équation 

dx  dx^  4-  dy  dy,  -+-  dz  dzi  =  o 

est  invariante  peut  èti'c  obtenue  en  composant  un  noinijre  impair  d'inversions 
composées  généralisées. 

ffardy  (G.-H.).  — Notes  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral. 
(i59-i65). 

Exemples  d'intégrales  doubles,  à  champ  infini,  conditionnelloment  conver- 
gentes. 

Thompson    [A. -P.).    —   La  courbe    quinlique    i-ationnelle    dans 
l'espace  à  quatre  dimensions,  ^^i 66-1 -6). 

Étude  géométrique  de  cette  courbe;  représentation  sur  cette  courbe  des 
covariaots  irréductibles  d'une  forme  binaire  du  cinquième  degré. 

Dixoii  (A.-L.).  —  Une  généralisation  du  théorème  d'ivory.  (177- 
187). 

Ce  théorème  subsiste,  en  donnant  au  mot  distance  la  signification  générale 
signalée  par  Caylcj",  toutes  les  fois  que  l'absolu  fait  partie  des  surfaces  lionio- 
focales. 

Hardy  (G.-II .).  —  Notes  sur  quelques  [loints  de  Calcul  intégral. 

(187-192). 

Sur  l'opération  qui  est  l'inverse  d'une  double  intégration. 

L'auteur  montre  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  entre  les  trois  opérations 

'■'      =  lim    lim  Q){x.  y,  h,  /.), 


— = —  =  lim   lim0(.r.  y,  h.  /.  ). 

oyox       k=oh  =  o 

D.  ./=   lim  e{x.  r,  h.  /,■), 
/.■,/i=o         ■  ' 


en  posant  pour  abréger 

/(.r--  /(..v-^-  /:)  —  fi  x.  y  -^k)  — /(.r-t-  //.  v)  -■-  f(  x.  v^ 


{X,  j-,  /(,  A) 


lik 


la  fonction  I)_.  ^.f  peut  très  bien   e\i.-lir  lors  même  que  les  dérivées  n'ont  pas 
de  sens;  elle  est  nulle,  par  exemple,  si  l'on  suppose 

/{y)  ^,b[x)  +  ySy), 

en  supposant  seulement   que   les   fonctions  <^(.r),   y_{y)   soient  définies   pour 
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toutes  les  valeurs  de  x,  y,  sans  qu'on  suppose  rien  sur  la  continuité  de  ces 
fondions  ou  l'existence  de  leurs  dérivées. 
Signalons  le  théorème  suivant  : 

Si  T>/{Xi  y)  est  une  fonction  continue  dans  le  rectangle  {a,  A,  b,  B), 


/(A,  B)-/(A,  b)-f{a,  B)-hf{a.  6)  =  (  A  -  a)(B  -  6)  D/(ï,  t^) 
[a£?£A,  b^r,<B]. 

On  en  çpnclut  que,  si  D/  est  nulle  dans  le  rectangle  (a,  A.  b.  B),  elle  est 
la  somme  d'une  fonction  de  x  et  d'une  fonction  de  y. 

J.  T. 


ZEITSCHRIFT  flu  Matiikmatik  und  Physik  ('). 


La  Revue  fondée  par  O.  Schhimilcli  en  i856,  sous  le  titre  de 
ZcitschvifL  fur  Matliematik  und  Physik,  est  consacrée  désor- 
mais aux  Malhématiques  appliquées.  Les  Professeurs  Pi.  Mehmke, 
à  Stuttgart,  et  C.  Runge,  à  Hanovre,  qui  ont  pris  en  1901  la  suc- 
cession de  M.  Cantor  à  la  direction  de  cette  Revue  en  expliquent 
(pages  8-10)  le  nouveau  but,  qui  est  la  publication  d'articles  re- 
latifs à  la  Mécanique  rationnelle  ou  technique,  à  la  Physique 
mathématique,  aux  méthodes  de  calcul  numérique,  à  la  Géo- 
métrie descriptive,  à  la  Géodésie,  etc. 

La  Revue  publie  aussi  un  répertoire  des  articles  concernant  les 
Sciences  appliquées  et  parus  dans  270  des  plus  importants  |)ério- 
diques;  les  titres  de  ces  articles  sont  classés,  par  ordre  de  matières, 
par  E.  Wolffîng,  Tome  XLVI,  pages  390-418;  Tome  XLVII, 
pages  287-317;  Tome  XLVIII,  pages  i  52-182-,  un  répertoire  spé- 
cial est  consacré  aux  publications  techniques,  Tome  XLVI, 
pages  5oi-5o6;  Tome  XLVII,  pages  3 17-320;  Tome  XLVIII, 
pages  i83-i()2. 


(')  \o\v  Bulletin,  l.  WVL,  p.  1J7. 
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Tome  XLVI;  1901. 


Ifelni  {Georg.).  —  Notice  sur  O.  Schhimilch  (iS'^.^-iQoi).  (1-7). 

SoinmcrfeJd  (A.).    —   Etude    lliéoriqae    sur   la    diffraction    des 
rnvons  de  Rontgen.  (i  1-97  )• 

Le  point  de  départ  est  l'hypotlièse  de  Wiechert  et  de  sir  Georges  Stokcs  :  les 
particules  qui  constituent  les  rayons  cathodiques  produisent  un  clioc  en  frap- 
pant un  obstacle;  ce  choc  est  la  cause  d'un  fort  et  rapide  ébranlement  qui 
trouble  l'équilibre  de  l'éther  et  se  propage  dans  le  temps  et  l'espace  suivant 
les  équations  de  Maxwell. 

L'auleur  examine  le  cas  d'une  seule  impulsion  plane  se  propageant  depuis 
rinliiii  cL  arrivant  sur  un  écran  ou  sur  une  fente  dont  les  arêtes  sont  parallèles 
au  ])!,iu  de  l'impulsion;  il  suffit  de  traiter  le  problème  analytique  dans  un  plan 
iiiiiiMal  à  ces  arêtes,  avec  deux  variables  x  et  y.  L'impulsion  peut  être  repré- 
scniée  par  une  fonction  de  la  forme  e-''-(»'  +  v/ 1-,  où  k  est  très  grand,  ou  par 

une  fonction  égale  à  zéro  pour  \x  -+•  \ t\  >  -»  et  à  l'unité  pour  |  j;  -r-  Vf  |  <  -> 

A  étant  un  nombre  très  petit  qui  représente  la  largeur  de  l'impulsion. 
Le  problème  revient  à  la  recherche  d'une  solution  do  Téquation 

ô- u  _       /'à-  u        ()-  Il \ 

qui  satisfasse  à  des  conditions  données;  l'auteur  l'a  résolu  dans  le  cas  d'un 
écran  en  imaginant  une  surface  de  Ricmann  à  deux  feuillets  dont  la  ligne  de 
jonction  est  la  trace  de  l'écran  sur  le  plan  xOy,  et  en  cherchant  une  solution 
uniforme  sur  cette  surface;  le  feuillet  supérieur  correspond  à  la  réalité  phy- 
sique, l'autre  est  une  surface  idéale  sur  laquelle  passe  l'énergie  de  l'impulsion 
au  contact  de  l'écran.  L'auteur  exprime  la  solution  par  une  intégrale  définie, 
montre  qu'elle  est  unique  et  calcule  l'énergie  de  l'impulsion;  il  reprend  ensuite 
le  problème  en  partant  du  principe  de  Huyghens  tel  qu'il  a  été  exposé  par  Kircli- 
hoff  et  formulé  dans  le  cas  de  deux  dimensions  par  Volterra  {Bendiconli  dei 
Lincei^  '892);  les  deux  méthodes  conduisent  à  des  résultats  sensiblement  iden- 
tiques lorsque  A  est  très  petit. 

Lorsque  la  diffraction  est  produite  i)ar  une  fente  de  largeur  ■/,  la  méthode 
de  la  Siirface  de  Uiemann  est  impuissante  à  fournir  la  solution,  que  l'auteur 
déduit  du  principe  de  Huyghens;  il  calcule  l'eircl  de  l'impulsion  ditlVaclée  sur 
une  phhjur  |)hotographique,  et  trouve  que   l'elVet  le   plus  net  se  manifc^lc  à  la 

distance  -r-  de  la  fente;  il  discute  les  observations  de  Ila^a  et  Wind  (Annales 
8  a 

de  Wiedemann,  1899)  et,  par  comparaison  avec  ses  calculs,  il  estime  que  la 
largeur  X  de  l'impulsion  est  égale  à  o^*;'-,  i3  et  sa  durée  égale  à  o.\  x  10-'*  se- 
condes. 
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Killernïann  {Anton).  — Fojers  des  lentilles;  déterniinalion  des 
constantes  des  lentilles.  (gS-iSS). 

Un  rayon  tombant  sur  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  se  divise  en 
deux  parties  dont  l'une  est  réfléchie  et  l'autre  réfractée;  les  rayons  issus  d"uii 
point  à  distance  finie  ou  infinie  subissent  sur  les  deux  faces  d'une  lentille  des 
réflexions  et  des  réfractions  donnant  lieu  chacune  à  un  point  conjugué  ou  à  un 
foyer;  l'auteur  donne  les  formules  qui  déterminent  tous  les  points  ainsi  obtenus. 

Distcli  {M.).  —  Sur  les  courbes  et  surfaces  d'engrenages.  (i34- 
i8i). 

Suite  de  l'article  du  mi'iiic  auteur,  Tome  XLIII  de  cette  Revue. 

On  considère  deux  surfaces  réglées  S,,  S^  animées  de  mouvements  de  rotation 
autour  de  deux  arbres  O,,  O,  et  en  même  temps  de  mouvements  de  translation 
le  long  de  ces  arbres;  comment  doit-on  déterminer  Sj  et  S,  pour  qu'elles  se 
raccordent  à  chaque  instant  suivant  une  génératrice  commune  g,  et  pour  que 
leur  mouvement  relatif  soit  analogue  à  celui  des  engrenages  cylindriques  ou 
coniques,  c'est-à-dire  ne  renferme  pas  de  glissement  parallèle  à  g1 

L'auteur  examine  d'abord  le  cas  où  les  mouvements  de  S,  et  S,  sont  héli- 
coïdaux et  sont  représentés  par  deux  vis;  g  est  alors  l'axe  de  la  vis  résultaul 
de  la  deuxième  vis  et  d'une  autre  opposée  à  la  première  ;  S,  et  S,  sont  des  héli- 
çoïdes  engendrés  par  g  dans  les  deux  mouvements  donnés.  Pour  que  la  vitesse 
relative  parallèle  à  g  soit  nulle,  il  faut  que  les  héliçoïdes  soient  dévcloppables 
ou  que  leurs  lignes  de  striction  soient  tangentes  entre  elles.  Lorsqu'on  donne 
une  des  vis  et  l'axe  de  l'autre,  les  droites  g  répondant  à  la  question  se  répar- 
tissent suivant  des  surfaces  réglées  G  dont  les  plus  simples  sont  des  conoïdes 
de  Pluecker. 

L'auteur  examine  ensuite  le  cas  oii  les  rotations  et  les  translations  relatives 
à  0,  et  Oo  sont  quelconques;  à  chaque  instant  il  existe  des  héliçoïdes  S,,  S, 
tangents  le  long  d'une  droite  g  et  réalisant  la  transformation  de  mouvement 
pendant  un  temps  infiniment  petit;  les  droites  g  relatives  aux  instants  succes- 
sifs ont  comme  lieu  une  des  surfaces  G  dont  on  a  parlé;  elles  déterminent  des 
surfaces  réglées  R,,  R,  rattachées  aux  axes  O,  et  0^,  et  répondant  à  la  question. 
Pour  que  le  glissement  le  long  de  g  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  R,  et  R. 
soient  applicables  l'une  sur  l'autre;  à  chaque  surface  G  correspond  une  relation 
entre  le  rapport  des  vitesses  angulaires  autour  de  0,  et  O^  et  le  rapport  des 
vitesses  de  translation  le  long  de  ces  axes.  Suivent  des  exemples  particuliers. 

Witlenbauer  (F.).  —  Sur  le  choc  do  filets  li([uides  libres.  (182- 
198). 

La  pression  causée  par  le  choc  d'un  filet  liquide  sur  une  plaque  plane,  ohliijue 
à  la  direction  du  filet,  est  étudiée  en  parlant  du  théorème  de  la  quantité  de 
mouvement  projetée  et  du  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss.  Cas  ou 
le  niduvcmcnl  des  filets  sur  la  plaque  est  gêné  par  des  obstacles.  Kxeniples. 

Sojnojf   (P.).    —    Applications  de  la  cinématique   des   sysh-ines 
délormablcs  ati\  syslènics  articulés,  (i  99-2  17). 
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Élude  des  syslùnies  arliculés,  dérivés  du  plagio^iuplie  ou  panlographe  de 
Sylvesler,  permeltant  la  description  d'une  figure  seiiiblabic  ou  d'une  figure 
h  imothétique  à  une  figure  donnée.  Cas  où  les  points  du  mécanisme  primitive- 
ment fixes  décrivent  des  courbes  données. 

Proell  {ReinJioUl).  —  Règle  à  calculs  hélicoïdale.  (218-223). 

Riinge  (C).   —  Sur  les  fondions  empiricjiics  et  l'inlerpolation 
entre  ordonnées  équidistantes.  (224-243  ). 

Premier  problème.  — fi-jo)  étant  une  fonction  rccllf  et  h  une  quantité  fixe, 
on  forme  la  suite  des  polynômes  G^{x),  G, (a;),  ...  tels  que  G„(x)  soit  de 
degré  n  et  ait  les  mêmes  valeurs  que/(^)  ponr  x  =  0,  /i,  2/1,  ...,  nh;  celte 
suite  de  polynômes  est-elle  convergente? 

Elle  ne  l'est  pas  toujours,  comme  le  montre  l'exemple  de  f{x)  =  e"^;  la  suite 
n'est  convergente  dans  ce  cas  que  pour  /4<log2.  Même  problème  lorsqu'on 
interpole  pour  les  valeurs  o,  —A,  ±2/1,  .... 

Deuxième  problème.  —  a  el  b  étant  deux  quantiié-;  fixes  réelles,  on  insère 
entre  elles  n  —  i  moyens  arillimétiques  et  l'on  forme  le  pol^'nome  G,^{x),  de 
degré  n,  qui  a  les  mêmes  valeurs  qu'une  fonction  donnée  f{x)  pour  les 
;t+i  termes  ainsi  déterminés;  la  suite  des  polynômes  G„(^)  est-elle  conver- 
gente lorsque  n  augmente  indéfiniment? 

Si  g,^{x)  est  le  polynôme  qui  s'annule  pour  les  // -1- i  valeurs  de  x  consi- 
tlérées,  la  formule  de  Caucliy  donne 

l'intégrale  relative  à  la  vaiiable  complexe  z  étant  étendue  à  un  contour  ne 
renfermant  pas  de  point  singulier  de/(^);  il  suffit  donc  d'étudier  le  terme 
complémentaire. 

Si  {]{x,  y)  est  la  partie  réelle  de  la  fonction 

^~"log(^-a)-i-  i^iog(c-6). 


6  —  a 


et  si  l'on  trace  la  courbe  de  la  famille  V{x,  y)  =  const.  qui  passe  par  un  point 
singulier  de  f{z)  sans  en  contenir  d'autre  à  son  intérieur,  la  limite  de  G,,{x) 
n'existe  et  ne  représente  /(x)  que  dans  la  portion  du  segment  (a,  b)  inlé- 
rieure  à  cette  courbe. 

Mchmke  (Jl.).  —  Une  construction  d'ombres.  (244-24^)- 

Mclimlie  (A*.).    —   Construction   de   rinlerscclion   d'une   surface 
enveloppe  avec  une  surface  plane  ou  courbe.  (246-248). 

C'est  l'enveloppe  des  sections  des  surfaces  enveloppées. 
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Rohfbach  {Cai'l).  —  Un  nouveau  trait  de  perspective.  (a^Q-^So). 
Cas  où  le  point  de  fuite  est  hors  des  limites  de  l'épure. 

FitisterKvalder     {S.).     —     Solution     d'un     problème     propose 
TomeXLJI.  (aoi-aoo). 

Le  filet  d'un  ballon  sphérirjuo  est  un  réseau  constitué  par  deux  familles  de 
loxodromies;  élude  de  ses  déformations  lorsqu'on  l'applique  sur  un  [ilan  ou  sur 
une  surface  de  révolution. 

lleynianii  (  [['.).  —  Sur  les  groupes  de  racines  découpes  par  des 
contours  polygonaux.  (2G5-296). 

Application  du  procédé  indiqué  dans  le  Tome  113  du  Journal  de  Crelle  pour 
calculer  par  approximations  successives  les  abscisses  des  points  communs  à 
deux  courbes  y=f{x),  y=  ■■s{x);  cas  où  'o{x)  =  x.  On  construit  une  ligne 
polygonale  dont  les  sommets  sont  alternativement  sur  les  deux  courbes  et  les 
côtés  alternativement  parallèles  aux  axes  et  l'on  cherche  les  points  limites;  cas 
où  la  ligne  polygonale  se  ferme. 

Ueymann  (  rfV).  —  Détermination  des  axes  d'une  ellipse  dont  on 
donne  le  périmètre  et  la  surface.  (296-299). 

Salfnrr  (Eduard).  —  Sur  les  rotations  en  Géométrie  descriptive. 
(3oo-3io). 

Applications  à  la  recherche  de  la  plus  courte  dislance  de  deux  droites  et  de 
l'angle  de  deux  plans,  ainsi  qu'à  la  construction  d'un  trièdre  dont  on  donne  les 
trois  dièdres. 

Tinterding  (H.-E.).  —  Sur  un  problème  de  Géométrie  descrip- 
tive. (3i  1-323). 

Construction  des  droites  s'appuyant  sur  qualrc  droites  données.  La  surface 
réglée  du  second  ordre  déterminée  par  trois  des  droites  est  coupée  par  deux 
plans  issus  de  la  quatrième  suivant  des  coniques  rapportées  projcclivcment 
l'une  à  l'autre;  les  trois  premières  droites  déterniiiient  sur  ces  plans  deux 
triangles  dont  les  cotés  homologues  rencontrent  la  quatrième  droite  en  des 
couples  de  points  homologues;  les  points  doubles  des  divisions  ainsi  définies 
sont  les  points  d'où  sont  issues  les  deux  droites  cherchées.  La  correspondance 
définie  sur  les  deux  coniques  fournit  les  contours  apparents  de  la  surface  réglée. 

Grilmvnld  {Josef).  —  Sur  la  construction  des  figures  renfermant 
des  points,  des  droites  et  des  plans  imaginaires.  (328-329). 

Addition  à  l'article  Tome  \L\'.  page  10;  construction  de  l'homologue  d'un 
point  réel    m  dans   l'involution    gauche   définie    i)ar   deux    droites    imaginaires 
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conjuguées.  Les  deux  directrices  étant  définies  par  les  quatcrnes  (a,  b,  a',  b'  ), 
{a,  b\  a',  b)  de  génératrices  d'un  système  réglé,  on  mène  par  le  point  ni  les 
transversales  /Ha,3',  ma'[j  s'appuyant  sur  a,  b'  et  sur  a',  b;  l'intersection  de  ajï 

et  a'ji'  est  le  point  m'  cherché. 

Millier  (  H.).  —  Les  cotirbes  liées  au  mouvement  de  la  bielle  et 
touchées  en  six  points  par  une  tangente.  (33o-342). 

Addition  aux  articles  des  Tomes  XLII  et  XLIII  de  cette  Revue.  Pour  un 
choix  particulier  des  cùtés  d'un  quadrilatère  articulé  dont  un  membre  est  fixe, 
un  point  qui  est  sur  la  bielle  ou  qui  lui  est  invariablement  lié  décrit  uni- 
courbe  dont  la  tangente  en  un  point  particulier  a  six  points  confondus  com- 
muns avec  la  courbe;  celle-ci  se  confond  sensiblement  avec  une  droite  aux 
environs  du  point  et  le  mécanisme  peut  remplacer  le  parallélogramme  de  Walt. 

Les  quadrilatères  répondant  à  la  question  dépendent  d'un  paramètre  variable: 
le  plus  simple  d'entre  eux  est  un  trapèze  de  seconde  espèce  dont  la  grande  base 
est  (ixe  et  vaut  trois  fois  la  petite  base,  les  cotés  obliques  valant  quatre  Ibis 
celle-ci;  le  milieu  de  la  petite  base  décrit  une  courbe  renconliéc  six  fois  parla 
tangente  parallèle  à  la  grande  base. 

Cramer  (llans).  —  Sur  le  mouvement  caché.  (343-347)- 

A  l'aide  du  principe  du  mouvement  caché,  la  loi  de  Weber  relative  à  l'aclion 
de  deux  masses  électriques  se  ramène  à  l'attraction  newtonienne. 

Graefe  (F'.).  —  Relations  entre  l'ellipse  centrale  d'inertie  et  les 
cercles  d'inertie.  (348-353). 

Un  cercle  passant  par  le  centre  de  l'ellipse  centrale  d'inertie  et  par  les  points 
où  une  des  tangentes  à  cette  el'ipse  rencontre  le  cercle  de  Monge  est  un  cercle 
d'inertie  dont  le  point  principal  est  le  point  de  contact  de  la  tangente  consi- 
dérée; connaissant  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  droites  dont  deux 
sont  rectangulaires,  on  pewt  construire  un  cercle  d'inertie  et  son  point  prin- 
ci|)al  et  en  iléduirc  le  moment  par  rapport  à  une  droite  quelconque. 

Slaecket  (Paul).  —  Remarque  sur  une  Note  de  R.  Zicgcl.  (354  ). 

La  Note  du  Tome  \LV,  page  3.18,  est  une  conséquence  dun  théorème  connu 
sur  les  fonctions  des  racines  d'une  équation  irréiluctible. 

Kriemlei-  (Ch.-J.),   Pilgiiin  (L.),  Kiibler  (/.).  —  Remarques 
sur  la  résistance  au  ilambement.  (355-371  ). 

Kiibler  a  iiublié  dans  le  Tome  \LV  de  celte  Revue  un  article  sur  la  résistance 
au  Ilambement;  Kriemler  relève  des  fautes  de  calcul  et  montre  que  le  résultai 
exact  est  celui  que  donne  la  formule  d'iïuler  corrigée. 

Pilgrim  airive  aux  mêmes  conclusions  et  pousse  jilus  loin  l'approximation; 
dans  le  cas  il'unc  com[)rcssion  axiale,  le  Ilambement  ne  se  proiluit  pas  tant  que 
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sa  valeur  P  csl  inférieure  à  la  valeur  P„  donnée  par 

lorsque  P  >  P„.  la  llèchc  /  produite  est  donnée  par  des  forniuits  renfermant 
des  fonctions  elliptiques,  mais  si  P<;5P„,  on  peut  se  contenter  de  la  formule 
approchée 


•(=^.-^\/\/--'' 


l  ""    V  \      \     P„ 


Kiibler  justifie  ses  calculs,  en  disant  qu'ils  s'appliquent  à  une  poutre  déjà  pliée, 
dont  les  extrémités  sont  ensuite  maintenues  fixes. 

Klein  [F.).  —  Sur  la  fonclion  de  Bruns  nppeléc  Eikonal.  Trons- 
formation  colHnéaire  de  respace  dans  la  ihéorie  des  inslininients 
d'optique.  (3j2-382). 

Bruns  a  étudié  la  marche  des  rayons  lumineux  dans  un  instrument  d'optique 
à  l'aide  des  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  quatre  variables  qu'il  appelle 
Eikonal;  Klein  montre  qu'elle  se  déduit  de  la  fonction  caractéristique  de 
Hamillon,  égale  au  temps  employé  par  la  lumière  à  traverser  les  milieux  suc- 
cessifs. 

Klein  démontre  géométriquement  les  résultats  de  Bruns  relatifs  à  un  instru- 
ment d'optique  absolu;  si  les  rayons  issus  d'un  point  concourent  tous  au  point 
conjugue,  l'instrument  opère  une  transformation  collinéaire  de  l'espace  qui  est 
wnç  similitude. 

Franche  {Adolf).  —  Résistance  au  llanibement  de  colonnes  de 
section  variable.  (4  19-434  )• 

Généralise  pour  les  poutres  de  section  variable  et  chargées  debout  les  calculs 
(lui  conduisent  à  la  formule  connue  dEuler  relative  au  tlambement  des  pièces 
de  section  constante. 

Kiitta  (JJ'ilhelm).  —  Contribution  à  l'intégration  des  équations 
(lifférentieiles  par  approximations  successives.  (435-453). 

Complément  de  l'article  de  Riinge  (Mat/i.  Aitn.,  t.  \LM)  et  de  celui  de 
llcun  (cette  Revue,  t.  \LVj.  Soit  x.  y  un  système  de  valeurs  relatives  à   une 

solution  de  l'équation  -j-  =  f{oc,  y);  on  se  propose  de  déterminer  l'accroisse- 
ment Aï-  relatif  à  un  accroissement  donné  \x  de  la  variable;  on  ciicrrhc  une 
suite  (le  valeurs  A,)-,  A,_>',  ...  et  des  coefficients  a,,  a^,  ...  tels  que  la  dill'é- 
rencc 

Aj'  — (2,A,>'-i-a.,A,,r-t-...) 

siit  d'ordre  le  plus  élevé  possible  en  Ax.  La  méthode  s'applique  d'une  infinité 
de  man;èi-os  jusqu'au  quatrième  ordie,  mais   non   au    delà;   le   calcul   approché 
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de  ly  le  plus  simple  est  donné  pai"  les  formules 

^iV  =f{^,  y)  ^^, 

^y  =  ,î,  (  ^,y  -t-  3  A,r  +  3  A,  r  -+-  A,.y  )• 

Jolies  {  Slanislaus).  —  Théorie  géométrique  de  la  poutre  para- 
bolique. (453-456). 

Considérons  un  système  réticulaire  dont  la  membrure  inférieure  est  horizon- 
tale et  la  membrure  supérieure  est  parabolique,  possédant  des  traverses  verti- 
cales et  d'autres  obliques  et  supposons  qu'une  charge  régulière  se  déplace  sur 
la  membrure  inférieure;  par  la  slalii|ue  graphique,  on  voit  que  le  maximum 
de  l'effort  dans  une  traverse  oblique  est  proportionnel  à  sa  longueur. 

Grusùizeiv  (A. -P.).  —  Théorie  de  hi  capillarité  et  de  l"hjdro- 
statique.  (,457-47o)- 

L'hydrostatique  et  la  capillarité  peuvent  être  traitées  simultanément  en 
considérant  un  liquide  comme  un  système  de  points  matériels  remplissant 
d'une  manière  continue  un  volume  donné;  les  forces  intérieures,  en  verlu  des 
liaisons  existantes,  dérivant  d'un  potentiel  qui  est  fonction  de  la  densité  du 
liquide  et  du  rayon  de  la  si>hère  d'action  moléculaire. 

L'auteur  applique  le  principe  du  travail  virtuel  aux  forces  extérieures  et  inté- 
rieures en  distinguant  : 

1°  Les  points  intérieurs  au  volume  occupé  par  le  liquide; 
2°  Les  points  de  la  surface  de  contact  avec  les  corps  fixes; 
3°  Les  points  de  la  surface  libre  du  liquide. 

Pour  les  premiers,  le  pntcntiel  des  forces  intérieures  ne  dépend  que  de  la 
densité;  pour  les  autres,  il  dépend  de  l'épaisseur  île  la  couche  superficielle  du 
liquide  et  aussi  de  sa  densité;  celle-ci,  comme  dans  la  théorie  de  Poisson,  pe.ut 
avoir  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  a  dans  le  volume;  les  actions  du 
fluide  voisin  sur  la  surface  libre  sont  remplacées  par  des  forces  réparties  sur  la 
surface. 

Le  prinei|)e  du  travail  virtuel  et  la  conditiDU  relative  à  la  comprcssibilité  ou 
l'incompressibilité  du  liquide  conduisent  pour  les  points  intérieurs  aux  équa- 
tions usuelles  et  au  principe  de  Pascal,  pour  les  points  de  la  surface  libre  à  la 
pression  capillaire  et  à  la  tension  superficielle:  enfin,  jiour  les  points  du  contour 
de  cette  surface,  à  l'angle  d'accommodation,  qui  dépend  seulement  de  la  densité 
et  de  l'épaisseur  des  couches  superficielles. 

Denizot  [Alfred).  —  Sur  un  problème  d'Euler  relatif  au  pendule. 
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Un  corps  [M-sant  repose  sur  un  plan  horizonlal  par  une  surface  cvlimlriqne  de 
révolution  qui  peut  rouler  sans  glisser  sur  le  plan;  le  mouvement  de  ce  pendule, 
déjà  proposé  en  exercice  par  Jiillien,  dépend  d'inlégralcs  elliptiques  qui  sont 
calcnlées  complètement  ici;  une  faute  de  calcul  est  rectifiée  page  vi. 

Mehinke  (/?.).  —  Calcul  des  racines  d'équalions  du  deuxirine  ou 
Iroisiènie  degré  par  la  machine  à  calculer.  (  479-4 8'^) • 

Soient  a  et  a -f- 1  deux  entiers  consécutifs  comprenant  une  seule  racine  x 
d'une  équation  algébrique;  dans  la  transformée  en  x —  a,  on  ne  garde  que  le 
terme  constant  et  le  terme  du  premier  degré;  on  a  ainsi  le  premier  chiffre 
décimal  de  la  racine  et  ainsi  de  suite.  Les  calculs  s'effectuent  rapidement  avec 
la  lUiK  liine  à  calculer. 


Tome  XLVII;  1902. 


Fisclier  (  Mctor).  —  Analogies  avec  la  Thermodynamique.  (  i-i4)- 

Helmhollz  et  Boltzmann  ont  montré  l'analogie  qui  existe  entre  le  mouvement 
des  systèmes  monocycliques  et  celui  de  la  chaleur;  l'auteur  compare  avec 
Thomson  et  Rankine  la  Thcrmoilynamique  à  l'étude  du  mouvement  des  tour- 
billons élémentaires.  Dans  ce  mouvement,  la  force  centrifuge  équivaut  à  une 
pression  p;  si  v  est  le  volume  spécifique,  T  le  carré  de  la  vitesse  tangcntielle 
et  R  une  constante,  il  existe  une  relation  de  la  forme  pv  ^^  RT.  Le  passage  de 
l'énergie  d'un  tourbillon  à  un  autre  voisin  de  vitesse  différente  est  analogue  à 
la  transmission  de  la  chaleur  et  satisfait  à  des  formules  dans  lesquelles  les  cha- 
leurs spécifiques  c   et  c    auraient  les  valeurs  7  et  —  • 

Franche  {Adolf).   —  Arcs    dont  les    appuis    sont   reliés    d'une 
manière  élastique.  (i5-28). 

Les  formules  habituelles  l'clatives  aux  déformations  élastiques  des  arcs  métal- 
liques sont  établies  en  supposant  que  leurs  extrémités  sont  des  rotules  fixes; 
lorsque  ces  rotules  sont  reliées  par  une  tige  extensible,  les  formules  doivent 
être  modifiées,  mais  tout  se  passe,  à  des  termes  négligeables  près,  comme  dans 
le  cas  où  les  extrémités  sont  fixes,  à  la  condition  d'introduire  à  la  clef  une  ten- 
sion supplémentaire  iictive.  L'auteur  examine  le  cas  d'un  arc  circulaire  simple, 
et  celui  de  l'ensemble  de  deux  arcs  articulés  en  ogive. 

DoleiaL  {Eduard).  —  Les  problèmes  des  cinq  et  des  trois  rayons 
en  Photoi^rammétrie.  (ag-SS). 

ICn  Géodésie,  on  utilise  les  clichés  photographiques  pour  déterminer  la  posi- 
tion réelle  dans  l'espace  des  points  dont  on  a  l'image  sur  la  plaque;  on  les  rap- 
porte pour  cela  à  certains  points  de  repère  dont  on  connaît  à  l'avance  les  coor 
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données  géographiques  el  l'altitude.  Il  fdul  nipporiei-  d'abord  à  ces  points  de 
repère  le  point  de  vue  d'où  est  prise  la  projection  photographique,  puis  le  plan 
du  tableau  et  la  ligne  d'horizon. 

La  détermination  de  ces  inconnues  foudumcn talcs  peut  se  faire  de  deux 
manières  : 

1°  On  connaît  cinq  points  de  repère  et  leurs  coordonnées  géographiques  et 
l'on  mesure  sur  le  cliché  la  distance  horizontale  de  leurs  images; 

2°  On  connaît  trois  points  de  repère  et  leurs  coordonnées  géographiques;  on 
mesure  dans  l'espace  leurs  azimuts  relatifs  et  sur  le  cliché  la  distance  horizon- 
tale de  leurs  images. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  détermine  alors  d'une  manière  unique  le  point  de 
vue,  l'orientalion  du  plan  du  tableau  et  la  projection  du  point  de  vue  sur  ce 
plan  ;  la  connaissance  des  altitudes  des  points  de  repère  fournit  ensuite  la  posi- 
tion la  plus  probable  de  la  ligne  d'horizon. 

Lorsque  le  nombre  des  points  de  repère  connus  est  plus  élevé,  on  utilise  la 
méthode  des  moindres  carrés  pour  trouver  la  solution  la  plus  probable  et  les 
erreurs  correspondantes;  l'auteur  indique  une  marche  simple  de  calculs  et 
donne  ties  exemples  numériques. 

Skutsch  {Rudolf).  —  Sur  Jcs  Ijaliinces  à  équations.  (  Sd-io/j). 

Rappel  de  la  balance  hydrostatique  de  Meslin  {Journal  c/e  PInsique,  11)00), 
pour  résoudre  les  équations  algébriques,  puis  des  balances  de  Massau  et  de 
Grant,  formées  de  « -M  leviers  du  premier  genre  successifs  agissant  chacun  sur 
le  suivant;  le  rapport  x  des  bras  des  leviers  est  le  même  pour  tous  et  on  le  fait 
varier  jusqu'à  obtenir  l'équilibre.  Etude  d'une  balance  formée  encore  pur  des 
leviers  successifs,  dont  les  bras  sont  constants  en  grandeur,  mais  dont  les  centres 
d'oscillations  et  les  inclinaisons  relatives  sont  variables  et  fournissent  la  valeur 
de  l'inconnue. 

Uciui  {Karh.  —  Etude  du  viriel  et  du  moment  d  iin  système  sla- 
lioniiaire  de  forces  dans  le  mouvement  d'un  corps  solide.  (  io4- 

Miibius,  .Minding,  Darboux,  etc.  ont  étudié  les  sj'stèmes  de  forces  dont  les 
vecteurs  représentatifs  restent  constants  en  grandeur  et  direction  tandis  ipie 
leurs  points  d'application  varient.  Si  /  est  le  vecteur  représentatif  d'une  force 
et  si  X  est  le  vecteur  allant  de  l'origine  à  son  point  d'application,  la  somme  des 
produits  intérieurs  des  vecteurs  j;  et  /  est  le  viriel  tlu  syslèmc:  la  somme  de 
leurs  produits  extérieurs  est  le  moment  de  ce  système. 

L'autour  appli(jue  les  procédés  du  calcul  vectoriel  à  l'étude  de  la  variation 
du  viriel  et  du  moment  lorsiiue  les  points  d'application  des  forces  appartien- 
nent il  un  sididc  animé  d'une  translation,  d'une  rotation  ou  d'un  mouvement 
hélicoïdal;  il  retrouve  d'une  manière  simple  et  élégante  les  résultais  connus 
depuis  -Mobius  sur  l'équilibre  astalique,  sur  les  droites  qui  sont  axes  d'équilibre 
pour  les  rotations,  sur  les  rotations  qui  amènent  le  système  en  équilibre  et  il 
les  fiénéralise. 
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Rudio  (Ferdinand).  —  Sur  la  cubature  du  paraboloïdc  de  révo- 
lution. (  126-1  2j). 

Evnlualion  du  volume  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  on 
fonction  des  aires  de  deux  sections  circulaires  ([uelconijues. 

Burmester  (L.).  —  Théorie  cinématique  géométrique  du  mouve- 
ment dans  le  plan  ou  dans  l'espace  des  systèmes  déformahles 
d'après  la  loi  de  l'aflinité  ou  la  loi  de  similitude,  ainsi  (jue  des 
systèmes  indélormables.  (^128-1. 56). 

Suite  d'un  article  de  cette  Revue,  Tome  XXIII,  1878,  page  108. 

Toute  déformation  par  affinilé,  c'est-à-dire  toute  transformation  homogra- 
phique  laissant  invarial)le  le  plan  de  l'infini,  comprend  comme  cas  particulier 
la  (lefornialion  par  similitude  et  le  mouvement  des  corps  solides.  Si  par  chaque 
point  (lu  système  déformé  on  mène  le  vecteur  vitesse,  les  extrémités  des  vec- 
teurs ainsi  tracés  forment  un  système  transformé  du  premier  par  affinité;  les 
points  du  système  donné  et  les  plans  perpendiculaires  aux  vitesses  de  ces  points 
forment  un  système  nul  ou  focal  de  Mobius. 

A  un  instant  donné,  les  druitcs  ijui  se  déplacent  sans  di-foriiialidu  sont  les 
génératrices  d'un  cône  du  deuxième  ordre  et  les  flroilcs  parallèles  à  ces  géné- 
ratrices; en  particulier,  celles  de  ces  droites  qui  sont  animées  d'une  rotation 
autour  d'un  axe  qui  leur  est  normal  forment  une  congruence  de  quatrième  ordre 
et  de  deuxième  classe.  Dans  chaque  déformation  infiniment  petite,  existent  deux 
systèmes  de  plans  parallèles  tels  que  les  points  contenus  <lans  un  de  ces  plans 
subissent  une  transfoimation  par  similitude. 

Application  aux  dilatations  des  cristaux  et  aux  déformations  des  hyncrho- 
loïdes  ou  paraboloïdes  articulés. 

Kriiger  (/,.).  —  Sur  la  comj)ensation  des  polygones  et  des  chaînes 
de  triangles  géodésiques  et  sur  la  formule  internationale  d'ap- 
proximation pour  l'erreur  angulaire  movennc.  (  i  .">-- 1  ()<i  ). 

L'Association  géodésique  internationale,  dans  sa  réunion  de  .Nirc  eu  1SS7,  a 
adopté  une  formule  de  Ferrero  pour  la  valeur  approchée  de  l'erreur  moyenne 
des  mesures  angulaires;  cette  formule  ne  s'applif|ue  ((u'à  une  chaîne  simple  de 
triangles;  l'auteur  en  donne  une  autre  plus  exacte  pour  les  autres  cas,  en  par- 
lif-ulicr  pour  les  systèmes  centraux,  et  indicjue  dans  ([ucls  cas  la  formule  de 
l-'errci()  est  encore  apjilicable. 

Rodenbeig  (C).  —  Sur  la  courbe  d'intersection  de  doux  tores 
égaux  et  sa  décomposition  en  cercles.  Sur  les  points  d  inter- 
section d'une  ellipse  cl  d'une  conique  ajant  mêmes  directions 
d'axes.  (19G-200J. 

Si  deux  tores  égaux  ont  même  |)lan  d'é(|uateur,  leur  intersection  se  compose 
d'une  courbe  du   (]ualrième  ordre   et  d'une    courbe   splic-riiiui-   projetées  sur  le 
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plan  (le  Irquateur  suivant  une  droite  et  une  ellipse;  la  deuxième  courbe  se 
décompose  en  deux  cercles  si  les  tores  sont  bitangenls. 

Zermelo  {E .).  —  Pv.echerches  hydrodynamiques  relaUves  aux 
mouveinenis  tourbillonnaires  sur  une  surface  sphërique.  (201- 
23-). 

Établissement  des  équations  du  mouvement  d'un  fluide  mobile  sans  frotte- 
ment sur  une  surface,  en  coordonnées  curvilignes  «,  v  orthogonales.  Dans  le 
cas  d'un  liquide  homogène  incompressible,  la  répartition  des  vitesses  est  déter- 
minée par  la  valeur  de  la  fonction  de  courant  '!^{u,  v);  celte  fonction  est  dis- 
continue pour  les  sources  positives  ou  négatives;  on  suppose  ici  qu'il  n'en 
existe  pas. 

Si  ds-  est  é;;al  à  U^-  du--{-  V"-  dv"^  l'intensité  0  du  tourbillon  en  chaque  point 
est  donnée  par  l'équation 

et  inversement  la  recherche  des  vitesses  lorsqu'on  donne  les  tourbillons  dépend 
de  l'intégration  de  l'équation  précédente  où  '^  est  l'inconnue;  les  points  de 
discontinuité  peuvent  remplir  des  lignes  ou  coupures  telles  que  la  vitesse  varie 
brusquement  d'un  bord  à  l'autre,  ou  bien  ils  peuvent  être  isolés;  ce  sont  alors 
des  centres  tourbillonnaires  [strudel)  autour  desquels  le  liquide  tourne  avec 
une  vitesse  d'autant  plus  grande  qu'il  en  est  plus  rapproché;  la  circulation  le 
long  d'un  contour  infiniment  petit  entourant  un  tel  point  reste  finie. 

L'auteur  applique  ces  considérations  au  mouvement  sur  la  sphère  en  prenant 
soit  les  coordonnées  polaires  sphériques  6,  w  autour  d'un  pôle  O,  soit  les  coor- 
données cartésiennes  x^  y  de  la  projeclipn  slcréographique  faite  du  pôle 
opposé  0'.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'intensité  de  tourbillon  p  a   une 

valeur  constante  —  7:::  ^''  °"  '^  vitesse  ne  dépend  qne  de  0;  la  fonction  0  e>t 
alors  égale  à  — •  log  sin  -  et  le  pôle  O  est  un  centre  tourbillonnaire  de  mo- 
ment m.  rius  généralement,  si  n  points  P,,  P„,  ...,  P„  sont  des  centres  tour- 
billonnaires de  moments  m,,  m.,,  ...  et  si  les  dislances  polaires  d'un  point  P 
à  ces  points  sont  6,.  6,,  ...,  la  fonction 

0  =     V    — ■  1(1  L'  sin  —  1 

que  l'on  peut  appeler  potentiel  sphërique  des  masses  m-,  est  une  fonction  de 
courant,  l'intensité  de  tourbillon  étant y-^'--  La  notion  de  potentiel  sphë- 
rique s'étend  au  cas  d'une  réparlilidu  continue  de  masses  sur  la  sphère  et  elle 
fournit,  à  une  constante  près,  une  solution  de  l'équation  (a). 

Pour  les  courants  stationnaircs,  0  est  une  fonction  de  (J*;  si  p  =  A'^,  la  solu- 
tion du  problème  dépend  de  fonctions  sidiériijues;  si  (^  ne  dépend  (juc  de  0,  on  a 
à  intégrer  l'équation 

_Jf^.cotO---aA-Ç.  =  o; 
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elle  n'a  de  solnlion  continue  que  si  2/,  = —  n{n  +1),  n  éUiiit  enlier,  et  celle 
soliiliou  s'exprime  par  les  polynômes  de  Legendre. 

Khnn  (F.).  —  Sur  la  théorie  de  la  vis  de  Sir  Iloljerl  Bail.  (23-- 
265). 

L'auteur  complète  analytiquement  la  lliéorie  de  Bail  au  point  de  vue  de  la 
théorie  moderne  des  groupes  de  transformalion  de  l'espace  et  il  la  ratlaclic  à 
la  géométrie  réglée.  Les  six  coordonnées  p,  q,  /•,  u^  t',  iv  de  la  vitesse  instan- 
tanée d'un  corps  solide  et  les  six  coordonnées  X,  V,  Z,  L,  M,  N  d'un  système  de 
forces  subissent  les  mêmes  transformations  par  le  groupe  des  mouvements  et 
les  homothéties  directes,  mais  subissent  des  transformations  de  signes  contraires 
par  les  symétries. 

La  théorie  de  la  vis  est  celle  des  substitutions  de  l'espace  réglé  laissant  inva- 
riables les  éiiuations  p"-^  7"+  '"' =  o  cl  pu  -^  </('  -r-  rw  =  0. 

TiinerdiiiL:  {H.-E .).  —  La  théorie  de  la  valeur  daprès  Bernoulll. 
(  32  1-354  ). 

Buffon  et  Bernoulli  ont,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  énoncé  ce  principe 
que  la  valeur  relative  d'un  gain  ou  d'une  perte  est  en  raison  inverse  de  la  for- 
lune  du  joueur.  L'auteur  discule  ce  principe,  simplifie  les  démonstrations  des 
théorèmes  qu'en  a  déduits  Laplace,  cherche  les  propriétés  générales  d'une  fonc- 
tion du  revenu  que  ion  p<iurrail  substituer  à  celle  de  Bernoulli  et  eu  fait 
l'application  à  l'établissement  de  l'impôt  sur  le  revenu. 

Uohylew  (D.)  et  Frlescndorf  (Th.).  —  Sur  le  roidenient  péri- 
mélrifpie  de  la  toupie  dont  le  centre  de  gravité  est  au-dessous 
du  poitjt  de  suspension.  (354-307  ), 

Un  corps  de  révolution  en  forme  de  cloche  repose  sur  une  pointe  fixe;  il  est 
surmonté  d'une  lige  cylindrique  dirigée  suivant  l'axe  de  révolution  et  cette  lige 
s'appuie  avec  frottement  sur  une  courbe  sphérique  dont  tous  les  points  sont  à 
une  distance  constante  du  centra  de  suspen-;ion.  Dans  quelles  conditions  doit-on 
lancer  la  toupie  ainsi  constituée  pour  que  la  tige  roule  sans  glisser  sur  le  péri- 
mètre de  la  courbe?  Les  auteurs  résolvent  le  problème  lorsque  la  courbe  est  un 
cercle,  puis  lorsqu'elle  est  quelconque. 

hiihler  {J.).  —  Encore  une  fois  la  vérilable  formule  du  llambc- 
nient.  (367-374)- 
Complément  à  l'explication  donnée  Tome  XLVI,  page  36;. 

Schuh  (Fred.).  —  La  courbe  de  vision.  (3-5-3()()). 

Supposons  les  deux  yeux  accommodés  pour  la  vision  nette  d'un  point  de 
l'espace;  les  autres  points  perçus  nettement  sont  ceux  qui  envoient  des  rayons 
frappant  les  rétines  en  des  points  correspondants;  ils  forment  une  cubique  tracée 
sur  un  cylindre  circulaire,  cubique  appelée  lioroptercurve  par  l'auteur. 

lia'l.  des  Sciences  niathém.,  2' série,  t.XXVIIL  (Décembre  igo'i.)     B.i- 
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Horn  (/.).  —  Sur  la  théorie  des  peliles  oscillalions   linies  d'un 
système  à  un  degré  de  liberté.  (400-428). 

Suivant  une  idée  de  Routh,  il  faut  ronsidérer  la  solution  donnée  haljitueile- 
ment  comme  le  premier  terme  d'un  développement  en  série  et  étudier  la  con- 
vergence de  celte  série,  ainsi  que  la  stabilité  du  mouvement;  les  méthodes  de 
Poincaré  indiquent  la  marche  à  suivre. 

On  ne  considère  ici  que  le  cas  d'un  degré  de  liberté,  les  liaisons  étant  indé- 
pendantes du  temps.  Si  les  forces  ne  dépendent  pas  de  la  vitesse,  l'équalion  du 
mouvement  se  ramène  à  la  forme 

d-x  „  , 

en  supposant  la  vitesse  initiale  nulle  et  l'amplitude  initiale  égale  à  une  valeur  c 
suffisamment  petite,  le  mouvement  est  périodique  et  la  durée  w  de  la  demi- 
oscillation  est  une  série  convergente  de  puissances  de  c;  la  valeur  de  x  est 
aussi  une  série  de  la  forme 

'■fxit)  étant  une  fonction  périodique  s'exprimant  au  moyen  de  cos  "   >  cos^^-^j  •••> 

cos 

Si  les  forces  dépendent  de  la  vitesse,  le  mouvement  étant  amorti,  l'équation 
se  rjmcne  à  la  forme 

d^x         .  dx         ,  00, 

— rr  +  2  A  -,-   +  X-  .r  =  a  j;-  +  2  3  xx  ~  yx  --h.  . ., 
dt-  dt 

où  A  ç.\  7.  sont  positifs.  Les  trois  cas  )k  <  x,  >v  >  x,  )^  =  x  donnent  lieu  à  des 
calculs  analogues  aux  précédents  et  la  solution  classique  de  l'équation  sans 
second  membre  constitue  une  approximation  de  la  solution  réelle;  mais  il  n'en 
est  plus  de  même  si  \  est  nul  et  les  résultats  varient  suivant  la  forme  du  second 
membre.  Au  moyen  des  coefficients  qu'il  renferme,  on  calcule  une  suite  indé- 
finie de  nombres;  s'ils  sont  tous  nuis,  le  mouvement  est  périodique;  si  le  pre- 
mier de  ceux  qui  ne  sont  pas  nuls  est  négatif,  le  mouvement  est  stable  et 
amorti;  s'il  est  au  contraire  positif,  le  mouvement  est  instable  pour  des  valeurs 
croissantes  du  temps. 

Fischer  (O.).  —  Sur  les  systèmes  réduits  et  les  points  principaux 
des  membres  d'un  mécanisme  arliculé  et  leur  signification  pour 
la  Mécanique  technique.  (42{)-4<)()  ). 

Exposition  de  la  méthode  employée  pour  l'étude  des  mouvements  des  membres 
du  corps  humain  et  application  aux  systèmes  articulés  de  la  Mécanique.  Si  l'on 
a  dans  un  plan  n  barres  C,,  C.,  ...  de  masses  m,,  /«,,  ...,  de  centres  de 
masses  g^,  g^,  ...,  articulées  successivement  l'une  à  l'autre  aux  points  n,,, 
«23,  ...,  on  appelle  système  réduit  relatif  à  C,  le  système  de  trois  masses, 
l'ui-c  ni^  appliiiuée  en  g-,,  l'autre  /«,  H- w.-H. . .-+- w,_,  appliquée  on  a,_,  ,  et  la 
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troisième  m,._^j+ m,^.2  +  .. .  appliquée  en  «^,^_,  ;  le  centre  /«,  de  ces  (rois  masses 
est  le  point  principal  correspondant  à  C,. 

La  connaissance  des  points  principaux  permet  de  construire  géoniétriquenieuL 
le  centre  de  masse  du  système  total,  d'étudier  ses  déplacements  et  d'évaluer  la 
force  vive  totale;  on  peut  ainsi  simplifier  les  calculs  de  Lorcnz  (Tomi?s  \r.I\ 
et  XLV)  sur  les  forces  d'inertie  des  bielles  et  manivelles. 

LiJigcr  (O.).  —  Sur  un  principe  de  conslruclion  et  son  ;ip|)liea- 
lion  à  la  conslruclion  de  l'ombre  d'une  surface  de  révolution. 
(467-479.)- 

On  donne  en  descriptive  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical:  à  l'aide  de 
la  projection  verticale  seule,  on  peut  elTectucr  la  construction  de  la  courbe  de 
contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  parallèle  à  une  direction  doniiéo; 
application  à  l'ombre  au  soleil. 

Mayr  [Robert).  —  Sur  les  corps  de  svniétrie  cinéiique.  (  j-i)- 188  ;. 

Recherche  des  corps  homogènes  dont  l'ellipsoïde  central  d'inerlic  est  une 
sphère.  En  choisissant  des  coordonnées  polaires  dont  l'origine  e>t  le  centre  de 
masse,  la  cinquième  puissance  du  rayon  vecteur  de  la  surface  limitant  le  volume 
est  une  somme  de  fonctions  sphériques  particulières  des  angles  [>olaires  0  et  '^; 
elles  s'expriment  par  des  polynômes  de  Lcgendre  dont  l'indice  est  pair  et  au 
moins  égal  à  l\.  L'auteur  généralise  les  résultats  de  Legendre  et  i;oii>triiiL  les 
surfaces  les  plus  simples  données  par  ses  formules. 


Tome  XLVIII;  1903. 

G<ins  ( Ricliard).  —  Sur  l'indticlion  dans  les  conducteurs   totir- 
nanls.  (1-28). 

Un  conducteur  ayant  la  forme  d'un  corps  de  révolution  se  im  ut  aiituiu-  iN- 
son  axe,  avec  une  vitesse  de  rotation  unif)rnie,  dans  un  champ  nia;;nélii|ue 
donné;  en  partant  de  l'extension  donnée  par  Hertz  aux  équations  d''  Maxwell, 
l'auteur  détermine  le  champ  électromagnétique  produit,  les  courants  étant 
supposés  slationnaires  et  la  vitesse  des  poinLs  du  corps  étant  très  |)elile  en 
comparaison  de  la  vitesse  de  la  lumière. 

Les  points  de  l'espace  sont  rapportés  à  un  système  de  coordonnées  urthugo- 
nales  yj,  q,  cp  pour  lequel  les  méridiens  de  la  surface  et  leurs  trajeiioiics  ortho- 
gonales sont  des  lignes  coordonnées;  d'après  les  recherches  de  Hicinann  et  de 
Weber,  le  potentiel  'V'  peut  être  déviloppé  en  une  série  dont  les  termes  sont  dos 
produits  de  fonctions  de  p  seul,  de  q  seul  et  de  sinvf  ou  cosvf.  L'auteur  consi- 
dère le  cas  traité  par  Hertz  d'une  sphère  homogène;  en  se  donnant  le  potenlicl 
magnétique  développé  suivant  des  fonctions  sphériques,  il  trouve  des  dévelop- 
pements analogues  pour  le  potentiel  V  et  pour  les  vecteurs  du  champ  éle<ir<j- 
magnétique;  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  les  termes  des  dévelop- 
pements en  série  sont  les  produits  de  fonclinis  sphcriiiucs  par  des  polynômes 
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hypcrgéomélriques.  Lorsque  le  champ  statique  est  constant  et  perpendiculaire 
à  l'axe,  la  solution  s'exprime  sous  forme  finie. 

Radacovic  {M.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  moteur  en  ayant  égard 
à  l'élasticité  du  bâti.  (aS-Sg). 

Sommerfeld  cl  ^^■irlinger  ont  éUnlié  les  trépidations  du  ijàti  d'un  moteur 
lorsque  leur  période  est  égale  à  celle  de  la  rotation  de  ce  moteur.  L'auteur 
examine  le  cas  simple  d'une  manivelle  dont  l'axe  subit  des  tensions  élastiques 
et  il  cherche  dans  quelles  conditions  peut  se  produire  un  état  stationnaire. 

Mattliiessen  [Luchvig).  —  Sur  les  infinies  variétés  des  positions 
des  points  cardinaux  dioptriques  de  lentilles  et  de  systèmes  de 
lentilles  dans  le  cas  de  Tincidence  oblique.  (39-49). 

Les  points  fondamentaux  de  Gauss  :  points  cardinaux,  foyers,  nœuds  peuvent 
être  remplacés  d'une  infinité  de  manières  par  d'autres  jouant  le  même  rôle  et 
donnant  lieu  à  des  relations  de  même  forme  entre  les  abscisses  des  points 
conjugués. 

Grumvald  [A^).  —  Les  systèmes  linéaires  de  vis  de  Sir  Robert 
S.  Bail.  (49-108). 

Exposé  didactique  des  théories  de  B.iU,  en  prenant  comme  bases  les  coor- 
données baryccntriques  de  Mobius  et  le  cirlcul  vectoriel  de  Grassmann  et  ratta- 
chant ces  théories  à  celles  de  la  géométrie  réglée. 

Une  vis,  réunion  de  deux  vecteurs  ou  d'un  vecteur  et  d'un  couple,  a  un  para- 
mètre, celui  du  complexe  linéaire  qui  lui  est  lié;  elle  est  une  combinaison 
linéaire  de  six  vis  fondamentales,  alfectées  de  coefficients  qui  sont  les  coor- 
données de  la  vis  considérée.  Le  produit  de  deux  vis  est  la  somme  des  moments 
mutuels  de  leurs  vecteurs;  s'il  est  nul,  les  vis  sont  réciproques  ou  en  involulion  : 
leurs  paramètres,  la  distance  de  leurs  axes  et  l'angle  de  ceux-ci  sont  liés  par 
la  relation  p  +  p'  =  e  tanga. 

A  tout  système  linéaire  de  vis  de  rang  n.  dépcntlant  de  n  coordonnées  indé- 
pendantes, en  correspond  un  autre  de  rang  (1  —  n,  réciproque  du  premier; 
l'étude  des  systèmes  réciproques  est  analogue  à  celle  des  coniques  harmonique- 
ment  inscrites  ou  circonscrites. 

L'ossature  (gerippe)  d'un  système  est  l'ensemble  des  vis  de  ce  système 
réduites  à  un  seul  vecteur;  les  ossatures  de  deux  systèmes  réciproques  sont 
réciproques,  chaque  droite  de  l'une  rencontrant  toutes  celles  de  l'autre. 

L'auteur  passe  en  revue  tous  les  systèmes  réciproques,  il  étudie  en  détail  les  axes 
du  système  de  rang  2  et  leur  lieu  ipii  est  le  cylimlroïde,  ceux  du  système  réci- 
pr0(iue  de  rang  -l,  qui  forment  un  complexe  quadratique,  enfin  ceux  du  système 
de  rang  3  dans  les  cas  particuliers  et  dans  le  cas  général:  ces  axes  se  répar- 
tissent sur  une  infinité  d'hyperboloïdes  et  forment  une  congruence  de  troisième 
ordre  et  deuxième  classe  étudiée  par  Waeisch  {Wiener  Berichte,  iSgS),  celle 
des  perpendiculaires  communes  aux  génératrices  d'un  système  réglé  du  second 
ordre. 
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Jung  {F.).  —  Mélliode  géomélrique  pour  la  conipcnsalioii  des 
niasses  dans  les  machines  marines  à  (|naLi-e  bielles.  (108-1  :>..") j. 

Retrouve,  par  des  procédés  géométriques,  les  résultais  de  Schubert  et  de 
Lorenz  (voir  cette  Revue,  t.  XLV);  les  directions  des  mani\ elles  doivent  faire 
partie  d'un  paraboloïde  hyperbolique. 

Ueimann  (^TI.).  —  La  résisLance  d'une  pla(|ue  plane  dans  le  cas 
d'une  charge  normale  constante.  (126-134). 

Solution  des  équations  de  Clebsch  dans  le  cas  d'une  plaque  circulaire,  quelle 
que  soit  la  (ixation  des  boids,  puis  dans  le  cas  d'une  plai]ue  elliptii[ue  avec 
encastrement  des  bord<,  enfin  dans  le  cas  d'une  plaque  rectangulaire  dans  le 
cas  où  les  appuis  sont  éiasti.juement  déformables. 

FrancKe  {^-i-}-  —  Détermination  graphique  des  forces  dans  un  arc 
circulaire  avec  ou  sans  rotules  aux  naissances.  (iC)3-20o). 

—  L'arc  articulé  avec  rolule  à  la  clef  et  avec  moment  d  inertie 
variable  d'une  manière  discontinue.  (201-208). 

Applications  ilu  polygone  funiculaire  à  la  délcrniinalion  de  la  ilcxiou  d'un 
arc  chargé,  les  naissances  étant  éi  rotule  ou  encastrées. 

Millier  (R.).  —  Sur  la  théoi'ie  des  courbes  doubles  liées  au  mou- 
venjenl  de  la  bielle.  Courbure  de  ces  courbes  aux.  points  de 
contact  sextuple  avec  la  tangente.  (208-219). 

Suite  de  l'article  du  Tome  XLVI  de  celte  Revue.  Si  un  pnint  âv  la  liiclle 
décrit  une  courbe  ayant,  avec  une  de  ses  tangentes,   un  contact  d'ordie  /)  — 1, 

^/ï  ,.  ,,   ,      ,  ,  ,,      , 

le  rapport   -; r»  appelé  par  Alehmke  courLtare  a  ordre  11 — i,  rensei;;;ie   sur 

la  manière  d  >nt  la  courbe  se  confond  avec  sa  tangente.  La  recherche  de  celle 
courbure  se  rattache  à  la  considéiation  des  pôles  d'innexion  d'ordre  successif. 
Application  au  cas  de  n  =  G. 

Millier  (/?•)•  —  Sur  la  théorie  du  déplacement  instantané  d'un 
système  plan  invariable.  Une  propriété  des  points  de  Burmeslcr. 
(220-223  I. 

Suite  des  articles  parus  dans  celle  Revue,  t.  XWVII  cl  XLH,  sur  les  points 
dont  la  trajectoire  a  un  contact  du  qualrième  ou  du  cinquième  ordre  avec  le 
cercle  de  courbure;  application  au  quadrilatère  articulé. 

Millier  (//.).  —  Sur  quelques  courbes  se  rattachant  à  la  lliéorie 
du  quadrilatère  articulé  plan.  (224-248). 
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lîcproduction  partielle  d"un  article  piii)lié  pour  l'anniversaire  de  Dcdekind 
(i()Oi).  Étude  : 

i"  De  la  courbe  des  pôles,  lieu  des  points  du  plan  de  la  bielle  dont  la  trajec- 
toire a  un  point  de  rebroussement;  ce  lieu  est  du  liuitiènie  ordre,  avec  rebrous- 
sement  aux  points  cycliques; 

2°  De  la  courbe  d'ondulation,  lieu  des  points  de  Bail,  dont  la  trajectoire  a 
un  point  d'ondulation,  ou  nœud  inflexionnel  ;  dans  le  cas  parliculier  oii  les 
cotés  du  quadrilatère  sont  égaux  deux  à  deux,  cette  courbe  se  déduit  de  la 
première  par  une  transformation  conforme  d'équation 

z' ^  az^-        ou         i; '  =:  « -c -f- 6 c~' ; 

3°  l)e  la  courbe  de  passage,  lieu  des  points  dont  la  trajectoire  a  un  point  de 
propre  contact  ou  tacnodal;  ce  lieu  est  du  dixième  ordre. 

\  ieth  (J.-J  .).  —  Sur  le  mouvement  central.  (9.^g-'2Go). 

P"  .„... 


Etude  du  mouvement  d'un  mobile  décrivant  la  courbe  /•"  = 

I  -t-  e  cos«  'f 
ractiiin  d'une  force  centrale. 

Kanii  i  Léopold).  —  Sur  la  résolution  mécanique  des  équations. 

(266-2-2). 

Un  courant  passe  dans  des  fils  de  résistances  différentes,  sur  des  longueurs 
variables  avec  la  grandeur  de  l'inconnue. 

Fdppl  [A.).   —   Solution  du    problème  de  la  toupie  à  l'aide   du 
calcul  vectoriel.  (2^2-284). 

Ya\  prenant  comme  point  de  départ  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement,  on  i:btient  une  équation  vecloricllc  dont  l'inconnue  est  la  com- 
posante, suivant  l'axe  de  la  toupie,  de  la  rotation  instantanée. 

Piotli  i Paul).  —  Les  théories  de  la  résistance  et  les  formules  (|ui 
en  décoident  pour  la  construction  des  machines.  (285-3  16). 

Etude  iom|iarative  des  diverses  théories,  en  particulier  de  celle  de  Duguel  et. 
(le  celle  de  xMolir  et  exposé  de  cette  dernière.  Connaissant  les  directions  prin- 
cipales des  elTorts  autour  d'un  point,  on  peut  déterminer  graphiquement  le 
plus  grand  effort  de  glissement  tangentiel.  et  c'est  en  maintenant  ce  dernier 
ilans  les  limites  voulues  (|ue  l'on  calcule  les  pièces  de  machines.  Comparaisou 
des  résultats  obtenus  de  cette  manière  avec  les  résultuls  habituellement  employés 
soit  dans  le  cas  d'clTorts  stali(iues,  soit  dans  le  cas  d'clbnis  l'épétés  comme  les 
ont  étudiés  Wohier  et  Hauscliinger. 

Grassnuilîti  { IJerman/i).  —  La  rotation  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  (ixe,  lorsqu'il  n'est  soumis  à  aucune  force.  (329-3-6). 

Exposé   de   la   théorie  classique  de   l'oinsot;  description   d'appareils  cinéma- 
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liques  construits  par  Martin  Schilling;  discussion  de  la  position  respective  et 
de  la  concavité  des  cônes  roulant  l'un  sur  l'autre. 

Franche  {Adolf).  —  Poutres  paraboliques  continues.  (3---393). 

Le  théorème  des  trois  moments  s'applique  encore  aux  travées  courbes,  en 
supposant  que  deux  arcs  successifs  soient  liés  invariablement  l'un  à  l'autre.  En 
parlant  des  formules  établies  dans  le  cas  d'arcs  circulaires  surbaissés,  d'équa- 
tion .r--i-jK- — 2  Hj' =:  0,  l'auteur  néglige  j'- et  parvient  ainsi  au  cas  d'arcs  para- 
boli(}ues  dont  il  donne  plusieurs  exemples. 

Gans  (^Richard).  —  Sur  l'intégration  numérique  d'équations  aux 
dérivées  partielles.  (3g4-399). 

Extension  de  la  méthode  de  Runge  {M/it/i.  Aiin.,  t.  XLVL  iSgô).  Soit  une 
é  |uation  q  ^f(x,  y,  z,  p)  dont  on  cherche  une  solution  qui,  pour  y  =  jKo:  ^^ 
réduit  à  une  fonction  donnée  ^,,(0^ );  on  calcule  une  valeur  approchée  de  As, 
développée  suivant  les  puissances  croissantes  de  \y,  les  coefficients  étant  fonc- 
tions de  x;  les  méthodes  de  Simpson  appliquées  entre  o  et  Ajk  fournissent  une 
solution  approchée  jusqu'au  terme  \y^  inclusivement. 

Horn   (./.).   —   Complément  à  la  théorie  des  petites  oscillations. 

(400-434). 

Suite  d'un  article,  Tome  XLVII  de  cette  Revue,  où  étaient  étudiées  les  petites 
oscillations  d'un  système  à  un  degré  de  liberté.  L'auteur  examine  ici  le  cas  où 
il  y  a  plusieurs  degrés  de  liberté;  il  se  limite  à  la  recherche  des  petites  oscil- 
lations périodiques  d'un  système  à  liaisons  indépendantes  du  temps,  quand  il 
existe  une  fonction  des  forces  et  que  les  équations  de  Lagrange  sont  appli- 
Ciibles.  Ces  oscillations  ont  été  étudiées  par  Painlevé  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CWIV);  mais,  pour  éviter  une  objec- 
tion, l'auteur  reprend  ici  la  question  dès  le  début. 

Les  n  équations  de  Lagrange  se  ramènent  à  m  =  2/i  équations  du  premier 
ordre  de  la  forme 

— ,-—  =  a„,x,-+-. . .-{-  a„„.x  ,  -+-  des  termes  d'ordre  >  2; 
cit  — 

pour  qu'une  solution  soit  périodique,  il  est  nécessaire  que  l'équation  en  S 
ciiractérislique  relative  au  système  a^^jait  une  racine  imaginaire  de  la  forme  a/. 
Supposons  alors,  en  faisant  au  besoin  une  transformation  de  variables,  que 
r.qHation  caractéristique  ait  un  couple  de  racines  simples,  égales  à  db  /,  et  qu'elle 
n';iil  aucine  racine  nulle  ni  multiple  entier  de  -h  J  ou  — i;  on  peut  ramener 
le  système  à  la  forme 

dx, 

-,       -     X.,     -i- . . . , 
de  '  ' 

dx^ 
—.=-x,^..., 

-^  =  a^^ar^ -H... -T- a„,„.r ,„-(-...        (a^3;; 
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en  général,  il  n'existe  pas  de  solution  périodique,  mais  il  est  un  cas  où  l'on 
peut  affiimer  rcxistence  d'une  telle  solulion,  c  est  celui  où  l'on  connaît  une 
intégrale  première  de  la  forme  <ï>(a?,,  a;,,  ...)  =  consl.,  <I>  renfermant  parmi 
les  termes  de  degré  le  moins  élevé  un  terme  en  x^  seul.  Pour  cette  solution 
périodique,  on  peut  se  donner  arbitrairement,  entre  certaines  limites,  la  valeur 
initiale  c  de  x^,  les  autres  données  initiales  doivent  être  déttrminées  en  fonc- 
tion de  c:  la  période  T  diffère  peu  de  2 t  et  a  pour  valeur 

Q  7:  +  £;  c- 4-  £j  c' + . . .  : 
enfin,  en  posant  u  =  ~ ,'"    ?  la  solution  périodique  se  met  sous  la  forme 


avec 


•^a  =  ^  '-t'ry.X  (  "  )  -^  C-  '^,^2  {u)  -h. 

6,i=cosw,         'y^i  — — sin«,         !^jj  = '^ 


!/„.  =    7   A'\^  co-aM -1-    7    B,.vsina«. 
u.  =  0  (J.  =  1 


Ces  résultats  s"ii]i[iliqiient  aux  équations  de  Lagrange  sans  qu"il  soit  néces- 
saire de  les  ramener  à  la  forme  cannniquc  précédente.  Soient 

.T  =   -7   x' x!,{a^^-{- a'x,-h. . .), 

2    Amd        ■*      i"  ■  ■ 

SI   l'équation    caractéristique    \a„oS- — b^^\  =  o   n'a   que    des    racines    négatives 

5,  =  — a:,  la  position  dont  les  coordonnées  sont  nulles  est  d'équilibre  stuble  :  si 

les  nombres  )>  ne  sont  pas  nuls  et  si  leurs  rapports  sont  irralionnels,  on   peut 

trouver  n  familles  de  mouvements  périodiques.  A  cliaque  nombre  )>,■  correspond 

une  famille  de  mouvement  dépendant  d'une  constante  arbitraire  c,,  la  pério<le 

2  ~ 
étant  voisine  de  -r— •  Si  les  nombres  >>,  ne  sont  pas  incommensurables,  on   ne 

peut  afiirmer  qu'il  n'existe  pas  d'autre  solution  périodique  que  les  précédentes. 
L'aulcur  applique  ces  considérations  au  cas  d'un  cylindre  horizontal  pesant 
roulant  sans  glisser  sur  nue  surface  cylindrique,  au  cas  (Tun  point  pesant 
mobile  sur  une  surface  près  d'un  point  où  le  pian  tangent  est  hoiizonlal,  enfin 
au  cas  d'une  cloche  et  de  son  battant. 

Range  (C).  —  Sur  la  composllion  et  la  déconiposilioii  de  rota- 
tions par  une  méthode  graphique.  (435-442  ). 

Une  rotation  d'un  système  est  déterminée  dès  qu'on  donne  l'arc  décrit  par  un 
point  M  du  système.  Si  l'on  fait  une  projection  stéréographique  d'une  sphère 
aj'ant  son  centre  sur  l'axe  de  rotation,  on  peut  choisir  pour  M  le  point  qui 
décrit  un  arc  de  cercle  dont  le  plan  passe  par  le  point  de  vue;  sa  trajectoire 
est  projetée  suivant  une  droite;  toute  rotation  est  ainsi  déterminée  par  un 
segment  rectiligne;  on  peut  remplacer  un  segment  par  un  aulre  pris  sur  la 
même  droite  que  le  premier  et  vu  sous  le  même  angle  du  pôle  de  projection. 

Deux  mouvements  de  rotation  se  composent  en  faisant  la  somme  géométrique 
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des  segnienls  représentatifs,  pris  à  partir  du  poiat  commun  aux  dniiti's  (]ni  les 
portent. 

Runi^e  (C.).  —  Sur  la  décomposition  en  sinusoïdes  de  fondions 
périodiques  données  empiriquement.  (4î3-4'^*0- 

Améliorations  apportées  à  la  méthode  connue  et  à  la  disposition  des  calculs. 

Dietrichkeit  (  O.).  —  Tables  de  logarithmes  à  nondjre  sup  'liciir 
de  décimales.  (4->7-46i). 

Sclimid  (Theodor).  —  Sur  un  modèle  cinématique.  (4<)2-4(>'^). 

exposé  d'un  u]ipareil  imaginé  par  Markus  Ivriss  pour  la  description  continue 
des  ellipses  et  des  Irochoïdes  algébriques. 

Meiscl  {Ferdinand).  —  Sur  la  théorie  de  l'expérience  du   pen- 
dule de  Foucault.  [f\^'^-\-o). 

Recherche  élémentaire  des  variations  finies  du  plan  d'oscillation  du  pendule, 
en  supposant  qu'il  reste  toujours  parallèle  à  la  tangente  au  point  le  plus  bas  de  la 
première  oscillation,  tangente  diiigée  suivant  la  méridienne  du  lieu.  Si  ^i  est 
la  latitude,  t  le  temps  en  arcs,  x  la  déviation  apparente  du  plan  d'oscillation, 
on  a 

sin  /  sin  3 


tangj:  = 


si  n-  3  eus  t  +  cos-  3 


Ileimann  {//.).  —  Un  exemple  jjour  le  théorème  du  minimum  du 
travail  résistant.  (471-472). 

KlingatscJi  {A.).  —  La  détermination  du  point  le  plus  favorable 
pour  le  recoupement  en  arrière.  (473-487  ). 

Une  transformation  faite  de  Tun  des  points  connus  comme  pôle  perm  t  de 
ramener  l'un  à  l'autre  le  recoupement  en  avant  et  le  recoupement  en  arriére; 
il  suflit  de  considérer  le  deuxième.  .\  une  erreur  moyenne  sur  les  angles 
mesurés  corrcï^poml  une  erreur  sur  le  point  inconnu;  les  points  du  plan  |)uiir 
lesquels  ces  erreurs  ont  des  valeurs  données  sont  situés  sur  une  courbe  du  ipia- 
trième  ordre  qui  permet  de  résoudre  graphiquement  la  question. 

Schilling  (/'"/'.).  —  Sur  le  théorème  de  Pohlke.  (407-494)- 

Nouvelle  démonstration  et  construction  relative  à  ce  théorème  : 

Trois  vecteurs  concourants  dons  un  même  plan  sont  les  projections  de 
trois  vecteurs  égaux  formant  clans  l'espace  un  trièdre  trirectangle. 

H.  V. 
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lŒXDICOXTI  DiîL  II.  IsTiTUTO  LoMBARDO  Di  SciicNZE  E  Lettere,  II"^  séiic. 
iMilano.  lip.  Bernardoni  di  C.  Uebeschini  e  G.;  U.  Iloepli,  édileur  ('). 

Tome  XXVI;  1893. 

Savno  {A.).  —  [T2/>].  Sur  certaines  formules  réduites  pour  le 
calcul  des  arcs  circulaires  métalliques.  Première  Partie  :  ai'cs 
eucliàssés.  (i43-i55). 

Pcinnelti  {MX  — [P4:?- réf.  M' 1  «].  Sur  la  réduction  des  singu- 
larités d'une  courbe  gauche.  (21(3-222). 

On  peut  toujours,  par  des  transformaiions  cubiques  biratiounelles  de  l'espace, 
réduire  une  courbe  gauche  quelconque  à  une  autre  n'ayant  que  des  points 
multiples  ordinaires,  c'est-à-dire  dont  les  tangentes  soient  distinctes,  et  le 
plan  osculateur  d'une  branche  n'y  soit  pas  tangent  à  une  autre  branche. 

Sayno  (A.).  —  [Ï2^].  Sur  certaines  formules  réduites  pour  le 
calcul  des  arcs  circulaires  métalliques.  Deuxième  Partie  :  arcs  à 
lin  ou  à  deux  centres,  armés  de  tirants.  (266-2-6). 

FormenlL  (C).  —  [Cl].  Sur  une  classe  de  fonctions  dérivées. 
I  (330-343),  II  (382-3S9),  III  (482-491). 

L'auteur  prend  pour  définir  la  clériK-ée  0  -^{x)  d'une  fonction  -^{x)  les  pro- 
priétés caractéristiques  suivantes  : 

^(ri+  ■■?■:  +  •••-<-  ?„)  =  5?i-<-  5?2-^--  •+  S-f„, 

oA  —  o, 

A  élaiit  une  constante.  Cela  ne  caractérise  pas  les  seules  dérivées  ordinaires; 
mais  constitue  une  définition  plus  générale,  qui  d(jnne,  par  exemple,  comme 
dérivée  d'un  polynôme  '^{x)  l'expression 

0:2(0;)  =  [X(  ïj'(a;)  -t-  a,  'f"(  J7)  -i-.. .-{-  ;a„  a'")  (or), 

combinaison  linéaire  des  dérivées  ordinaires,  aussi  bien  que  l'expression 

li{x)  =  M,  A-j  +  M,  A,5  -!-...-<-  .M„  A„9, 

combinai.-oa  linéaire  des  difl"érences. 

Etant  df  une  dérivée  (dans  le  sens  général)  de  -ç  et  si  l'on  a 

69  =  ;x,  ()»  -f-  a,^  f).,o  -f- . . . -f-  ;x,_  û^^  », 
(•)   Voir  Jhillclin,  t.  WVIII,  p.  3. 
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la  fonction 


!i(0  =  _^!x,.î'-=lJ.,.î(î-s.)...(î-£,._,) 


e*t  appelée  la  ddrivalrice  rclulive  à  la  (.IcrivOc  fondamentale  d:^  et  l'on  a  sym- 

i)oliquenient 

Ô^  =  a(J-f). 

La  dérivatrice  peut  aussi  être  une  série.  Le  théorème  de  Taylor  prend  une 
forme  plus  générale,  où  interviennent  dans  les  coefficients  des  polynômes  dont 
l'auteur  trouve  diverses  expressions  et  par  lesquels  on  peut  aussi  exprimer  les 
l>uissances  de  la  variable.  Enfin  l'auteur  ti-ouve  des  relations  entre  les  dérivées 
(|uc  l'on  obtient  suivant  diverses  définilions.  Par  exemple,  si 

ijL  étant  la  fonction  dérivatrice  et  la  dérivée  fondamentale  étant  la  dérivée  ordi- 
naire, on  aura 

f{x)  =  \{lf), 

A  étant  une  autre  dérivatrice  pour  laquelle  il  est 

Dans  la  deuxième  Note,  on  trouve 

y  =  e-r""(/j„4-  p^x  -^. .  .-^ p^x'')  -i-  .\.,,^,e-r+i''  +  . .  .-I-  A„_,e-'.-r* 

comme  exi)ression  générale  des  fonctions  qui  ont  nulle  la  dérivée  o;  ayant  sup- 
posa que  r  des  racines  t^,  ...,  ï„_,  soient  égales  entre  elles.  Puis  l'auteur 
résout  le  problème  pins  général  de  trouver  les  fonctions  qui  ont  une  dérivée 
donnée,  la  dérivée  fondamentale  étant  l'ordinaire. 

Dans  il  troisième  Note,  il  traite  la  même  question  en  supposant  que  la 
iléi-ivée  fondamentale   soit  la  dilT.Mencc,  et  puis  d'autres   questions  qui   le   con- 

du  sent  à  une  expression  remarquable  (!<■  la  di'iivi-c  oïdinairo  d'ordre  /•  de 


1  t  .1  une  expression  des  nombres  de  IJcrnouili.  Citons  ici  la  formule 


■■£{X  ) 


d'~ 


(->)'' 


;('•)       Vi 


Ch' 


BjidelH  (G.).   —  [R7c].    Sur   un    pruhlèiiie   de   Dvnamiqiic   (Je 

G.  Snladini  géucralisc  par  A.  Serrcl.  (  .") 'îl-M*''^  j• 
/>^//■(i.V// (G^.).  —  [IlTr].    Appcidice  à  la  Note  prccédcnic.  (3-9- 
38i). 


Doter. aincr  une  c  >iir!)C  (dans  un  [ilan   vertical)  ijui  ait  la  propriété  que  les 
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temps  employés  par  un  point  pesant  à  en  parcoiuir  un  arc  (]uclconque  aient  un 
rapport  constant  au  temps  emploj'é  à  parcuurir  ia  corde  correspondante.  Serret 
{Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  I\,  p.  28  )  a  démontré 
que  ce  problème  peut  toujours  se  réduire  aux  quadratures.  L'auteur  résout 
complètement  le  problème  en  donnant  l'équation  de  la  courbe  ca  coordonnées 
polaires 


(  1  )  r  =  \a  a  —  0[x  ]  cos  U, 

élant  m  le  rapport  donné, 


A  =  \  m- —  cijs-0, 

I  (  m  sin6 


'  /n  "  c.is"''J         sin  6  -h  a 

et  a,  b  des  constantes  arbitraires.  Pour  m  =1,  l'équation  se  réduit  à  celle 
d'une  lemniscate  dont  l'axe  fait  4^"  avec  la  verticale  et  qui  correspond  au  pro- 
blème déjà  posé  et  résolu  par  Saladini. 

.Mais  la  forme  (i)  de  l'intégrale  générale  est  erronée  et,  ilans  l'appendice,  elle 
est  remplacée  par  lu  sui\ante 


Vcos'"'--'e.ix"'-"'-aH,-cos"'°--'6.;j.'-"''-o)  =0, 

qui  n'a  qu'une  constante  arbitraire. 

Une  généralisation  analogue  à  celle  que  Serret  a  faite  du  problème  de  Sala- 
dini peut  se  faire  pour  le  cas  d'un  point  attiré  par  un  centre  lixe  en  ra  son 
directe  de  la  dislance,  et  elle  conduit  à  la  même  équation. 

Forinenli  (C).  —  [RTc/].  Sur  un  inonveaieal  bi"cU:!iisloclironc 
particulier.  (355-359  ). 

Si  la  vitesse  est  représentée  en  grandeur  et  direction  par  une  fonction  d'une 
variable  complexe  z  =  x -t-  iy,  c'est-à-dire  si,  étant  t^  la  gramleur  de  la  vitesse 

et  cij  l'angle  ([u'elle  fait  avec  l'axe  des  x,  on  a 

re-=  V(^), 
le  mouvement  est  biacbistoclirone. 

Maggi  {G. -A.).  —  [D2Z>  rcf.Toa].  Sur  une  série  non  uniformc- 
mcnt  convergente.  (368-3^2). 

On  la  rencontre  dans  l'élude  de  l'induction  d'un  point  éloclrique  sur  doux 
plans  infinis  parallèles  entre  eux.  On  prend  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire 
aux  plans  menée  par  le  point  donné  et  pour  origine  le  milieu  du  segment 
rompris  cnlre  les  deux  plans.  Alors  la  charge  V.{u)  d'un  cercle  de  rayon  » 
situé  dans  le  plan  .r  =  ra  (  a  =  ~  A,  étant  A  la  dislance  des  deux  plans)  et 
ayant  son  centre  sur  l'axe,  est 


K  1<  V  U  \i   I)  \l S  V  U  |{  I,  I C  A  T  1 0  N  S.  a45 

<)  Il 

A,  =  (  ■>  i  —  1  )  n  -H  ( —  I  )'  5 

el  0  est  l'abscisse  ilii  point  donné. 

Pour  résoudre  le  problènic,  il  faut  prendre 

lim  E{u), 

mais  la  série  n'est  pas  uniformément  convergente  par  rapport  à  «dans  Tinler- 
valle  (o,  x).  L'auteur  trouve  la  somme  de  la  série  par  une  application  de  la 
formule 


\  (1--+-  b- 
cl  en  déduit 


=     /      e~"'^J^(  6a)  f/x        (a^o), 


A 0 

lim  E  (  «  )  =  — 


Jorini  [A.-F.).  —  [r!2^].  Charges  fixes  équivalant  à  des   trains 
mobiles  donnés.  (4  16-424). 

Ciani  {E.).  —  [M-3c].  Sur  les  licssiennes  des  surfaces  cubiques. 
1  (498-007),  H  (523-533),  III  (55;-565). 

L'auteur  corrige  et  complète  ici  les  résultats  obtenus  par  lui  dans  sa  Noie  : 
Sulle  superficie  cubiche  la  cul  hesslana  si  spezza  {Rend,  des  Lincei,  Vol.  VI, 
iSçjo),  résultats  qui  ne  subissent  aucune  modification  lorsque  la  surface  fonda- 
mentale n'a  pas  de  points  singuliers.  Il  démontre  qu'il  n'y  a  qu'une  surface  du 
4''  ordre,  irréductible  et  douée  de  courbe  multiple,  qui  puisse  être  la  hessienne 
d'une  surface  cubique  :  c'est  la  surface  qui  a  une  (seule)  droite  double  avec 
un  point  triple  sur  celte  droite;  elle  est  la  hessienne  dune  surface  cubique  à 
point  double  biplanaire.  Cette  hessienne  est  étudiée  dans  la  Note  II,  où  com- 
mence aussi  l'étude  des  hessiennes  dégénérées,  qui  est  achevée  dans  la  Note  III. 
Un  tableau  à  la  fin  du  travail  résume  tous  les  cas  de  dégénéralion  de  la  hes- 
sienne. 

Pieri  (vl/.).  —  [\''2  réf.  Qâ].  Sur  le  problème  des  espaces  sécants. 

(  j34-54(j). 

La  question  de  trouver  le  nombre  des  espaces  linéaires  de  s  dimensions  ren- 
fermés dans  un  espace  de  n  dimensions  el  satisfaisant  à  des  conditions  données 
se  réduit  à  la  Iran-formalion  de  la  condition  composée 

(a„,  rtp  ...,  o,)(è„,  6,,  ...,  ^). 

f)roduit  de  deux  conditions  fondamentales,  en  une  somme  de  conditions  fonda- 
mentales simples  de  même  dimension. 

I<i  une  telle  décomposition  est  faite  pour  le  produit 

(f/„,  o,,  ....  0,  .,,  aj{h,  H  — s  -   I.  n  —s  -    2 «  —  r.  /m. 
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c'est-à-dire  pour  le  cas  qu'à  l'espace  [s]  soient  imposées  les  conditions  d'ap- 
partenir à  une  forme  fondamentale  donnée  et  de  rencontrer  en  un  point  un 
espace  [h]  donné. 

Montesano  {D.).  —  [N'-3r/].  Sur  les    congruences  linéaires  de 
coniques  dans  l'espace.  (58c)-6o4). 

Une  congruence  est  un  système  ce-  de  coniques  tel  qu'une  seule  d'entre  elles 
passe  par  un  point  donné.  L'auteur  trouve  que  ces  coniques  sont  les  bases 
variables  des  faisceaux  dans  un  réseau  de  surfaces  bomaloïdiques,  et  puis  il 
détermine  les  caractéristiques  élémentaires  des  coniques  du  système.  Il  y  a  un 
nomljrc  oo  de  transformations  birationnelles  et  involutives  de  l'espace  qui  ont 
pour  courbes  unies  les  coniques  de  la  congruence.  Une  congruence  de  coniques 
peut,  sous  certaines  conditions,  être  réduite  par  une  transformation  biralion- 
nelle  à   une  congruence  de  droites. 

De  Marchi   (L.).   —   [S].    Sur  la   théorie  des  cyclons.   Xole  II 

(624-637). 

La  Note  I  est  dans  le  Tome  XXV,  page  820. 

Fellini  (/?.).  —  [T7].  Sur  un  diagramme  de  von  Hefuer  Alie- 
neck.  (724-726). 

Brioschi   {F.).   —    [YAb\    Un    ihéorème    dans   la   division    des 
jjériodes  des  fonctions  ellipliques.  (75'.7-'^3i). 

Soient  «,  Wj,  u.^  trois  arguments,  et 

±  u±  «1  dr  i<2  =  o ; 
posons 

ou  ail,  pour  un  qualriénie  argument  ç', 

±  V  ±  u^±:  u.,=  o, 


et  posons 
soit  aussi 


07    -t-   a:,    -1-  57;   =  —  a, 
0:1X2+  x^x  -~  XX ^  =  b 

D  =  {x,~  x.,)-{x„—  xy-{x  —  x,y-; 
on  aura 

D^'=  Lx-->r  Mx+  N, 

l),  L,  M,  X  étant  des  fondions  de  a,  b,  c,  g.,,  g^. 

L'auteur,  après  avoir  démontré  ce  théorème,  ou   fail   l'applicalion   à  la  divi- 
sion des  périodes  par  un  nombre  premier  >  -. 

Il  y  a  une  Noie  II  dans  le  Tome  WVII.  pjigc  iSU. 
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Tome  XX VU;   iStjj. 

BrioscliL  {F.).  —  [F4Z>].  Un  ihéorènie  dans  la  division  îles 
périodes  des  fonctions  elliptiques.  îNote  II  (i86-i()3l 

Lu  X.jte  I  est  dans  le  Tome  précédent,  page  ~i~. 

Ciani  {E.).  —  [M- 3c].  Sur  les  surfaces  cubiques  qui  peuvent 
être  regardées  comme  des  parties  de  la  liessienne  d'une  autre 
surface  cubique.  (222-2-33). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  [)our  cela  est  que  la  surface  donnée  ait 
deux  points  biplanaires,  distincts  ou  coïncidents.  La  correspondance  qui  a  lieu 
entre  ses  points  en  vertu  des  propriétés  de  la  hessienne,  est  comprise  en  une 
correspondance  quadratique  singulière  de  l'espace  (dans  laquelle  aux  plans 
correspondent  des  cônes).  Réciproquement  toute  transformation  quadrali(Hie 
singulière  peut,  à  moins  d'homographies,  être  interprétée  comme  une  corres- 
])ondance  de  cônes  polaires  sur  une  des  oc''  surfaces  cubiques  à  deux  points 
biplanaires,  transformées  en  elles-mêmes  par  la  correspondance. 

Pieri  (M.).  —  [N' 2  réf.  Q^].  Sur  le  problème  des  es[)aces  sécants. 
(208-273). 

Autre  problème  analogue  à  celui  de  la  Note  précédente  du  même  auteur, 
Tome  XXVI,  page  534-  Il  y  a  une  Note  III  dans  le  Tome  XXVIII,  page  .'i4i. 

Jiii^g  (G-)-  —  [R2Z>].  A  propos  d'une  question  de  M.  Ed.  C^olli- 
gnon  dans  le  nouveau  périodique  :  L'Interçiédiaire  des  Matlié- 
inaliciens  (Sur  le  barvcentre  siqierliciel).  (292-300). 

Bardelli  {G.).  —  [R26].  Lu  tbéorèmc  sur  les  barvcentres  géné- 
ralisé. (326-33o). 

Beltrami  [E .).  —  [llo^].  Sur  les  fonctions  complexes.  Mote  III 

(337-344).  ' 

Complément  à  la  Note  II  (t.  XXIV,  1891,  p.  iiss^.  Substitutiim  d'une  dlsiri- 
bulion  linéaire  sur  une  ellipse  à  une  distribution  sur  une  couronne  cilipliqui-. 
comprise  entre  deux  ellipses  homothétiques. 

Jorini  {A. -F.).  —  [Ï2^].  Renfort  des  ponts  métalliques  au  moy<  n 
d'une  poutre  centrale.  (35G-37i). 

Jung  (G.).  —  [l\da].  Sur  le  plan  de  riq)ture  cl  sur  la  poussée 


-^48  SECONDE   PARTIE. 

d'un  lerre-plein   contre   une  paroi  plane  résistante.  (4o3-4i3, 
1  planche). 

Kantor  {S.).  —  [Piref.02].  Sur  les  caractéristicpics  des  trans- 
formations quadratiques  dans  l'espace  de  /•  dimensions.  (477" 
485). 

Généralisation  des  transformations  quadratiques  planes,  fdile  en  substituant 
au  couple  formé  par  deux  des  trois  points  fondamentaux  une  variété  quadra- 
tique de  /• — 2  dimensions. 

Jung  (G.).  —  [E19«].  Sur  les  forces  distribuées  (le  long-  d'une 
droite),  avec  des  applications  aux  transports  de  terre  et  à  la 
ligne  élastique  des  poutres  droites.  (5o--522,  i  [)lanche). 

Enviquez  (F.).  —  [Vlrtref.  P].  Sur  les  fondements  de  la  Géo- 
métrie projective.  (55o-56-). 

D'abord  Fauteur  rappelle  les  propositions  préliminaires  de  la  Géométrie  pro- 
jective sur  la  détermination  des  formes  de  première  et  de  deuNième  espèce, 
jiuis  il  donne  les  notions  d'ordre  naturel  et  de  disposition  circulaire  luitu- 
re'le  .sur  une  forme  de  première  espèce  et  il  en  déduit  que  le  quatrième  liar- 
nionique  de  A,  B,  G  est  distinct  de  ces  éléments.  Après,  il  introduit  le  postu- 
latum  de  la  continuité  et  démontre  le  théorème  fondamental  (de  Staudt). 
Enfin,  il  fait  quelques  observations  destinées  à  établir  le  principe  de  dualité. 

Kantor  (S.).  —  [Piref.  Q2].  Sur  les  transformations  quadra- 
ti(pies  périodiques  dans  l'espace  de  /■  dimensions.  (-12--22), 

(749-759)- 

Conslriiclion  des  caractéristiques  de  ces  transformations.  Le  travail  suit  au 
Tome  XXVIII,  page  249. 

Jorini  [A. -F.).  —  [T2Z>].  Ponts  des  chemins  de  fer  avec  écha- 
faudage continu.  (825-887). 

V ale/ilini  (C).  —  [^'^1-  ^^'^"  '"^  maniire  de  déterminer  le  profil 
de  ci)m])ensation  et  son  imporlance  dans  les  arrangements 
h  vdraidifpies.  (S^2-86-j,   i  planche). 

S.  R. 
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